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et comme plus haut nous avons démontré la formule (1), nous en
concluons que

(35) FE) =8, 8. 8...

Les ensembles S, (n=1,2,3,...) étant ouverts, la formule (35)

prouve que f(E) est un ensemble G
Notre théoréme est ainsi démontré.

On voit sans peine que toute transformation homéomorphe f
d’'un ensemble donné ‘E transforme tout sous-ensemble de E' ouvert
dans E en un sous-ensemble de f(Z) ouvert dans /(&) et parsuite
satisfait aux conditions de notre théoréme, Il résulte done tout de
suite de notre théoréme la proposition suivante, due & M, Mazur-
kiewicz 1):

Un ensemble homédomorphe & un ensemble Gy est un Gy

Notre théoréme peut donc étre regardé comme une généralisation
du théoréme de M. Mazurkiewica

) 8. Mazurkiewicz: Bull. Adcad. Cracovie 1916, p. 490—494. Cf, anesi:
M, Lavrentieff: Fund, Math. t. V1, p. 161 et W. 8ierpidski: Fund. Math,
t. VIIIL, p. 18b.
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Sur les classes d’ensembles closes par rapport
A certaines opérations élémentaires.

Par

Alfred Tarski (Varsovie).

Introduction.

Les problémes du type suivant constituent 'objet principal des
recherches exposées dans cet ouvrage: étant donné un ensemble infini
4, combien y a-t-il de classes de sous-ensembles de A pourvues dune
propriété donnée P? Les propriétés P, envisagées ici, ne sont d’ail-
leurs ni arbitraires, ni trop générales: elles reviennent toutes & ce
que les classes considérées de sous-ensembles soient closes par rapport
& certaines opérations élémentaires. Il 9'agit notamment des opérations
F qui font correspondre & toute classe d'ensembles K une nouvelle
classe d’ensembles F(K) et, en. premier lieu, des opérations con-
sistant & former les sommes, produits, différences et complémentaires
des ensembles appartenant & la classe K et d’en ajouter & cette
classe tous les sous-epsembles. Une classe K s'appelle close par
rapport & une opération F, lorsque le résultat F(K) de cette opé-
ration, effectuée sur K, est lui-méme une sous-classe de K 1),

Quelques-uns des problémes discutés dans ce travail m’ont été
posés par MM. Poprougénko et Sierpifiski, _

Les principaux résultats de ces recherches sont résumés aprés
le § 7. Je n'en mentionnerai que ceci: dans tous les problé-
mes envisagés dans la suvite je réussis d'établir une simple
relation fonetionnelle entre la puissance de la famille de toutes les

1) Cf. M, Fréchet, Des familles et fonctions additives d'ensembles, Fund,
Math, IV, p. 386.


Yakuza


182 A, Tarski:’

classes composées de sous-ensembles d'un ensemble infini donng,
closes par rapport & telles ou uutres opérations, et la puissance de
ensemble donné lui-méme; Ja puissance de cet ensemble étant g,
on va voir dgps la plupart des cas que celle de la famille en

question est 2° ou bien 22

Les résultuts de cette nature sont énoncés dans divers théorémes

des §§ 8—7, sous le nom des thlorémes fondamentauwx. Au préalable,
jintroduis au § 1 quelques notions auxilinires de la Théorie géné-
" rale des Ensembles et j'ésquisse au § 2 un algorythme concernant
les opérations sur les classes d'ensembles; j'examine ensuite au § 8
les propriétés générales des classes closes par rapport aux opérations
_quelconques, jétablis aux §§ 4—7 diverses propriétés élémentaires
des opérations énumérées au début et j'y introduis aussi certaines
opérations de nature auxilisire.

Dans la majeure partie de ces recherches l'axziome du choiz joue
un rdle essentiel; je ne téicherai donc d'en éviter I'usage que dans
les démonstrations des propriétés élémentaires des opérations en
question et 13, ol cet axiome intervient dans le raisonnement, je le
mentionnerai explicitement. Quelques résultats ne seront établis qu'a
l'aide de l'ainsi dite hypothise de Cantor sur les alephs.

Trés rapprochés des problémes de cet ouvrage, mais plus simples
au point de vue logique, sont les problémes du type suivant: dlant
donné un ensemble infini A, combien y a-i-il de sous-ensembles de A
ayant une propriété donnée P? 1l est remarquable que tous le problémes

de ce genre, connus & I'heure actuelle, pourva qu'ils soient formulés

entidrement en termes de la Théorie générale des Ensembles, se laissent
aisément réduire 2 la forme qui suil: dtant donnd wn ensemble infini 4,
combien y a t-il de sous-ensembles de 4, dont la puissance jouit d'une
propriéié domnée Q21). Or, la question ainsi posée admet une solation
générale qui s'exprime par la proposition :

4 étant un ensemble infini de puissance &, la classe de tous les
sous-ensembles de A, domt la puissance jowit de la propriété @, est de

la puissance Za‘, la sommation s'étendant sur tous les nombres v
& propridié Q %), '

1) L'observation de co phénoméne n'est 4 présent que purement empirique;
o'l est général, il serait bien intéressant de Uexpliquer ot de le préciser par des
raisonnements rigoureux de la Métamathématique,

%) Cette proposition est la conséquence facile d'un théordme connu, ¢ité iol
P. 195 dans la démonstration du lem, 10% du § 1,
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Ainsi les problémes en question rentrent totalement dans le domaine
de I'Arithmétique des Nombres Cardinaux.

§ 1. Notations; notions et théorémes auxiliaires.

Je vais me servir dans ce travail d’une série des notions et
symboles connus de la Théorie générale des Ensembles sans les dé-
finir explicitement; je vais aussi m’appuyer sar diverses propriétés
connues de ces notions sans citer les théorémes qui les concernent.

Jo désignerai par o, b,..., x, y,..., les individus, donc les objets
qui ne sont pas des ensembles (ou dont je n'admet par Ihypothése qu'ils
soient des ensembles); par 4, B,..., X, ¥,... les ensembles d’individus;
par K, L,..., X, ¥,... les ensombles de ces ensembles, que j'appelle
d’habitade classes d’ensembles; par %, £,..., &, 2/,-.. les ensembles de
classes d'ensembles, appelés familles de classes; par «, By & 4.
les nombres ordinaux et par 4, b,..., r, y,... les nombres cardinanx.
Les signes f,¢, k., F. G, H.., F, @, H,.., 073 8, Hyy @y, 2y et
f, @, b... vont désigner les fonctions (opérations univoques) qui admet-
tent respectivement comme valeurs: des individus, des ensembles, des
classes, des familles, des nombres ordinaux et des nombres cardinaux
Dans le cas des suites du type a, cest-d-dire des fonctions ne définies
que pour les nombres ordinanx inférieures 3 un nombre @, donné d'a-

vanee, je vais employer les signes de la forme J au tieu des symboles

habituels du type f(£); outre les letires f, g, h,... je me servirai dans
de tels cas des lettres 4, b,., =, ¥,.., en écrivant p, ex. a;, ; ete. Les
classes de fonetions et de suites seront désignées respectivement par
FG,...ot 0T,

Je vais employer dans le sens habituel les signes et notions du Cal-
cul des Ensembles, En particulier, les signes O et 1 étant reservés pour
désigner les nombres ordinaux ou cardinaux, je désignerai par 0 l'en-
semble vide et par I l'ensemble universel (composé de tous les individus
qui entrent dans le domaine des considérations). Au fond, ce symbole 7
présente le caractére d'un signe variable désignant lensemble de tous
les individus envisagés dans un théoréme donné, et, comme tel, il est
sasceptible aux interprétations les plus variées; cependant, pour simpli-
fier les notations, je vais I'employer comme fixe, sans mentionner par
conséquent dans les énoncés des théorémes les hypothéses telles que
ae¢l ot AC 1 et, lorsqu’il s'agit des notions générales, relatives & l'en-
semble I, sans mettre cette relalivité an évidence dans leurs symboles
(cf. déf. 5°, 18, 14 et 16). — Pour désigner I'ensemble-somme, resp.
le produit (la partie commune), de tous les ensembles d’une classe K
donnde, je vais employer le symbole abregé Z(K), resp. II(K), en

dehors du symbol habitnel ZX, resp. HX
XeK XeK
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Les formules a¢ 4, resp. ¢4 vont dire que I'élément a appartient,
resp. n’appartient pas & l'ensemble 4. Pour désigner I'ensemble composé
" d'un seul élément ¢, je vais employer le symbole .{a} ou parfois J(a);
les symboles {d, b}, {a, b, ¢} etc. désigneront respectivement les ensembles
composés exclusivement d’éléments ¢ et b ou d’éléments a4, b el ¢ etc.
Jo vais désigner par E[ ] l'ensemble de toutes les valeurs d'une fone-

S

tion donnée f correspondant aux valeurs de Iargument x qui satisfont
3 la condition formulée entre les parentheses [ ]; la signification du sym-

bole B[ ] est analogue.
fe) . . . .
Dey plus, je vais employer sans explication plusieurs signes et notions con-

nues dans 'Arithmétique des Nombres Ordinaux et Cardinaux. Je vais désigner,

comme d’habitude, par 4 la puissance de l'ensemble .4; je pose, en
particulier,

E'=E§'|§< o) et Ham@mf%ﬁ

Je vais représenter toujours les nombres cardinaux infinjs sous la forme
des alephs R,; cela va nous permetire de donner aux théorémes fonda-
mentaux de ce travail un aspect exlérieur uniforme, sans en diminuer
en méme temps de la généralité (en rvaison du théoréme connum de
M: Zermelo sur le bon ordre).

Or, je donne maintenant les définitions explicites et j'établis
certaines propriétés des notions et des signes également généraux,
mais moins connus ou introduits comme nouveaux.

Définition 1. ) sup(4) est le plus petit des nombres ordinaux
n remplissant la condition: &<, lorsque Ee d;
B lgz(m @ =sup (E[E<a]) dans le cas ot la suite de nombres
o P :

ordinaur @ du type o est une suite croissante ') et o est un nombre
de 2" espéce différent de 0.

Définition 2. cf (@) est le plus petit des nombres ordinauzs n
remplissant la conditton : il ewiste une suite ¢ du type w, telle que
0, == lim @,

§<w,7

Il est & rappeller & propos de la définition précédente qﬁe les nom-

bres initiaux @, sont dits rdguliers ou ginguliers suivant que ¢f (cf) == o
ou of (o) < a. ' ‘ e ol

1 e.-4-d. loraque pg < py pour £,
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Je vais établir quelques propriétés du symbole c¢f(c) dans les
trois lemmes suivants:

Lemme 1. ) Pour tout nombre ordinal a on a cf ()<< a;
b) 8i a==0ou bien si & est un nombre de 1™ espéce, on a cof (0) = a3

%) 8 0 =1lim gy, on @ Wy <P et of (a) = of (B);
£<g
9) of (0q) = of (&) = of (¢f ().
Lemme 2. ®) Pour tout nombre ¢ il ewiste une suite de nombres

cardinaux f du type W vérifiant les formules: 8, ==2 fe et 0<<

§<‘°cﬂa)
< fy <Ry potr §< Wy

b i 0<< 2~<\Ra, il existe une suite croissante d'ensembles F du
type Wy t) vérifiant los formules: A=Z F, et 0<E <Ry pour
§<0¢f(a) '

£ < ey
Lemme 3. =) S B< R € (o) <<®, pour xeB, on a

Zf(w)~< Ko}

X€B
by gi B< Ryt € ?‘(7)<Ra pour xeB, on a 2‘F(x)<xa;
x€EB
°) st T<&mm et BCZ Fy, il existe um nombre u tel que
§<wg,
I<n<w, e BCZ‘Fg.

&<y

Démonstration de ces trois lemmes, basée sur la déf. 1,
gobtient facilement par les procédés de raisonnement connus. J'en
vais démountrer 4 titre d’exemple le lem. 3°.

L’hypothése du lemme entraine la déecomposition suivante de

‘l'ensemble B:

) p=3 (B-FE——-ZB-F,?).

E<wg n<§

Considérons les nombres ordinaux £ pour lesquels les sommandes

1) e-b-d, telle que Fy C Fy pour § <9< Gepar-
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correspondants de la décomposition (1), c.-a-d. les ensembles
B- F; ~—2 B.F,, ne sont pas vides. En ordonnant ces nombres

77<§ . 3 . .
selon la grandeur, on obtient une suite ¢ du type @ satisfaisant
aux conditions:

(2) ‘Pq '< ‘P@ < wm lorsque 77 < ‘9' '< ﬂ:
et '
® B=3(4-F, -2 A-Fy),
9<p n<e
ok A-Fp— 3 A-Fy, o0 pour $ <.
7<é

Si Pon avait 822 wy,, la formule (8) établirait la déeomposition
de lensemble B en sommandes disjoints non-vides et en quantité
> Ryo; Or, lensemble B étant par hypothése de puissance < Ry,
on démontre sans peine & I'aide de l'axiome du choix qu'une telle
décomposition est impossible. Done

4 v B<epw
Supposons que
® up (B9 < ) =

On conclut facilement de (2) et (B) que § est un nombre de 2me
espéce (puisquon aurait dans le cas contraire sup (E [§<B]) =

= Pp1 < Wg). Si §=0, on aurait selon (8) B==0 et la thése du
lemme serait évidemment remplie; nous pouvons done admettre de
plus que f=£0. En conséquence et conformément A (2) et & la déf, 1>
on peut écrire (5) sous la forme lzrg ®e == w,. En vertu du lem. 1°

il en résulte que w,, <P, ce qui est en contradiction évidente

avec (4). Nous sornmes done contraints de rejeter la supposition (5).

et d'admettre que
®) . sup (B3 <)) =+ w,.
" .
Les formules (2) et (16) donnent aussitdt:

() sup (E[3 < f]) < @,
P8
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En posant: sup (E[% <f])+-1=1, on se convaint facilement
%5

que % est le nombre cherché: on a en effet selon (7) 0 <y < w,

et on déduit de (8) que B(—EF5’ e.q. f.d
<y

Définition 3. p(a) est lo plus petit des nombres ordinauzx 7 vé-
rifiant la formule: 8, << 8,

Lemme 4. %) p(e)<C ¢f(a);
?) ¢f (p (@) p(a
©) les condz'tions suivantes sont équivalentes:
(1) 8 < pla) (2) N, = N8,

(8) il existe un nombre cardinal & tel que N, = 4™s.

Démonstration. *) En appliquant le théordme connu de
J. K8nig (généralisé par M. Zermelo), on conclut du lem. 22
que R, <<Njow. De li, conformément & la déf. 3, p(e)<Ccf(a)
¢. q. £ d.

b} Suivant le lem. 2® (pour le nombre p(a)) il existe une suite
de nombres cardinaux f du type @, vérifiant les formules:

M Ser = Y f;

§<wgr(p(a))
ot

(2) 0< fe <My pOUr &< Oes(piay-

On conclut de (1) que

e R¥Pl0) = ” Rl

§<ag(pay)

Comme on a selon (2) et daprés la déf. 3 nfe=x, pour
£ < @, r(pay, On obtient de (3):

(4) ’ h‘zp(“) — s:ﬂ“lp(a)) .

Il résulte de (4), conformément & la déf. 3, que le nombre
¢f(p(e)) est, d'une fagon analogue au nombre p(a), un des nombres 4
remplissant la condition: &, <N37; mais comme p(a) est le plus
petit nombre de ce genre, on a ef(p(a)) => p(a). L'inégalité inverse,
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p(a), présente un cas partioulier du lem. 1*. On
obtient ainsi finalement la formule cherchée: ¢f (p (a)) == p(a)

¢) Les conditions (1) et (2) sont équivalentes en raison de la
déf. 8; Déquivalence de (2) et (8) résulte de la formule connue

(a% s = a¥p = a%.

e-b-d. of (p(@) S

Définition 4. a2 =2‘ ar.

<b

Lemme 5. ®) Sib<Cc!l), on a a£<a£=a£+2a‘;

b
Y s a<h on a 4t <<hE;
© si b=2 on a al >0
9 gi 422 ona a2 =h
Démonstration de 2), b) et ©) est évidente.
%) Pour omettre le cas évident de b<wy, posons: b=, od

B0, Diaprés In déf. 4 02> =Ytz oz Fuu=un,

£<p 5<a i<p
done a2 >, e.q. £ 4.

Lemme 6. ®) Si 8,,2>b>2, on a'8E =4g,;

b) si a2>2, on a a¥et = a%;

%) 8t a2, on a 6% > 8,0,

Démonstration. #) Conformément & la déf, 4 ﬂa'lzzv:*ﬁx

¥<0
.~2 K& ; comme d’aprés la déf. 3 8F == &, pour IS <b<sCiyy O a3

1<g<b
) s;r_gu.EDgx{WB].
On sait d'autre part que 1<C E[ 5]

plus, en vertu des lem. 12 .ot 42 s,,(a)<xa, done

@) ISEN<r<O<w,

K Ryt o0 a de

) ¥ 4 1 bl P -
1) Nous emplo ons ici somme une variable (et non onr déﬂi ner 194 uis
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ATaide du théordme connu d'Arithmétique des Nombres Oardi-
naux (suivant lequel 8,4 =18, pour 1<{a<Cx,), on obtient de
(1) et (2): 82 =nr,, c.q fd

La démonstration de b) est analogue,

) 8i §==0, on aen vertu des lem. 1> et 4* c¢f ()= pF=p(p),
done, conformément au lem. 62, 8% = g ¥(® ==y, d'od en raison
du lem. 59 a%Z> 8, = 870,

Si B est de 1re espbce, on obtient & Paide du lem. 6b: a¥=
= g¥p-1 = 2%-1 = (QMp-1)%p1 > -1 == Ng% ; mais comme ¢f (8) =g
(lem. 1%), on a finalement 4% 2= &'7p.

Il reste & examiner le cas od # est un mombre de 2me espice
0. Comme on gait *), on a dans ce cas

@) sp=_3 w= 3wt I'u pour tout §<ef(p)

n<g st §<n<p

Si 7 < §, on a notoirement 8 = 2%, d'ot 2 Rie 2% Hi<
<t
< 2%+ 8y ==2%; si par contre § <7, on obtient: Kje<Qwyr==2""
En tenant compte du lem. 1* on en déduit d’aprés (3

ey < 2% I 3 pour E<e(6)
§<n<p 5<8
D'aprés la déf. 4: 2% >2‘ 2%, d'od, en vertu de (4), Kl <2

pour £ <Ccf(@); d'autre ps,rt le lem. B¢ donne: Nf==x,< 2% pour
0 <<r <8,. Par conséquent on a généralement:

®) REC 2% pour 1 <<Rypp)-

A l'aide de la déf. 4 nous obtenons de (5):

(6) RGO = 2 RE<S 2 Ny
t<N,:-f(§)

Pulsque R < 8p << 2% (lem. 1# et BY), on a 2. < Rgp = 208,

dob en raison de (6)

) R0 < 2.

1) Of. ma note Quelgues thdordmes sur los alophs, Fund. Math, VIL, p. 7.
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Comme par hypothése 4 >>2, on obtient du lem. B :
®) asy > 2%,

1l résulte aussitét de (7) et (8) que dams le cas considéré on

8 également la formule cherchée:
a% =80, e g fd
Le lemme 6 est ainsi entibrement démontrs,
Lemme 7. ) Si a 22 o y < cf (8), on a (a¥)" == a¥g;

b) si 6222 e of (B)<Ty<C ) on a (a%)Y = a%;
) s az=2 et By, on a (a¥%)N = a,

Démonstration. ) En vertu du lem 1* linégalité y << cf(g),
admise par hypothése, entraive y<C 8, done 1<, A l'aide des lem. bb
et 6° on en conclut que a¥ == a¥% - z‘ kg = g™ +2 a%, d'olt

1< 1§
) —_— L
1 = I a%.
i<p
Etant donnés des nombres ordinaux £ et #, posons:
@) R = R
ou obtient de (1) et (2):

(8) (a%8)"r = (2 a“ﬁ) == ” 2 avgm,
. ’7<“>y 4<p
Soit

(4) O la classe de toutes les suites de nombres ordinaux @ du type
o, remplissant la condition: Py <8 pour 1< w,.

En appliquant la loi distributive générale (d’addition et de mul-
tiplication des nombres cardinaux), on déduit de (8) et (4) que

(5) (ate)® “2 ]I aNepn,

ped n<uy,
En tenant compte de (2), nous concluons de (5) que

P

(6) (a%) "7—-2 _” oV, = 2‘ A

9ed y<ay ped

2]
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On a par hypothése F‘?T{ZBT:R <8 selon (4) n,, < N

"
lorsque n<w, ot pe®. En posaut donc dans le lem. 3e: a=24,,
B~—lﬂ[17<a) ot f( )_..xgq, on parvient & la conclusion que

2&%7<Nﬂ, d’olt en vertu de (1)
7 <ay
> R,

<
Q) a <a¥s pour @e.

Il est & remarquer de plus que d'aprds la définition connue de
exponentiation des nombres cardinaux et en raison de (4) la classe
@ est de puissance (§)* < xY; comme en outre R, <Rgg, OB obnent
conformément & la déf. 4:

(8) D wj,
Les formules (6)—(8) impliquent que
) (W) << a¥e - 10

Il résulte du lem. 6¢ que a% >>xg'®); par conséquent (9) donne:
(a%)" < a%. Comme l'inégalité inverse est évidente, on a finalement:

(a%)"? = a¥%, e q.fd

) Conformément au lem, 2 il existe une suite de nombres car-
dinaux f du type W vérifiant les formules:

§<¢umﬂ)
On obtient facilement de (10):

(11) a"ﬂ-—-”a’;

£<oerg
et, en vertu de la déf. 4,
(12) <ot pour E<opy
Comme de plus, suivant 'hypothése du lemme, m_—_-
= Ryp) S Ry, les formules (11) et (12) donnent aussitdot:
(13) a%e< (a%)™.

D'autre part, il résulte des lem. b* et 6° que a%s <C 4ot =a",
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d'o (a%)" << (a%)" = 4"*’; comme on a en outre par hypothése
8, < Ng, on conclut que

(14) (a¥%)" << 4™

Les inégalités (13) et (14) entrainent immédiatement la formule
cherchée: (a%)" = a%.

¢) En posant dans lidentité b) établie tout-A-lheure y==p et
en tenant compte du lem. 1%, on conelut que (4%)%==a", doy,
pour tout y, (6%)%*” = a%*. Done, si <y, nous en obtenons
sur place:

(8% = a%, ¢ q f. d.

Lemme 8. ®) Si a>2 ef y<of(B), on o (a%)'2 == a¥,

Dsiazz2 e of )<y, ona (6B)Y = ol == a¥p;

©) st 4222 et By, on a (a%)¥ ="

Démonstration *) Conformément au lem. 7* on a (a¥)f==
= 4" pour R SF <K, KBypp 3 comme en outre, en vertu du
lem. 5¢, a¥ est un nombre transfini, cete égalité subsiste aussi dans
};éfcz: ot 0 <<y <{N,. Par conséquent, on obtient & I'aide de la

M =3 @0 =J ur=2ay. FOIF<H,).

£<y 0T <Ny

On sait d'autre part que 1 <Er <y <ﬁ < R,j comme on

a de plus par hypothése x, < Ry, et, én raison des lem. 1* et b4,
Rerp) SN << al8, on en conclut que

@) ISED <r<nI<al.

1I)Jens formules (1) et (2) donnent aussitot: (6% =n"%, e.q.f.d
) En posant dans le lem. 7b: y=cf(8) et puis y==6, on obtient:
(3) (a%) @ = a% = (a%)"s.

Ex tenant compte de la formule: of(B) < .
’ v 1, ad
hypothése, on conclut facilement des lem, * jgb’;l' y admise par

@ () = (%)l < (%)% << (810t = (2.
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De plus le lem. 6° donne:
®) a% = ¥,

Les formules (3)—(5) impliquent immédiatement I'identité cher-
chée: (a%)" = a1 = a%.
©) On a par hypothése Ngyy<CM,; en vertu des lem. 5* et

6 on en obtient: a = g%+ +2 oMt = aMs -|—-2 a¥, d'olt
Ity B<E<y

(6) =3 ax.
psb<y

D'une fagon analogue on parvient & la formule:

M (=3 (a¥.

p<b<y

Le lem. 7¢ implique en outre que
(8) (a%)e = a% pour B E
De (6)—(8) on déduit tout de suite la formule:
(% =a%, c q f d

Dans deux derpiers lemmes nous avons établis certaines simplifica-
tions des expressions (a¥)'? et (a% " pour diverses valeurs de §
et 7. En ce qui concerne lexpression (a"8)%, le probléme analogue ne
comporte plas de difficulté, déja en raison da lem. 6®; nous laissons
an lecteur de formuler le théordme correspondant.

Dans une partie de cet ouvrage Ihypothése suivante H jouera
un role essentiel; cette hypothése, dite hypothése de Cantor sur les
alephs ou hypothése du continu généralisée, n'est jusqua présent,
comme on sait, ni démontrée, ni refutée.

Hypothése H. Pour tout nombre ordinal a on a 2% =Ry

Parmi des nombreuses conséquences de cette hypothése, connues
jusqu'a présent, il n’y a que deux qui sont d'importance pour nos
considérations; or, comme nous allons voir, les deux conséquences
sont équivalentes & 'hypothdse méme,

Fundamenta Mathematicae, 7. XVI. 13
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Lemme 9. L'hypothése H équivaut & chacune des propositions

sutvantes :
%) quel_que soit le nombre ordinal @, on a 2¥=4x,;
b) quel que soit le nombre ordinal a, on a p(a) = cf ().

Démonstration. I Admettons que 'hypothése H est vraie.
En vertu du lem. 5 (pour 4 =2, b=n, et c¢=R,) on a 2% —
=2% +2 2%, d'oly, conformément & la déf. 4 et & I'hypothése H,
é<a
Wa= 1§, -|-2 Rey =Ry Dome
i<a
09 Uhypothése H entraine la condition ®)

II. Posons maintenant par 'hypothédse la proposition ®).

En raison du lem. 7* (pour 4 =2) on a pour tout & << cf(a)
(%)%= 2%, d'oli, conformément & la proposition *) n¥¢==n,;
b laide du lem. 4° on obtient de cette égalité: & <<p(a). Nous

avons ainsi montré que la formule: § <Ce¢f(a) implique toujours: °

§<p(a) et nous en concluons aussitdt que cf(@)<< p(a). L'indgalité
inverse: p(a) << ¢f (a) a été établie dans le lem. 4%; on a donc p(a) =
= ¢f(@) pour tout nombre a.
Ce raisonnement prouve que

2) la condition ®) entraine la condition P).

L. Admettons enfin que la proposition ) est remplie.
Gonformément au lem. 1°, ¢f(@+1)=a -+ 1, dod suivant la

condition ® a—l—l)-—a-i-l I en résulte que a << p(az 1), ce
qui donne en vertu du lem. 4°: Ry =N . On a d'autre part

g = 2" (puisque 2““<su+,<(2““)““——2““) et on en obtient:
2% = R, 11, quel que soit le nombre a.
Nous avons ainsi prouvé que

" (3) la condition *) entratne Phypothise H,
En raison de (1)—(3) le lem. 9 est entidrement démontré,

L'énoncé de Ia proposition 9° ne différe que par sa forme extérieure
d'une autre conséquence de l’hypotheae de Cantor:

8i ﬂ<‘?f( )7 on @ Rep=Nq,
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que j'ai signalée dans mes Notes antérieures avee une démonstration un
peu différente 1). Toutefois la forme actuelle de Ihypothése 9° m'a été
obligeamment communiqude par M, Zermelo en 1928, -

Définition 5. ») U(4)=E[XC 4];
") Ud)=E[XC4 ot XT<n;
% V(4)=E[AC X].

Lemme 10. *) T(4) =

) si A=y, on a W (7)‘1,“ et ﬁ)'=‘
‘ﬁm) ()=

S Tad)< .

9 si AmRu et {3 pia), on a UB(A)-——R(,

Démonstration. ®) constitue I'énoncé du théoréme connu de
Cantor.
") est baré sur un théoréme connu, d’aprés lequel

(1) A étant un ensemble infini, si A=, on a E[XCA et X=Db]=
=(4)p ?),

Voici Vesquisse de la démonstration du théoréme mentionné. Posons:

E[XC4 e X=b]=

La définition de l'exponentiation des nombres cardinaux implique sans
difficulté que tout ensemble de puissance (A)° se laisse décomposer en ¢
ensembles disjoints; & 'aide de I'axiome du choix on en obtient: ¢<(4)".
D'autre part, en dehors du cas trivial ol b=0, l'inégalité A =b donne
notoirement: A4 = A- b; en appliquant la définilion de la multiplication
des nombres cardinaux, on conclut . facilement que tout ensemble de
puissance 4. b, done, en particnlier, ’ensemble 4, admet tout au moins
(A)® sons-ensembles de puissance b, d'olt ¢=>( A- b)"-*(A) Si l'on rap-

1) Cf. ma Note citée des Fund. Math, VI, p. 9—10, ainsi que mon article:
Sur la décomposition des ensembles en sous-ensembles presque digjoinis, Fund.
Math, XII, p. 202. '

) Of. W. Sierpifiski, Zarys teorji mnogosci (Eléments de la Théorie des
Ensembles, en polonais), 1 partie, 3=° éd., Warszawa 1928, p. 2561—263.

18*
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proche les deux inégalités établies ci-dessus, on obtient auassitot:

E[XCA et XT=b]=c=(4)% e q £ d
X

. Or, il résulte de la déf. 5° que U,(4)= Eﬂ [XC4 et X< Rg] =

=2 (E[XCA et X=r]); les sommandes de cette derniére somme
X

¥<¥Na
étant disjoints, on en conclut que

) =2‘§[XCA ot X=r].

<y,

@) U.

Comme par hypothése: 4> ,, les conditions (1) et (2) donnent:
=2 A4), d'ott conformément & la déf, 4:

<Ny

) T = (s,

D’une fagon analogue on obtient I'égalitd: i7a+l(j; = (AY'ett et
on en déduit par I'application du lem. 6:

4 Uil = (3P

On conelut enfin sans peine de la déf. 5" que U,,,(4) — U(d)=

--E[XCA et X=g,], d'ott en raison de (1):

(%) Ve[ d) — T, (d) = ().

En vertu de (8)—(5) toutes les formules ®) se trouvent établies.

°) Dans le cas ot A=, la formule: T, (4)<<(4)% résulte im-
médiatement de ®). Si par contre E<s,,, on a suivant la déf Hev
et le lem. 10* (en omettant le cas évident ot A <2?): U,4) <
<U(A)=2T<(ET QZ(A:)‘, d’'olt conformément 3 la déf 4
_ <Ha
<@, e q fd

“) En vertu des lem. 1* et 4° lindgalité: g << p(a) entraine:
sﬂgxa—-A, en posant done dans P): @ = B, on conclut que

Uyld) = (A)"ﬂ“R:‘ﬁ Par Yapplication du lem. 6* on en ebtient la
formule cherchée:

UB(A) =R,

icm

Classes closes d'ensembles. 197

Définition 6. 7(4)
est définie pour tous les éléments de l'ensemble A).

= Jrl(ﬂ)[ao:slft] (dans Phypothése que la fonction f

L'ensemble f(A) est appelé ordinairement image de lensemble A
donndée par la fonction f. Divers théorémes élémentaires sur les images
d’ensembles ont été publiés antérieurement !); je vais établir ici
quelques rapports moins connus entre les puissances des ensembles
et celles de leurs images.

Lemme 11. ®) ﬂA)gf

") s A-E[fla)=y]<b

{<F(4)-b; _

) si A2 Ry et si A E| flr)=yl<<b<<A pour tout élément y
de f4), on a f(d)= 4

4 si A=, et si A-E[fx)=y] <Z=pour tout dlément y de f(A),
o a F(d) > =a, on a F(d) =8 =4.

Démoustration. Posons pour tout élément y

) Gly) =4 L[ flz)=y].

A laide de la déf. 6 on déduit facilement de (1) les propriétés
suivantes de la fonction G':

(@) Gy) 0 pour yef(4);

pour tout dlément y de f(4), on

Noay; 86 en outre of (a)

G) 5i G(y)-G(z)F0, on a y=2 ¢ G(y)= G2

En vertu de (2) et de (3) la fonction @ transforme d'une fagon
biunivoque I'ensemble f(4) dans la classe G f(A))._— y ef(A);

ces -ensembles sont donc de puissance égale:

@ F@ =G )

En raison de (1) et de la déf. 6 on obtient facilement la dé-
composition suivaunte de A4 :

1 Cf. p. ex. A. N, Whitabead and B. Russell, Principie Mathematica,
vol, I, 2d¢ Ed,, Cambridge 1925, *37. *40 et *72.
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) a=3 6);
. yefa)

comme selon (2) et (3) les sommandes de cette décomposition sont
disjoints et non-vides, on en conelut & l'aide de l'axiome du choix

que G(f(4) =G(E)'[y ef(4)] << 4, dotr en vertu de (4)
J) = =
(6) H4)<<4

La formule (5) donne de plus (conformément & un théoréme
connu de la théorie de Pégalité des puissances):

M si ng pour yef(4), on a j{f(!i)-b.

Admettons maintenant que 4 =8, et que G_T_ngb< A pour
yef(4). Si Lon avait £(4) <4, on obtiendrait & I'side des théore-

mes connus de ' Arithmétique desNombres Cardinaux:f(A)-b<j-z=z
ce qui contredit manifestement la condition (7); par conséquent,

en vertu de (6), fﬁ):i On a done:

8) si A=x, o Gy<b< 4 pour yef(4), on af(A)=Z
Posons enfin par I'hypothése: 4= x, et Er'h(_a <4 pour yef(A)
En remplagant B par f(4) et F par G dans le lem, 3* et en tenant
compte de (5), on en déduit facilement que Pinégalité f—(_‘A) < R
implique contradiction. On a done fz(;ﬁ Z Rywi Bl en outre

¢f (@) = @, on obtient suivant (6): f(4)==x,= 4. Nous avons ainsi
prouvé que

(9) i j:sa et —G?(y_)<z pour yef—(A), on a f(A)ZZRp; §i
de plus cf(@) =@, on af(Tel):ga=f

En rapprochant les conditions (6)—(9) de la formule (1), on
constate que le lemme en question est entidrement démontré.

Pour terminer ce §, je vais étendre la notion de limite inférieure
et supéricure ainsi que celle de limite proprement dite des suites

infinies d’ensembles du type o sur les suites d'ensembles du type
arbitraire,
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Définition 7. ®) lim F} =2‘ ]I Fy;
£<a o §<q7<(1
" Enr=JI 2T
i<a tsy<a
°) la suile d'ensembles F' du type o est convergente et on a
lim Fy = A, lorsque lim Fyy = lim F,=A.
£<a = £<a

Plusieurs propriétés élémentaires des notions définies tout & ’heure
s'obtiennent par voie de genéralisation facile des théordmes connus
concernant les limites des suites infinies du type ). Je vais done
me borner & établir quelques” formules qui, autant que je sache,
n'ont été jusqu'd présept signalées. nullepart, méme pour les suites
infinies ordinaires.

Lemme 12, %) lim (Fy- Go)C lim Fy- lim G,C lim (Fy- Gy);

ia Ka = b f<a

®) si les sutles densembles Gy et Fy- G, du type a sont conver-

gentes, la suite d'ensembles Fg-lg'?z Gy est aussi convergente et on a

lim (I, lim G) = lim (F,+ G.).
!<'1‘( o Gy = lim (B )

Démonstration. Il résulte de la déf. 7=° que lim(Fy- G C
—_ §<a
ClimF, et lim(Fy- Gy C lim G C lim G, ¥), dod
e #a &a f<a
o)) lim (¥ G) Clim Fy-lim G.
2 Ra = o
D'autre part, comme on voit facilement, £ et § étant deux
nombres ordinaux tels quev E<é <o ona II F’?'Z G,C
) Esn<a &sy<a
Cz (Fn' Gn)’ d’ot & plus forte raison.
fr<y<a
T 0= JT % J] 3 0.C 3 w6
gsp<a T foq<a e fsqpda gen<a
Par conséquent pour tout nombre { << & (non nécessairement = £)

1) Cf, p. ex, W, Sierpinski, op, cit, p. 16 —18. )
%) Ce sont des généralisations des formules connues concernant des suites

infinies ordinnires (cf. la mote précédente).


Yakuza


200 A. Tarski:

on a Iinclusion: ” F,- h—;ri ¢,C Z(F,]-Gﬂ); on en obtient ensuite:
Exp<a K fsy<a

2 ]I Fn'z_@ a,C H Z(Fn'gn)’ ce qui se laisse énoncer

o fsp<a T t<a t<p<a

plus court & l'aide de la formule:

2 lim Fy lim G, C lim (Fg- Gy).

@ i F,- i 6,C T By )

Les inclusions (1) et (2) donnent aussitt la formule cherchée ),
c-b-d.:
®) lim (Fg- G) C lim Fy-lim G, C lim (Fy- Gy).
ﬁ Z.Z;; E<a <a .
A cause de la symétrie de la formule (3) par rapport aux deux
suites F' et GF on a aussi:

@) lim (Fy+ Gg)C lim Fy-lim Gy Tim (Fy+ Gy).
e Ko " Ra 7, Ka

Admettons & présent que les suites d’ensembles G; et F,- G, sont
convergentes; conformément & la déf. 7° les formules (3) et (4)
donnent alors:

() lim By lim Gy = lim Fy+ lim G, = lim (F,- G).
sl il S A

Il est cependant facile de déduire de la déf. 7 que pour toyt
ensemble A on a lim (Fy- A) =lim Fy- A et li—;;a—(FE- 4)= i'—i;n_Fg-A 1),
Ka B3 fca f<a
Cette remarque permet d’écrire (5) sous la forme:

(6) lim (Fy-lim G¢) = lim (Fy- lim G) = lim (F.+
< $ eca ) §<':( ¢ §I<T ) ;g:(l{g G-

En raison de la déf 7¢, (6) exprime que la suite d'ensembles

Fg'l;:’: Gy est convergente et qu'on a ?gf (Fg-g-i(r:n Gg):.gi:f (Fy- Go);
la condition ®) du lemme considéré se trouve ainsi établie.

Le lem. 12° (pour @ = w) m’a 4ts obligeamment communiqué par
M.'Saks comme généralisation d’un lemme plus faible, trouvé par
moi anparavant tout spécialement pour en taire usage dans les consi-
dérations présentes, alors que lem. 12° m’'a été encore inconnu,

1) Cf. p. 199, note 1,
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Comme il est aisé de vérifier, le signe de multiplication peut &tre
remplacé parlout dans le lem. 12 par le signe d'addition.

Dans la suite j'aurai b opérer & plusieurs reprises & I'aide des no-
tions introduites dans ce § sans en indiquer méme les définitions; je
vais appliquer les notions introduites dans les dét. 5 et 6 aux en-
sembles de tout genre (done non seulement aux ensembles d'indi-
vidus, mais aussi aux classes d’ensembles, aux familles de classes ete.).

§ 2. Algorythme des opérations sur les classes d'ensembles.

Comme il a été dit dans l'introduction, nous aurons affaire dans
ce travail aux certaines opérations (fonctions) F' qui font corres-
pondre & une classe quelconque d’ensembles K une autre classe
F(K). Ltusage de ces opérations est cobsidérablement facilité
par un algorythme, dont je me propose d'esquisser ici les traits
généraux.

Je vais introduire en premier lieu deux relations entre opéra-
tions: celle didentité et celle d'inclusion, en les désignant respecti-

vement par les symboles = et (.

Définition 8. *) F= G, lrsgon o F(X)= G(X) pour
toute classe d'ensembles X

B) FC G, lorsquon o F(X)C G(X) pour toute classe d'ensem-
bles X. :

Parmi les opérations sur opérations, celle d'addition sera mise
au premier plan; le résultat de cette addition sera désigné ici par

F1 @, resp. par ZF

x€A

Définition 9. *) [F+ @)(K)= F(K)+ G(K);

) [ E|@)= 3 R

xeA xeA

A {'usage pratique je vais supprimer parfois les parex}tbéses [] dans
les expressions données par la déf. 9%7; les autres définitions analogues
seront formulées d’emblée sans ces parenthéses.

Au lieu d'établir ici une & une les lois qui concernent les notions
définies tout & I’heure, jo donne le lemme général suivant, dont la
démonstration facile est sans doute & la portée du lecteur:
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o

Lemme 13. Les relations —, C et les opérations -+, 2‘ rem-
plissent tous les postulats de UAlgébre de la Logique Y).

Je définis & son tour la multiplication relative des opérations, en
en désignant le résultat par F'G, resp. par ” F;; le produit
lst<p

II &, dont tous les facteurs sont identiques & une opération don-
Igtsy

née F' sera appelé, comme d’habitude, »™ itération (puissance) de
lopération ¥ et désigné par F™.

Définition 10. *) F G (K) = F(G(K));

) 78 =B pour v=1; JTFK) =

1sésy 1sgsy
=HI;|;F’,(K]) pour tout v tel que 1 < v < w;
1sg<sy—1 '

Y F*(K) =”F§ (K) dans le cas ob 1< < o ef Fgé'F

1sisy

pour tout £ 1< 5.

Nous aurons bien souvent affaire au produit relatif habituel
FG; cest pourquoi je vais formuler ici explicitement quelques
propriétés élémentaires de cette notion.

Par contre, la notion du produit relatif général, ” F;, et en

- - - - 1\<§.sv
particulier celle de la »™ itération d’upe opération F) c.-a-d. B,

, " .
nauront que peu d'importance dans la suite, Nous nous trouverons

') Systémes de postulats de T'Algébre de la Logique ne contenant comme seule
notions primitives que celles @'identité et d’inclusion ou celles d’identité et de
somme finie ‘(somme de deux sommandes) sont 4 trouver dans Particle de M. E,
V. Huntington, Sets of independent postulates for the algebre of logic,
act. of the Amer, Math, Soe, 5, 1904, p. 288—309. Il est aisé de modifier ces
systéemes de fagon qu’ils embrassent également la notion de somme généralisde

(somme d'une classe quelconque de sommandes), notion qui n’est pas envisagds
d’habitnde dans I'Algébre de la Logique. :

Trans-
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d’habitude en présence des opérations F, dont toutes les itérations
sont identiques et qui se laissent done caractériser par la formule:
Fr=0F, les opérations de ce genre peuvent &tre appelées ifératives.

Lemme 14. *) [F G|H= F|G H];
) 5i FC. @G, on a FHC GH;
9 F+ G H=FH{GH,

Yy [ JF|e= Jire;

Fey Fey
) si =1, G*= G of FG = GF, on a [FG:= FG.
Démonstration est évidente. '

En vertn de la loi associative qui vient d’sire formulée dans le lem.
132 la suppression des parenthéses dans !es symboles de la forme
[FG) H on F[GH] ne peut causer d'équivoques.

A toute classe d’opérations § viennent correspondre d’au_tres
classes d'opérations, notamment les classes de toutes les opératlon's
qui w’obtiennent moyennant l'addition ou bien moyennant la mult}—
plication relative ou enfin moyennant les deux opératlons'h l_a' fois
effectuées sur les éléments de la classe . Je vais i.utrodmre ici des
symboles spécianx: &(F), P(F) et B(F) pour désigner les classes
d’opérations ainsi obtenues,

Définition 11. ) &(F) est la classe de toutes les opérations F

qui se laissent mettre sous la forme: F °=2G, ot @ CF et F0;
: Ge®
) B(F) est la classe de toutes les opérations F de la forme

Fé][l«";, o 1Ky < o e Fe§ powr 1<KE;
1<

) B@ =LZ[F+€(®)+ PG CE).

Je laisse an lecteur détablir les _propriétés' généralesldesf noti{u;s.
définies tout & I'heure, p. ex. les propriétés, exprimées par les formules:
S(E(F) — . BHE)=RE), BOEG) =3@ 6+
+ BB CB@) ete.

A propos des formules ¥)—?) du lem. 14, il est & remarquer
que l'inelusion G’-C__ H n'entraine pas toujours: G- FH, de méme
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que la loi distributive: F[Z G] éz‘ [FG] (et en particulier
Ge® Ge®

F|G+ H)=FG - FH) n'est pas toujours vérifiée. On conuait
néanmoins nombreuses opérations F' qui remplissent les conditions
en question relativement aux opérations arbitraires G' et H ou re-
lativement & la classe arbitraire d’opérations & Les opérations de
ce genre seront appelées monotones, resp. fofalement additives; pour
désigner les classes de toutes les opérations monotones ou additives
on emploiera respectivement les signes M et A. Il importe de di-
stinguer en outre les opérations des catégories intermédiaires, plus
particnlitres que 9, mais plus générales que 2; ce sont notamment
les opérations semi-additives au dégré 8 (8 étant un nombre ordinal
arbitraire), dont les classes seront désignées ici par A

Définition 12. *) M est la classe de toutes les opérations F' qui
remplissent la condition: G et H étant des opérations arbitraires
telles que Gé H, on a FGOCFH;

") U est la classe de toutes les opérations F qui remplissent la
condition: & dant une classe arbitraire d'opérations, on a

r[ Yo]= ¥ira
G Ge®

°). ~2€p est la classe de toutes les opérations F qui remplissent la
condition: @ diant une classe arbitraire dopérations, on a

7| Yo]= 3 [x[ Fe])

GeB R U(G) GeR

Ls; déf, 12ab s’éloigne des définitions universellement admises,
mais leur est néanmoins équivalente, comme le montre le suivant

: 'Leyl‘nme 15.. .") M est la classe de toutes les opérations F' assu-
Jetties & la condition: X et Y étant des classes arbitraires d'
telles que XC ¥, on a FX)C F(X),

N "’) U est la classe de toutes les opération F' assujetties A la con-
ibion: 9 étant une famille arbitraire de classes, on a F(3(9)) =

=3 Fx);

ensembles
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°) AUg est la classe de toutes les opérations F' assujetties & la
condition: X élant ume classe arbitraire d'ensembles, on a F(X)=

=2 F(X).
XeU,y(X)

Démonstration. ®) Que la condition dulemme est suffisante
pour que FeM, cela résulte facilement des déf. 8 10° et 12 Pour
prouver que cette condition est en méme temps necéssaire, on rais-
sonnera comme suit:

Admettons que F'eM et considérons deux classes arbitraires X
et ¥ telles que X (T X.-Définissons ensuite les opérations & et H,
en posant p. ex.: G(Z)=X et H(Z)= Y pour toute classe Z.
Conformément & la déf 8> on a G(C H, dou en raison de la
d6f 12* on obtient: FG( FH. A V'aide des déf. 8> et 10° on en
conclut que F(G (X)) C F(H(X)), done que F(X)C F(X) 1l
est ainsi démontré que pour toute opération monmotone F' la for-
mule XCY implique F(X)C F(X), ¢. q. f. d.

b) et °) se démontrent d’'une fagon analogue.

A Paide du lem. 15* on peat établir une série d’autres conditions,

d'aillears bien connues, qui sont & la fois ndcessaires et suffisantes pour
qwune opération donnée K soit monotome, comme p. eX. F(Y)=

=Y FX) pour toute classe ¥; FX)+ F(¥) CF(X+ Y),

XCY 5

resp. F(X-Y)C F(X)- F(X) pour toutes classes X et Y.
3 F(X)C F(S(@)), resp. FIGNC Jf FX) pour toute fo-

Xey Xey

mille de classes 9f etc; on peat en outre formuler les conditions &na-
logues dans les termes de I'algorythme des opérations. Les opérations
totalement additives peuvent étre caractérisées par la formule: F(XY)=

.—_—.2 F(X}) pour toute classe X.

XeX
Quelques autres propriétés des classes d'opérations considérées
gont formulées dans le lemme suivant:

Lemme 16. #) A C%,CM; si T=1R, et 2%y, ona
%p=M; .
by si <y, on a U CX,:


Yakuza


206 _ A. Tarski:

) si FeM et GeM, ona FL GeM et FGeM; si FCM,

on a 21’6931;
Fe§ .
9 si FeX et Ge¥, ma F+Ge¥ et FGe; si FC A,

o a 21”«92(;

FeF
) si FeXy, et GeX, onoa F+ Gedy; si FCUy, ona

21%2(5;
Fey

) 5i ey et GeX,, alors la formule: y <<B implipue: FG e,
ét la formule: §<Ccf(y) entraine: FGeX,;

) si Fedy, GeXy et of(8)=0 ou bien si FeX et GeX,
on a FGeX,.

Démonstration. Les formules 2) et ®) résultent facilement
du lem. 15 (si, en particulier, 7 =g, et 2% < Ng, o0 a en raison
du lewm. 10 TNT) = 2% <y, dott X < §y et U,(X) = U(X) pour
toute classe d'ensemble X; en le rapprochant du lem. 15%° on
conclut que les formules: FedM ot Fe A, sont équivalents et par-
suite que 2, = IMN).

Les formules ¢)—e) se déduisent de la déf. 12 & Paide du
lem, 142.d

Quant & la proposition f) on raissonnera comme suit: Envisageons
une classe arbitraire d’ensembles K. Les opératiens F' et G étant
par hypothése semi-additives, elles sont & plus forte raison mono-
tones, suivant la partie *) du théoréme dont il 'agit. En vertu de )
Topération F'G Vest aussi; & I'aide du lem. 152 on en conclut que
FG (X)C FG(K) pour toute classe X C K. Par conséquent:

(1) Z‘FG(X)CFG,(K) et ZFG(X)CEG (K).
XeUy(K) XeU,(K)
Or, soit Z un ensemble arbitraire de la classe FG(K):
(2) Ze¢ FG(K).
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Comme F'eX,, on a daprés le lem. 16° FG (IK) =2F’(Y);

YeU,G(K)
en raison de (2) et de la déf. 5 il existe done une classe d’en-
sembles L qui vérifie les formules:

C) Ze F(L),
@ LCGEK) e I<w,.
Par une application renouvelée du lem. 15¢ (pour F= G et
8 ==y) on obtient: G'(K) =2 G (X). Tenant compte de (4), on
XeU(K)
en déduit & I'aide de l’axiome du choix I'existence d'une fonetion

H qui fait correspondre 4 tout ensemble ¥ de I une classe d’en-
sembles J(Y) de facon que Ion ait:

B) - YeGH(Y) pour YelL;
(6) H(Y)C K ¢ H(Y)<g, pour YeL.

Comme il a été déja dit, les opérations F et G sont mono-
tones; conformément au lem. 152 et en vertu de (B) on a done:

c Y GH(Y)CG(ZH(Y)), dod F(L)CFG(Z‘H(Y));

YelL YeL YeL
en le rapprochant de (3) et (6), on obtient:
) Ze FG( JH (D), oi NEHIMCE

YeL YeL

Or, soit y<<f, d'oi 8,<sg. Daprés (4) et (6) on a alors
2H(Y)< N,,-f< 8% = Ry, Suivant (7) on en conclut que
YeL
8 ZEZFG(X) pour y<f.

XeUyK)

Si par contre 8<cf(y), on a en vertu de (4): L< Koy En
posant done dans le lem. 3Y: B==1T1 et F=_H et en tenant
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compte de (6), on parvient & la formule: 2‘ H(Y) <, qui

rapprochée de (7), entraine: YeL

©® Ze 3 FG(X) pour B<cf (7).
' XeU,(K) '

Il est ainsi prouvé que (2) implique (8) et (9) pour tout Z,
A l'aide de (1) on en déduit les égalités:

(10) FG(K) =2FG(X) pour y<B; FGO(K) =2‘ FG(X)
XeU,(K) XeU,(K)
pour FLcf (y).

En conséquence du lem.15¢ les formules (10), qui sont valables
pour toute classe d’ensembles K, donnent finalement:

FGeXy pour y <[ et FG e, pour f<Lcf(7), e q.fd

Or, si I'on pose dans la proposition f), qui vient d’dtre établie:
y= B, resp. f=0 et y=p (et si l'on tient compte de ®)), on par-
vient immédiatement & Ia proposition €).

Le lem. 16 est ainsi entiérement démontré,

l En terx:ant ﬁomdpte de la déf. 11, le lem. 16%%® peat otre énoncé
plus court & laide des formules: &(M) = PM)=B(M) =M,
S(2)=PA)=B(A)=A ot S(A)=2,; d’iprgs le lém )1es on
a de plus: ?B(Q(ﬂ) =B(Y) = 2‘@, lorsque of (B) = .

En dehors des classes d’opérations semi-additives au dégré @ on peat
considérer autres classes d’opérations également plus étroites que M et
plas vastes que 2. Comme exemple d’une telle classe on peut citer
celle des opérations additives au sens resireint, c.-a-d. des opérations K
qui vérifient la formule: F[G-T—H]—;.—FG-J:-FH pour toutes ope-
rations G et H (resp. F(X+Y)= FX)+ F(Y) pour toutes
classe.s: X et Y )- En généralisant cette notion, on parvient & celle des
ope’rahgns addvmiea aw dégré f, c-b-d. caractérisables par la condition:

Fl ¥Ya|= [FG), lorsque & resp. = C
L%@ ] c%;; e B<x, (roop. F(3()) é;m,

lorsque ?/’< Rg); celte notion, d'ailleurs importante, restera cependant
sans application dans les questions qui nous occupe;lt. °

Cqmme exemples des opérations effectudes sur les classes d'ensembles
et qui sont totalement additives, done qui présentent par cela-méme
toutes les anires propriétés envisagées plus haut, on peut citer toules les
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opérations de la forme F (cf. la déf. 6), o F est une opération arbi-
traire faisant correspondre les ensembles d’individus aux ensembles d'in-
dividus. -

En rapport avec la multiplication des opérations joue un cer-
tain ‘role lopération didentité I, qui en est le module. Il est
4 remarquer que presque toutes les opérations I dont nous au-
vons affaire dans ces considérations vérifient l'inelusion IC F;
I'opération I constitue done & un certain point de vue leur borne
inférieure. Lies opérations F'qui remplissent la formule: T(_ F' peuvent
8tre appelées adjonctives.

Définition 13, I(K)=IK.

Voici quelques propriétés de l'opération I et des opérations
adjonetives:

Lemme 17, 2) Te2, donc TeX, et Led;

b) IF=F=FI, en particulier T*=T,;

) si ICF ona GC FG; si de plus GeM, on a G C GF;

& 5i ICFC G et G¥=G, on a FG= G; si de plus GeM,
on a GF= G,

) 5i ICF o ICG, on a IC FG,

t) 5 ICF on ¢ KCF(K) ¢t K<F(K)

Il est & noter que toutes les notions définies jusqu'ici dans ce § sont
.applicables non seulement aux opérations qui font correspondre les clas-
ses d’ensembles aux classes d'ensembles, mais aussi 4 toute opération
sur des ensembles quelconques et ayant pour résultat des ensembles quel-
conques; en ce qui concerne la déf. 10, méme une telle restriction des résultats
des opérations n'est pas essentielle. Un maniement systématique avec les
notions introduites ici et employées dans une étendue la plus vaste rendrait
possible une déscription trés bréve, bien que peu intuitive, de plusieurs faits
acquis. Ainsi p. ex. les opérations monotones pourraient- &tre caractérisées

par une des formules: F UCO'_ UF, F=3FU, EF_(fFE ou FIT CO:IIF; les

opérations totalement additives — par une des formules: F=3FJ
on IF= F3, et enfin les opérations semi-additives du dégré 8 —
— par la formule: F=3F U,. Cependant, pour éviter de rendre la lecture
de cet ouvrage plus difficile encore, je ne vais pas abuser davantage de
la symbolique de ce genre; ce n'est que la notion de maultiplication re-
lative (déf. 10*) dont je ferai l'usage le plus vaste possible, ce qui
me permet p. ex. de supprimer les parenthéses extérieures dans toutes
les expressions de la forme f(g (®)).
Fundamenta Mathematicae. T. XVI. 14
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En dehors de l'opération I, une autre opération particulidre est
d'importance considérable pour la suite, & savoir Popération €' con-
sistant & remplacer les ensembles X d’une classe K par leurs com-
plémentaires 1 —X.

Définition 14, C(K) =1E)‘{ (X eK]). .

Pagsons en revue quelques propriétés élémentaires de Popé-
ration C': '

Lemme 18. ) CeX, donc Ce, ot CeM;
) C1=1I;

o) [Ifop=1+0;

) C0)=0 o CUI)=T(1)

) C(K)=K.

Démostration de )% et ) est évidente; ©) peut stre déduit
de ®) et ) & l'aide des déf. 10 et 12b et des lem. 14° et 17,
La formule ¢) résulte du fait que la fonetion FX)=1—X est
biunivoque. ‘

'A toute opération F on peut faire correspondre une autre opé-
ration CFC, qui conserve beaucoup de propriétés de Popération I
cette opération CFC portera le nom d'opération double de F ei’:
sera désignée par F'*. Je vais faire de cette notion de dualité un
usage constant dans les chapitres qui vont suivre; grice A ses

prop-riétés, beaucoup de raisonnements subissent une simplification
congidérable.

Définition 15. F*(K) = CFC(K).

Cert (&) p p p 8 d
. u
aines ro Ilétés deB o] é]&tl()]ls d() bleﬂ Sonh Iéunle ans

Lemme 19, 2) CFC= F*, CF<F* 0, o+ = ¢,

) F¥*=F;

) 5i FC G, ona F*C G*;

a o o o o o

) [F4 G = F* { g* o généralement [2 F]*QZII’*;

o Fe €
) [FET* = F* g~ g Teg

f) 8i F’_—Q.F, on a [17’*]2.;1;1*.

I
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8) si FeM, on a F¥eM;

b) si Fe, on a F*e);

) si FeAg on a F*ey;

) I*;I; st 1(9:1"; on a IéF*;

¥) si F(0)=0, on a F*(0)=0; _ :

") si "—Fm(:X:) < f'(f), resp. F(X) = f(f) pour toute classe d'en-
sembles X, on a aussi F*(X)<F(X), resp. F*(X) = f(X) pour
toute classe X. ‘

Démonstration ne préte pas de difficulté; on sappuie sur
les définitions 15 et antérieures et sur le lem. 18.

Comme il est facile de voir, la signification du symbole F™* dépend
non seulement de celle de J, mais aussi, tout comme dans le cas du
symbole C, de linterprétation du signe 7 (cf. p. 188). Si I'on voulait
supprimer cette dépendance de 'opération F™* de la signification de I,
jl faudrait convenablement transformer les déf. 14 et 15, en posant

— X(K) =
p-ex. C 4 (K) A{J'X[Xe_K] et FX(K) CE(K) FCE(K)(K)‘ La

notion d'opération double ainsi modifiée “ne coincide plus avec la
notion primitive et perd plusieurs propriétés précieuses an point de vue
de ces recherches (en particulier le th. 33 du § suivant cesse d’éfre
valable). Il existe tontefois un nombre d'opératlons F dont les deux opé-
rations doubles F™ et X coincident, de sorte que L'opération F* con-
serve alors sa signification unique indépendamment du mode de l'inter-
prétation du signe ; telles sont en particulier les opérations qui - feront
Pobjet des §§ 5 et 6 de cet ouvrage. ’

§ 8. Notion générale de classe close par rapport a une
~ opération donnée.

Dans ce § je me propose d’examiner les propriétés générales des
classes closes par rapport aux opérations queleonques.

Une classe d’ensembles K est dite close par rapport & une opé-
ration ' donnée, lorsque F(K)(C K. '

On pourrait en outre distinguer les classes closes au sens plus étroit,
c-h-d. vérifiant la formule: F U (K)(C U(K). Cépendant cette distinction
est dépourvue d'importance ici, les deux notions coincidant pour les
opérations monotones et toutes les opérations qui nous intéressent dans

ce travail étant de cette sorte.
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Jo vais introduire un signe spéeial pour désigner la famille de
- toutes les classes closes par rapport & une opération F'

Définition 16, @A(F) = XE[F(X)CX].

J'admets, comme toujours, que les classes de la famille @ (F)
s composent exclusivement de sous-ensembles d'un ensemble 7
donné auparavant (bien que la relativité de la notion envisagée
envers l'ensemble 7 n'est pas mise en évidence dans le symbole
@A(F), comme il a été d’ailleurs anoncé au début du § 1). En te-
nant compte de ce fait, on peut établir facilement le

Théoréme 20. F' étant une opération arbitraire, on a U(1)e ()
o &F)C UU).

Démonstration. Suivant la déf. 52, U(Z) est la classe de
tous les ensembles possibles (contenus dans 1) et U U(Z) est la
famille de toutes les classes possibles (contenues dans U(1)). Or,
comme F(U(1)) est également une classe d'ensembles, on a F( (1))
C U(2), dod, en raison de la déf. 16, U(1)e @(F); de plus, e/ (F)
étant une famille de elasses, on a @/(F)C U U (1), e. q f d

Théoréme 21. ) i F(C G, o a /(@) C G/ (F);
Y @/(F L @)= (). /(@) et géniralement @f(EF) =

Fe
= [ ee¥).
FeF

Démonstration résulte facilement des déf. 8b , 9 et 16,

M’appuyant sur le th. 21"“, je vais employer constamment les sym-

boles &/ (F+ @) et @/(21”) pour désigner les familles de toutes

FeF
les classes closes respectivement: par rapport amx deux opérations B

et G & la fois, ou par rapport 4 toutes les o érations d’
donnée simultan’ément. i ¢ done classe §

Le th. 21® implique immédiatement le

Corollaire 22. Si @/(F)= €£(G), on o C/(F-H)=— e/(G}-m)
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Théoréme 23. *) e/(I)= U U(1);

Y e/ F) = er(F);

°) si IC Fy on o @(F)= E[F(X)= X];
, X

9 st F1=F et ICF, on a &/(F)=FU U(1).

Démonstration. *) résulte aussitot des déf. 16 et 18.

*) En vertu du th. 21°, e/(I —T— F) = e/(I). @/(T); comme, en
raison de *) et du th. 20, @/(F) C @/(I), on en obtient: @f(I—T—F):
= @/(F), c q £ d.

°) est une conséquence immédiate de la déf. 16 et du lem. 17-.

9 U U(1) étant la famille de toutes les classes d’ensembles,
on conclut de °) que

6)) e/(F)C E [XeUUQ)
F(X)

D’autre part, envisageons une classe arbitraire d’ensembles X
(X eUU(1)) et posons: ¥ = F(X). Comme F*= F, on a suivant
les déf. 82 et 10: F(¥)=FFX)=FX)=FX)= Y, dot
4 fortiori F(XY)(C ¥, done, conformément & la déf. 16, X e C/(H).
Il est ainsi démontré que pour tout Xe UU(I) on a F(X)e@A(F);
en d'autres termes

@ E [Xe UU@)C C/(F).
F(X)

Les inclusions (1) et (2) donnent 1'égalité: @/(F') :fo EX eUU(1);

en posant dans la déf. 6: f = F et A=UU(l), on en obtient la
formule cherchée:
e/(F)=FUU)
En’ raison du th. 23% il est facile de comprendre pourquoi on peut

se borner ici aux opérations G adjonctives, c.-3-d. vérifiant l'inclusion:

ICDG (cf. p. 209). En examinant la notion de classe close par rap-
port & une opération arbitraire 7, on peut en effet remplacer cette opé-

ration par une opération adjonctive G- (notamment par G::!—j—F)
de fagon que les familles correspondantes C/(F') et @/(G) coincident,

Théoréme 24. »y Si FeM ow I C@, ona e/ F+ @) C
C e/(F G,
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s5i Fel et IC G, on a &(FQ)C ©/(F);

3 si ICF, on a &(FQ)C /(G);

9 5i FeMy ICF et IC G, on a /FG)=C/(F+f G) =
= @/(F)- /(G

Démonstration, ®) Soit Xe@f(F-J?— G En raison des déf.
16 et 9% on a F(X)+ G(X)C X, dot F(X)C X et G(X)CX.
Si Fel, on applique le lem. 15% en y remplagant X par G(X)
et ¥ par X; de l'inclusion: G(X)(C X on obtient ainsi: FG (X)(C
CF(X), ce qui, rapproché de la formule: F(X)(C X, donne:

FG(X)C X. Si, dautre part, TC @, on a en vertu du lem. 170
X(C G(X), dod G(X)=2X; en remplagant donc X par G(X)
dans la formule: F(X) C X, on obtient de nouvean: FG'(X)( X.
Or, conformément & la déf. 16, cette dernidre inclusion équivaut
4 la formule: Xe¢ C/(F G).

Nous avons ainsi-prouvé que dans les hypothéses du lemme la
formule: X ¢ @/(F - @) entraine toujours: X'e C¢/(FG); par consé-
quent Pinclusion cherchée: @/(F -~ G)(C C/(FG) se trouve établie.

b) Suivant le lem. 17° les formules' Fe¢9R et I( G donnent

FC FG; & Paide du th, 21* on en conelut que CAFG)(C e/(F),
e g f d

¢) se démontre d'une fagon complétement analogue.

) Les formules *)—c) &tablies tout & I’heare impliquent que

@/(F + G)C & (FGQ)C @/(F)» @/(G). En rapprochant cette inclu-
sion double du th. 21® on en obtient aussit6t:

CAFG) =eAF+ G)=e/(F)- /@), ¢ g £ d
Théoréme 25. 8i ICF et 1<<v<<w, ona G/F*) = e/(F).

Démonstration. On déduit facilement de la déf. 10 les for-
- mules suivantes:

(1) F'=F et FoF= FF»- i F (powr 1 <<v < o).

En remplagant dans les th. 21 et 24 F par F* et G par F,
on obtient: @/(F). @/(F)= @/(F”-{-— F)C e/(F* F); &0t selon (1)

) CL(F?)- CL(F) C e/(F+H.
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A Taide du principe de Pinduetion compldte on en conclut que
B - UF)C EY) (pour 1<y < ).

En effet, le nombre »=1 vérifie la formule (3), puisquon
a suivant (1) @A (F) = & (F‘), si ensuite un nombre arbitraire », ol
1<<{» <o, remplit la formule (3), on obtient, d’aprés (4), e2(F)C
C @/(F¥*), ce qui veut dire que le nombre » 4 1 remplit la méme
formule.

Drautre part, en posant dans le th. 24°: G'=F"* et en tenant
compte de (1), on parvient & la formule: @Z(F*+)( @/’(F") d'olt
on obtlent par une induction facile:

4) CL(FY) C /(Y= C/(F) (powr 1<<v <o)

Les inclusions (3) et (4) donnent aussitot:

e/ (F*)=@/(F), e q.f d

Théoréme 26. e/(F*) = C(C/(F)).

_ Démonstration. Soit Xe@F(F), done daprés la déf. 16
F(X)C X. A laide des lem.15* et 18" on en obtient: CF(X)(C
C O(X), d'ott en vertu du lem. 19* F* C(X)C C(X). Par con-
séquent, en raison de la déf. 16, on a CO(X)e C/(F™®)

Ce raisonnement prouve linclusion: € (C/(F)C O/(F*).
D'une fagon tout & fait analogue on peut démontrer qu'a toute
classe Y e @/(F*) correspond une classe Xe e/(F) telle que

Y= O(X). Il en résulte I'inclusion: &/(F*)C C(e/(F)), qui, rap- -
prochée de l'inclusion précédente, donne l’identité cherchée:

: (F*)= (@/ @)
Corollaire 27. Si @/(F) = @f(G), on a Q/(F¥ = @f(G*
Théoréme 28. *) Si Fe‘))l et ICF, ona 0+ F) =
= er(C 4 F*) = e/(C }+ F i EY) = &/(CF) =&/(CF*) =
= ¢/(CFF*);
*) ¢i FeM, ona e/C+F)= e/(C4 FY=er(C+ F-}-F*)

Démonstration. *) En vertu du lem. 195 on a par hypothése

e F*e et ICF*,
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4 Vaide des lem, 16¢, 17° et 18* on obtient de I’hypothése et de (1):
@) FF*cM et IECFF*, CFcM et OF* M.

En appliquant & deux reprises le th. 24* (pour F=Cet G—TF

et puis pour F'= C et G = F*) et en tenant compte du lem. 182
on conclut que

(B)  @/(CI F)Ces(CF) et @/(C -+ F*)C e/(CF*):
tout pareillement, en vertu de hypothése et de (1), le th. 24" donne:
4) C/(OF)(C e/(C) et C/(CF* (C e/(C).

En remplagant dans le th. 24* ¥ et G par COF, resp. par
CF*,0n obtient selon (2): &/(CF-4-OF)CCLCF CF), resp. &(CF*L
+ CF*) (C @(CF* CF¥*), dot en raison du lemme 192V
[6)) C/(CF)C CL(F*F) et &(CF* C CLFF?).

En tenant compte de 'hypothése et de (1), le th. 24P implique
encore que C(F*F)( €/(F*¥) et C/(FF* C &(F); en rappro-
chant ces inclusions de (5), nous obtenons:

(6) CUCF)C e(F*) et C(CF*(C C(F).

Les formules (4) et (6) donnent: Cl(OF)C &(C)- &(F*) et
C/(CF*) (C €/(C)- C/(F'); comme, en vertu du th. 21°,

(). CUF*) = e(C+ F*¥) et €(C)- &t(F)= @04 F),
on en conelut que
@) CUCF)C e(C+ F* et &(CFY(C €04 F)

De (3) et (7) on déduit aussitst:
®  AC}F)=e(CfFY = e(CF) = er(cp),

Le cor. 22, si I'on y remplace F par C F, G par CL F*
et H par F* entraine selon (8): -
C. O+ FLFH=enoi )

Appliquons enfin Je th. 244, en y posant: Gé—F*; en raison de l'hy-

pothése et de (1), nous en coneluons que '@/(FF*):@/’(F—}:F*.)
d’olt suivant le cor, 22 ’

(10) #CLFFYy=e (L F + 7.
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La formule (8) ayant été déduite pour toute opération monotone
et adjonctive, on peut y remplacer selon (2) en particulier F par
EF*; on obtient done: @/(C+4 FF*) = C/(CF F*), dol en vertu
de (10)

68 C(C H F £ F*) = e/(CF F),
Les égulités (8), (9) et (11) constituent la formule & démontrer.

") En vertu des lem. 16°, 172 et 13 on a I—?—Feém et IéI—T—F,
d'oll, en remplagant dans ) F par T —cf— F' et en tenant compte du
lem, 19%, on obtient: & (C- I+ F)=e/(CF I+ FY= e/(C+
+r ~+F +F*). La formule cherchée en résulte aussitot selon le th.25",

On peut déduire des th. 24 et 28 certaines conséqaences d'un ca-
ractére plus général. Considérons une classe arbitraire & composée ex-
clusivement d'opérations monotones et adjonctives et ajoutons a cette
classe, si I'on veut, 'opération €, qui est anssi monotone, mais pas ad-
jonctive. A l'aide de l'addition et de la multiplication relative on peut
former des opérations de la classe {, resp. {C}+ &, diverses autres
opérations; nous avons convenu de désigner par le symbole B (), resp.
B{C}+§), la classe de toutes les opérations ainsi formées (cf. la
déf. 11°). Or, en généralisant les résultats exprimés par les th, 249 et
287 on peut montrer qu'au cours de I'étude des classes closes par rap-
port aux opérations considérées on peut se restreindre i n’envisager que
les opérations de structure asser simple, & savoir celles qui s'obtiennent
des opérations de la classe primitive &, de leurs opérations doubles et de
deux opérations C'et I par la seule addition. En symboles introduits
dans la déf. 11, on peut démontrer notamment les théorémes suivants:

A Si FCM-EXCFlona E [GeB@))= E [GeBE)
F oG NG

B. Si FCM-E[ICF) et @—=E[FeF], on a
F F*

L [GeBO}+P)] = E [GeC{L C}+F+4 @) =
@) eQ)

= &), &0} + E [Ge@@+ E [Ge&F+ 6)
4 & C+Ga GG

Dans le cas particulier ol la classe § se compose d'une seule opé-
ration F, les th. A et B donnent les corollaires suivants:

C. S FeMet ICF on a EG[Geﬂs({F})]: (e(F).

C(G
D. Si FeM ot ICF, on a E [GeB({C F) =
&(@)

= (@), Q(C), &(F), (F*%), &(C| F), &(F I F*).
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On peut en outre supprimer dans le cor. C T'hypothése: F'e¢IN,
en obtenant ainsi une généralisation du th. 25. En-se bornant aux opé-
rations de la classe P({C, F}) (cf. la déf. 11°), le cor. D peut stre
développé et complété comme suit: '

E. %) {0, F)) ={I, C} + B ({F, F*} +C€* (6% (T, F*));

Y si FeMet ICF, on a .
E [GeP(F, F*))={CAF), &/ (F*), CX(F -+ F*) et
ere) S0 )
£ [GeB(F, F*Y))=(%(C+ F)).
&/ (Cq) .

Je renonce & donner ici la démonstration de ces théorédmes.

Le théoréme suivant mérite d’étre cité par son intérét spécial,
bien qu’il n’aura pas d’application dans les considérations ultérieures:

Théoréme 29. S FeM et o C C/(F), on a II() e CL(F).

Démonstration. Soit Xed% On a alors notoirement I7(d%) (CX;
lopération F' étant monotone, on en conclut suivant le lem. 162
que FII(9)C F(X) Or, ce raisonnement étant- valable pour
une classe arbitraire de &% on en obtient la formule:

1) FIN%)C ]I F(X).
Xedl
Comme d'autre part &' (C @(F'), on a conformément & la déf. 16:
@ - [rx C”X= (%),
. ' Xedr Xedk E

Les formules (1) et (2) donnent aussitot: F IT () C II(), d'on
en raison de la déf. 16 :

I(F)e @ (F), ec.q.f d.

Corollaire 30, Si F eM, & toute classe densembles I corres-
pond une classe L vérifiant les formules: LeV (K)-C/ (T et
V(X).e&@F) C VL)

Démonstration. Posons: &% = V(K)-'GK(F) et L = IT(d%).
En tenant compte de la d4f, 5% ou conclut tout de suite que
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LeV(K) et que V(K).C/(F)(C V(L); de plus le th. 29 donne:
Le @ (F) L est done la classe cherchée.

Il est & noter que I'hypothése: F'e M joue dans les th. 29 et 30 un
role essentiel; on pourrait néanmoins la supprimer, si Pon avait convenu
de désigner par le symbole OF(F') la famille de toutes les classes closes
au sens plus étroit par rapport 4 Iopération F (cf. p. 211).

Conformément au cor. 30, dans I'hypothése que F' est une opé-
ration monotone on peut faire correspondre & toute classe d'en-
sembles I la plus petite classe L contenant K et close par rap-
port & F. Dans le cas le plus général on n'a que peu & dire sur
la nature de cette classe. Ce n'est que dans les hypothéses spéciales
que P'on peut établir quelques propriétés plus profondes de la classe L;
on a p. ex. le théoréme suivant:

Théoréme 31. Si FeX,, ok cf (8)=p, et si pour toute classe
X ona F(X)<(X)%, alors & toute classe d'ensembles K telle que
K =2 correspond une classe L vérifiant les Sformules:
LeV(K)- C/(F), V(K) C/F)CV(L) e LK)
Démonstration. Définissons par recurrence une suite trans-
finie de classes d’ensembles K, du type w,, en posant
® | K,=K,
@ K,—F (ZK,,, powr 0< E< ay;

n<§ :
soit en outre

3) L=)K,

§<“’(3
Considérons un ensemble arbitraire X tel que

4) ‘ X F(L).
Comme par hypothése FeX,, le lem. 15° donne: F(L)=
=2 F(XY); en vertu de(4) on en conclut qu'il existe une classe

YeU,(L) |
d'ensembles ¥ vérifiant les formules:
®) XeF(Y)
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ot YU, (L) ou, en dautres termes (cf. la déf. 5,
(6) YCL e T<w,.

En tenant compte de l'hypothése et de (3), on obtient de (6):
Y< Np et X CZKg. Conformément au lem. 3° (pour B=Y

§<m5
=4 et F;=K), ces formules impliquent 'existence d’un nombre
ordinal £ tel que '

M 0<E<w, o YCZK,?.
‘ <&

L'opération F' étant par hypothése semi-additive, elle est & plus
forte raison monotone (lem. 16%). Par conséquent, d’aprés le lem. 15° les

formules (7) entrainent: F(¥)(CF (2'1(,7),' dott selon (2) F(¥)(
C K; en vertu de (3) on en obtizjlgt:
) F(XY)C L.
Les formules (5) et (8) donnent aussitot:
) XeL

Nous avons ainsi montré que (4) entraine constamment (9). On
a done l'inelusion: F(L) (I, d'ot en raison de la déf. 16 LeCA(F):
comme de plus, selon (1) et (3), K C L, on parvient & la formule:

(10) LeV(K). 7 F).

Or, on peut prouver que Z est la plus petite classe de la famille

V(K)-@/(F). Envisageons dans ce but une classe arbitraire X
telle que

(11 XeV(K)- Cr(F).
Par une induction facile on obtient la formule :
(12) K. CX powr &< wg.

En eﬂ’et,_ en vertu de (1) et (11) le nombre § =0 vérifie cette
formule. Soit donné ensuite un nombre § 0 << g, et admettons
que tous les nombres << £ remplissent la formule (12) On a done
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ZK,?CX; la fonction F étant monotone (comme il a été dit
n<é
plus haut), on en conelut & l'aide du lem. 15* que F' (ZK")C

n<§
C F(X), dot en raison de (2) K,C F(X). Comme d’autre part,
d’aprés la déf. 16, la formule (11) donne: F(X)(” X, on en obtient: -
K. X, ce qui veut dire que le nombre & remplit également la
formule en question.

La formule (12), établie tout & ’heure, implique que 2K§CX,
Ko

d’oll, selon (3), L(C X. On voit ainsi que la classe L est contenue
dans toute classe de la famille V(K)-&/(F"); on a donc

(13) V(K)- @4(F)C V(L).

En ce qui concerne la puissance des classes K, et L, observons
en premier lieu les inégalités:

(14) E< (K
et _
(15) %< (K) %,

quon déduit facilement du lem. 5%¢ (en tenant compte de l'inéga-
lité: K = 2). _

En appliquant une fois encore le principe de l'induction trans-
finie, nous allons établir la formule :

(16) K< Xy pour E<o,.
En vertu de (1) et (14),
17 le nombre £ =20 vérifie la _formule (16).
Soit ensuite £ un nombre ordinal tel que ‘
(18) 0<E<
et supposons que

19 tout nombre n, n<<§, vérifie la formule (16).

I résulte do (18) et (19) que ¥ K,<(B)% - E< (K)'g-sy dob,
7<§
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en raison de (15), ZKWQ(T()*@. En appliquant le lemme 5% on
. <&
ET———N —
en conclut aussitot que: (ZK’?) €< ((K)¥)% . Comme on a par
7<$ —
. hypothése: ¢f(8) =@, le lem. 8* (pour 4 =K et y==p) donne:
((fﬂfﬁ)"\_g:(f)ﬁg, et on obtient finalement la formule:

(20) JK)i<®y.

n<é

D'autre part, conformément & I'hypothése du théoréme, on a:
=,
"(3)<(3)"
n<é 7<§
d'oti, en raison de (2),

@1) yd <(ﬁ)kﬁ.

Les inégalités (20) et (21) donnent aussitds: Iﬁg(ﬁ@, en
d’autres termes

(22) le nombre £ vérifie la formule (16),

.]1 est ainsi démontré que les conditions (18) et (19) entrainent
toug?urs (22); en tenant compte de (17), on parvient done & la con-
clusion que tout nombre E< wg vérifie la formule (16).

Dé (3) et (16) on déduit facilomeni: T << S E<Es-s

&Ko
d'olt en vertu de 15) f

(23) I< (B

‘ Les formules (10), (13) et (28) prouvent que la classe I, satis-
fait & toutes les conditions du théoréme. |

Il est & noter que dans Ph : i its: T<(XK
' ypothése: ¢f () << B l'inégalité: T, <( TN
qui figure dans la thése du théoréme_précé@nt, doit atre reuipl?\cge ;Z;.gr’

une inégalité plus faible, & savoir: L (K)”ﬁ.
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Le but de cet article étant de déterminer les puissances des fa-
milles &(F") d'aprés 1a puissance de l’ensemble universel 7 dans
les cas de différentes opérations particulitres ¥, notons d’abord
que dans le cas général il west possible d'établir que les bornes:
inférieure et supérieure de ces puissances, comme le montre le théo-
réme suivant, qui est d’ailleurs d'mn caractére tout i fait banal:

Théoréme 32. Si T=1,, on a 1< OP(F)< o il existe
des opérations E'telles que CZ(F)==1 et il en existe aussi des opérations
F, p. ex. F =T, telles que CL(F) = g%,

Démonstration. En raison du lem. 10 on a pour tout en-
semble 4: T U(4) = 2V — 924 o en particulier T U (7)==
= 92", En rapprochant cette formule des th. 20 et 23° on obtient
aussitdt: 1 < OA(F) = 92% et @/(X)=92". Considérons ensuite
Topération F' définie par la formule: F(X)= U(I) pour toute
classe X, A laide de la déf. 16 on vérifie facilement que @ (F)=

={U(1)}, donc que GF(F)=1, ce qui achéve la démonstration
du théoréme.

On a d'habitnde affaire aux opérations F qui vérifient la formule:
FC U3 (ead F(X)C US(X)) pour toute classe X). Or, en
se bornant aux opérations de cette sorte et & leurs opérations doubles,
on peut établir pour la puissance de @/(F') une délimitation plus pré-
cise que celle du th. 32, notamment 2% < @AF) < 22" (cf. lo th. 49
du § 5).

Théoréme 83. CAF* = CAF).

Démonstration. La fonction C(X) est biunivoque; si en
effet, C(X)= C(X), on a CC(X)= CC(X), donc d'aprés le lem.
18* ot 1a déf. 13 on obtient: X == ¥. Il en résulte que les familles
@AF) et C(CAF)) ont les puissances bgales, d'od en raison duw
th. 26 CAF®) = CAF), c. q. £ d. ‘

L'importance du théoréme précédent pour les problémes fonda-
mentaux de ces recherches n’éxige pas d'explications,

Loraqu'il #'agit de déterminer la puissance de la famille @AF)
dans divers cas particuliers, le lemme suivant rend parfois des ser-
vices considérables :
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Lemme 34. %) Si F2=F ¢t IC Fetsi en outre la classe d'en-
sembles K vérific la formule: UI)CE[K-F(X)CX], on a
' X

) =2k

Yy si d plus T= R, et K—=29% ona CAT) = 92¥e,

Démonstration ®) Considérons deux classes X et ¥ assujet-
ties aux conditions :

) XeU(K), YeUK)
et
@) F(X)=F(X)

Suivant Phypothése les formules (1) donnent :
3) K-PX)CX e¢ K-PXY)CX

Comme IC P, on a d'aprés le lem, 17" X C F(X) et Y (C
CF(X), donc en vertn de (1) XC K- F(X) et ¥C K- F(X¥);
en tenant compte de (3), on en conclut que
(4) K=K -FX) ¢¢ Y=K.F(X) .

De (2) et (4) on obtient aussitét I'égalité:

Ainsi les formules (1) et (2) entrafnent constamment (6). Il en
~xésulte que la fonction F' transforme d'une fagon biunivoque la

famille U(K) en F U(K); ces familles sont done de puissance

égale, d’olt en raison du lem. 10°
®) FUK)=2K

D’autre part I'inclusion évidente: K ( U(1) implique que U(K)(C
CUUQ) e FUK)CFUUQ); 4 laide du th 23¢ et en

vertu de 'hypothése nous en concluons que

M FUK)C eAr).
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Les formules (6) et (7) donnent aussitdt:
O/ (F)=>2K, o qf 4,
®) résulte facilement de *) et du th. 32.

Il serait désirable d’avoir les généralisations de ce lemme, dans les-
quelles les conditions qui concernent l'opération F' (surtout la condition:
F? = F) soient remplacées par des conditions moins restrictives.

Quant aux opérations F qui sont simultanément itératives, adjon-
ctives et monotones, on peut démontrer 1'équivalence des formules:

U(K) C£ (K- F(X)CX] et UK) ‘BIF(X)=F(K)] ={K},

dont la premiére figure dans Ihypothése du lem, 34; les classes K qui
vérifient la deuxiéme formule pourrajent &tre appelées irréductibles par
rapport & Vopération . Il est aisé d'apercevoir que toute sons-classe X
d’une classe K remplissant 'hypothése du lem. 34® remplit également
cette hypothése; cette remarque est de natare i faciliter la détermination
de la puissance de la famille des classes de cette sorte. :

Le lem. 34 fournit une méthode de déterminer la puissance de
1a famille @/(F') dans le cas o Popération F' est itérative et ad-
jonetive. Cette méthode, dont jaurai & faire l'usage plusieurs fois,
consiste dans la construction d'une classe K remplissant les hy-
pothéses du lem. 34* et ayant en outre la plus haute puissance

possible, c.-a-d. 2% (o T=1,); il résulte alors du lem. 34" que
la famille @/(¥) est aussi de la plus haute puissance possible,
c.-b-d. 92M,

Il est manifeste que ceite méthode n'est pas toujours appliquable:
elle est en défant dans tooms les cas olt chaque classe K assujettis anx
conditions du lemme, et que nous savons construire, est de la puissance
<2 9%, Bien qu'il soit encore possible dans ce cas d'obtenir & I'side du
lem. 34* une délimitation intérieure de la puissance de G/(H'), il est
plus facile d’ordinaire parvenir & ce résultat par une autre voie, Ainsi,
dans le cas général, la classe vide peut &tre la seule classe K qui
vérifie la formule: U(K) CZ[K- F(X)(C X]; le lem. 34* ne donne

X .

alors qu'une délimitation banale: @Z(F)Z>1. Dans Thypothése que

y Co U 3, cotte formule est remplie, comme on voit facilement, par toute
classe d’ensembles disjoints, Par conséquent, il y a parmi les classes

_considérées des classes de puissance X,, p. ex. K = J (1) ={E} [rel)
]

d'oti en raison du lem. 34* @ (F)z=>2"; or, la méme délimitation
sera obtenue dans le th, 49 da § 5 par une voie plas simple.

Fundamenta Mathematicas, T. XVL. ' 16
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La méthode qui vient d'étre iiécrite sera employée tout de suite
pour déterminer la puissance de la famille €/(C).

Lemme 86. 8i T==,, il existe une classe d'ensembles I véri-
fiant les formules: U(K)C E[K-C(X)C X] et K = 9™
X

Démonstration, Considérons un élément arbitraire ¢ de 7
et posons :

(1) K=TU(1—{a)

Il résulte de (1) que pour tout ensemble ¥ 1la formule: Ye K
entraine: ae1—Y, done I— Y& K, Comme d’aprés la déf. 15
C(X)=E[Ye¢X]) on en conclut que pour toute classe X contenue

1~y
dans K ona K.C(X)=0 et a fortiori K- C(X)C X. Par
conséquent

@ U(K) Cfé (K- O0(X)C X].

On a ensuite 7 —{a} =8, —1= Ry la formule (1) donne done
en vertu du lem. 102:
3) K = 2%, _

En raison de (2) et (3), K est la classe cherchée,

Théoréme fondamental I, i T — Noy on a OF(C) = 9%,

Démonstration. Soit K une classe arbitraire remplissant la
thése du lemme précédent, Conformément aux déf 9= ot 13 -on a:

X I+ 0/(X) = K-(X4 O(X))C X+ K-OX)C X pour
XCK; par conséquent, on peut transformer les formules du lem. 35
de la fagon suivante: o

) UE)CEIE (T4 0)(X)CX] ot B2

L’opérat.ion I + © étant évidemment adjonetive xcr + 0)
et de plus itérative (comme le prouve le lom. 187), on peut appliquer

le lem. 34 ep y posant: F= T -{ C; en vertu de (1) on en obtient:

@ (I} €)= g2
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Comme, en raison du th, 28, @(I{ €)= @/(C), la formule
(2) donne:

@/(C)=92% ¢ q.f d.

Ce sont exclusivement les ensembles infinis qui nous intéressent iei,
bien que plusiears modes de raisonnement, de méme que certains ré-
sultats, se prétent aprés des modifications convenables 3 des extensions
aux-ensembles finis. Il est 2 remarquer en particulier que dans le th. 32
et le lem. 34 le nombre N, peut &tre remplacé par un nombre cardinal 4 tout
4 fait arbilraire. Quant au th. fond. I, on peut Vétendre aux nombres
finis sous la forme suivante :

Si T=4>0, ona 2 <TO)<"

§ 4. Opération 7. Classes d’ensembles héréditaires.

A partir de ce § nos recherches ne concernent que des opé-
rations spéeiales.

L’opération qui sera mise au premier plan et que je vais désigner
par 7' consiste & ajouter 4 une classe d’ensembles I donnée tous
les sous-ensembles des éléments de cette classe. Les classes d’en-
sembles closes par rapport & cette opération peuvent tre appelées
dans le language ordipaire classes héréditaires.

Définition 17. T(K)= 2‘ UX)
XeK

Notons les propriétés suivantes de l'opération 7':

Théoréme 36. =) Te, donc TeX, e TeWM;
WTr=T e ICT;

) T(0) =0

) T'({4))= U(A), en particulier T ({0})={0};
s K=0, ona 0eT(K);

Ve 1leK, ona TK)=U(I);

) Blwe 3(K)] C T(K)

n s S(K)eK, oma T(K)=USI(K)
1b6*
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Démonstration est évidente.

En dehors de Popération 7, c'est Popération 1'%, double de
qui va nous occuper ici; comme nous allons le voir, elle consiste

& ajouter & une classe JX donnée tous les sur-ensembles des élé-
ments de cette classe.

Théoréme 37. T*(K) =2’ V(X).
’ XeK

Démonstration résulte des déf. 15 et 17.

Certaines propriétés de l'opération I'* e laissent déduire aisément
4 laide du lem. 19 des propriétés correspondantes de l'opération A’
qui viennent d'étre formulées dans le th, 36*>c. Je vais donner ici
quelques autres propriétés de I'*. '

Théoréme 38. 2) §i K =0, on a 1¢T*(K),

Y si 0eK, on a T*K)=V(0)=U(l),;

) quelles que soient les classes I e L, les trois formules:
IK) L=0, TK) - T*(L)=0 ¢ K-T*(L)=0 sont
équivalentes ;

N IT*0) = 0 = T*T(0); TT*K)=U(1) = T*T(K)
pour K0,

o TT% = T*T = CTT*

Y pour que FC TTH, il Saut et il suffit que F(0)=0.

Démonstration. Les conditions %) et ") s'obtiennent aussitdt
du th, 37.

°) Supposons que Z'(K ). T*(L) == 0; soit p. ex. Z¢ T(K)- T*(L).
Draprés la déf. 17 et le th. 37, il existe donc des ensembles X et
Y tels'que XeK, YeL et YC Z(C X, dod YC Z. En appliquant
une fois encore la déf. 17 et le th, 37, on en obtient: Xe K- T*(L)
et YeT(K): L; par conséquent K- T*(L)==0 et T(K)-L=0.

On conclut de ce raigonnement par contraposition que chacune des
formules: T(K)- L=0 et K- T*(L)=0 entraine: T(K) - T*(L)=0.
En tenant compte des inclusions: K (C T(K) ot LCT*(L) (que
Yon déduit du th. 36® & I'aide des lem. 19! et 17%), on se convaint

sans peine que les implications inverses se présentent aussi. Les
trois formules sont done équivalentes, . q f d
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9 En vertu du th, 36° et du lem. 19 on obtient: T0)= 0=
= 1*(0), done TT*(0)=0=="T*T(0). Si par contre K =0,
on a IeXT*(K) et 0e¢X'(K) (th. 38* et 36°), d'o en raison des
th. 36! ét 38> TT*(K)= U(I1)=T* T(K). Les formules ¢ sont
ainsi établies.

°) et f) résultent de ¢) et du lem. 18

Deux opérations arbitraires F' et .G' qui remplissent la condition sui-
vante: les formules F(X). ¥=0 et X. G (¥)==0 sont équivalentes
pour toutes deuw classes X et ¥, peuvent &tre appelées conjugudes;
conformément au th. 38% X' et I'* sont donc des opérations conjuguées, -
Yavais démontré. & ce propos le théordme général suivant 1):

Ladditivitd totale d'une opération F donnde est une condition & la
Sfois necéssaire et suffisante pour que F' admette une opération conjuguée.

Jai omis, bien entendu, dans les th. 86 et 38 plusienrs propriétés
élémentaires des opérations 7' et T'* dont je ne ferai pas usage dans
la suite, comme p. e:i.__g'nCUE, T*éVII; Sr= 3, 1T =— I
IE) <TK)<2X®); T*J=V; B{O,Ty)={T, C, T, T*
CT, OT*, TT* et B ({C, T))=EP({C, T}). De plus, certaines for-
mules que 'on trouve dans les théorémes précédents penvent étre mises
dans une autre forme, moins intuitive, mais plus concise, p. ex.: T=3T
(déf. 17), TJ = T (th. 36%), TIC T (th. 36%) et T* =3IV (th. 37);
of. ici les remarques de la p. 209. .

Il est remarquable que les deux opérations 7' et T satisfont & tous
les postulats que M. Kuratowski a admis dans sa Thése pour 'opé-
ration de jfermeture?); comme une aulre opération de cette nature on

peut citer T - J 3.

Ce sont des classes closes par rapport aux opérations T' et T*
qui seront étudiées dans la suite de ce §.

Théoréme 39. &(T*= E [XeC/(T).

Ui1—X _

Démonstration. Leth. 38, si Von y pose: L=U(1)—T(K),
donne: T(K)- T*(U(l)— T(K))=0; la fonction T* admettant
comme valeurs des classes d’ensembles, on a en outre évidemment
T*(U(1)— T(K))C U(1). Par conséquent,

(1) T*(U(1)— T(K))C U1)— T(K).

1) Cf. ma communication; Sur quelques propridtés caractéristiques des images
densembles dans les Comptes-rendus des séances de la Soc. Pol. de Math. Section
de Varsovie, Ann, de la Soc. Pol. de Math, VI, p. 127128,

3) Sur Vopdration A d'dnalysis Situs, Fund. Math, III, p. 182—199.
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En vertu du th. 36° et du lem. 19! on obtient;
@) ¢,
‘d'ot suivant lo lem. 17! (pour F'== T'*)
(1) — T(K)C T*(U (1) — T(K);
en rapprochant cette inclusion de (1), on conclut aussitét que
@ T*(U@)—T(K))=U(1)— T(K) pour toute classe K.
D’une fagon tout & fait analogue on établit la formule:
@ TUQ)—T1%L) = U1)— 1T*(L) pour toute classe L.

Or, soit X une classe arbitraire de @/(7) ot ¥ = U(1)—X.
En raison des th. 23° (pour F'— T) et 36° on a T(X)=X; en
posant dans la formule (3): K= X, on en obtient: I™"Y)=Y,
donc, d’aprés la déf. 16, ¥e@/(T*). A Yaide des formules (2) et (4)
on prouve de méme qu'a toute classe ¥ de @/ (T*) vient corres-
pondre une classe X (A savoir X = U(l)— X) telle que ¥ =
=U(l)— X et Xe@(T)

Nous avons ainsi établi I'équivalence des deux conditions sui-
vantes: (a) Ye@(T*) et (b) il existe une classe X vérifiant les
formules: Y= U(1) — X ot Xe @/(T'). 11 en résulte immediatement
lidentité cherchée:

ATY)= E XeenT)

% étant une famille de classes, posons, par analogie compléte avee
la déf. 15: @(gr) =U())E X[Xee?f]; le th. 39 prend alors la forme

gniva_nte: C(T*) = C(@&(T)). 1l est instroctif de rapprocher cette
identité de celle qui s'obtient comme cas particalier du th. 26: @/ (T*)=

= 6(@/(1’)); malgré la ressemblance extérieure de ces deux formules,

l'une exprime une propriété spéeifiqgue de l'operation 7', pendant que

Pautre résulte des propriétés les plus générales de la notion d’opération
double, ‘

Pour examiner la puissance des familles & (T') et @/(T*), il
fauf rappeler an préalable le lemme suivant, di & M. Knaster 1),
mais formulé ici dans les termes un peu différents

1 Cf. C. Kuratowski, Sur la puissance des anombres de dimension? au sens
de M. Fréchet, Fund, Math, VI, p. 206, note 1),
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Lemme 40, Si 7 = R, il existe une classe d'ensembles K vérifiant
les formules: U(K)C E[K-T(X)CX], UXK)CE[K-T*X)C X]
X X
of K = 2%,

Démonstration de ce lemme étant connae!), je me borne .
4 en ésquisser la marche générale.

La formule: &, =2.x, implique l'existence d’un ensemble 4 tel

que A=—71—A=gy,. On en conclat quil existe une fonection f
qui transforme de fagon biunivoque l'ensemble 4 en son complé-
mentaire 1—A: f(4d)=1—A. Posons F(X)= X4 f(4—X)
pour XC A ot K =FU(4). 11 est aisé & démontrer que les for-
mules Ye K, Z¢ K et Z(C Y entrainent constamment: ¥=2, done
que K.U(Y)={Y} et K-V (Z)={Z} pour tous ensembles ¥
et Z de la classe K. On en obtient & I'aide de la déf. 17 et du

th 81: K-1(X)=K- JU)= Y E.U(¥)= Y (¥)=x
YeX YeX YeX

et d'une manitre semblable: K- T* (X) =X pour toute sous-classe

X de K. Par conséquent, la classe K vérifie les formules: U(K)(C
CE (K- T(X)C X] ot UUK)C B[K-T*X)CX]
X

D'autre part, on voit facilement que la fonction F' est biunivoque,
done que la classe U (4) est de puissance égale i celle de son
image # U(4)=K; en vertu du lem. 10* on en conclut que

K — 27— 9%, Ainsi K est la classe cherchée.
Comme conséquence facile du lemme précédent on obtient le

Théoréme fondamental II. St 1==x,, on a
) AT = O[T = 92",

Démonstration. En raison du lem. 19%, Popération 7' étant
itérative et adjonctive (th. 36"), l'opération double 7™ I'est égale-
ment. On peut done appliquer & deux reprises le lem. 34", en y posant:
F=T et puis F = T*; en tenant compte du lem. 40, on parvient
aussitot & la formule cherchée: OF(T) = @/(T*) = 2%,

Ce théortme a été acquis par lauteur de cet ouvrage en colla-
boration avee M. Lindenbaum.

1) Cf. la note précédente,
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En analysant la démonstration du théoréme préeédent, on obtient un -

théoréme un peu plus général, qui est appliquable au cas d’ensembles finis.
a

Si I=a, on a 22E(2)< C(T) = C/(T¥)< 92 (le symbole

E (%) désignant le plus grand des nombres y qui vérifient la formule:

2. r<a).

Il est & noter que la formule: @(X')= @/(['*) établie dans le th.
fond. II s'obtient facilement du th. 89; d'aillenrs elle ne présente qu'un
cas parliculier du th, 33.

Quant aux classes closes par rapport aux deux cpérations 77 et
T* 3 la fois, on a le suivant

Théoréme 41, *) &(C+ T)= &(C+ T%) = e/ (T T%) =
={0, U(D)}; o

®) s H(0)=0, on a &CF+T+ H)=e(C+ 1%+ H)=
=e/T+ T*{ H) = {0, U1)).

Démonstration. ®) En vertu du th. 36" on peut faire appel
au th. 28 (pour F = 7'); en tenant compte du th. 38°, on en con-
clut que @/(C-- T)= &(C | T*)=e@/(CTT*) = @ (TT¥. De
méme, en posant dans le th. 24 F=T et G=— a'*, on obtient
en raison du th 36*° et du lem. 19! @/(TF T*) = e (I'T*). Or,
si l'on rapproche du th. 38? la déf. 16, on se convaint sans peine
quil 0’y a que deux classes d'ensembles closes par rapport & I'opé-
ration T'T% & savoir 0 et U(1): @ATT*) ={0, U(1)}. On par-
vient ainsi & la formule *) cherchée:

(CF+T)=er(0F %)= e/(T 4 T = (0, (1)},

®) Conformément & la déf. 16, la formule :F(0)=0 donne:0e @/ (H);
comme en outre, d'aprés le th. 20, U (1)e @(H), on obtient: {0, U C
C@/(I.,I ) D:autre part, le th. 21 (pour F= CtTet G=H ) entraine:
A0+ T+ H)= @/(C+ T). e/(H), dod en vertu de la for-
n.mle 2): @f(C-t— T4 m) ={0, U(1)}- @/(H). On en conclut aus-
sitdt que @(CF- T+ H) = {0, U(1)}; les anutres parties de Ia for-
mule *) g'obtiennent d’une fagon analogue.

Comme la formule H(0)=0 est remplie par toutes les opérations
dont nous avons affaire ici, le théordme qui vient d’étre établi nous
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permet de négliger dans les recherches ultérieures les opérations
de la forme C+ T4 H, c+1*}+ H ot T+ 1T+ { H.

Théoréme fondamental 11I. €/ (C-FT) = es/(C+ T%) =
= /(T F T%) =2.

C'est une conséquence immédiate du th, 41

Nous laissons an lectenr d’examiner les propriétés de Popération T
(c-3-d. de la deuxiéme opération double de T cf. la fin du § 2) eten
parliculier d'élablir les théorémes suivants:

A SiT=g,, ox a GP(T7) =92 ¢ /(T Tx)= 2%
B. @/(C+ Ty = {0, U1)} et @/(CF T5)=2.

§ 6. Opération S. Classes d’ensembles additives.

Je passe & lopération § qui consiste & former tous les ensembles-
-sommes de sous-classes quelconques d'une classe d’ensembles K
donnée; les classes closes par rapport & cette opération seront appelées
parfois classes additives.

Définition 18. S(K)=3 (U(K)— {0}).

L’opération 8’ (K) == 3 (U(XK)), qui parait plus naturelle, est moins
commode & cause de la propriété: O e 8’ (K), qui se présente pour tout
K, done meéme pour K =0. En conséquence les th. 42°% et 43%° se-
raient en défant.

Certaines propriétés élémentaires de l'opération § sont données
dans le sunivant

Théoréme 42, ) SeM;

by §2=§ e I1C 8;

9 8(0)=0;

4y S §(K)=3I(K) e¢ II8K)=I(K);

) si K0, on a Z(K)eS(K);

Y K0 et {E;[xsE(K)]CK, oma S(K)=UZ(K);

x

5 §(K)<2E.
Démonstration est tout & fait élémentaire, En particulier,
la formule: §2— 8 de ®) se déduit facilement de la loi associative
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générale d’addition des ensembles & l'aide de 'axiome du choix. Si
lon veut cependant éviter ici usage de cet axiome, il suffit de
remarquer qu'il est possible de définir d’'vne facom effective une
fonetion F' faisant correspondre & tout ensemble X de S(K) une
classe d'ensembles F'(X) telle que F(X)C K, F(X)3= 0 ot X =

=23 F(X); on pose notamment: F(X) =2-‘ Y. Cette fonction étant
YCK et 3(¥)=X
en outre biunivoque, son existence entraine selon le lem. 10° la
formule ¢), ,
Jo vais établir & présent quelques relations qui existent entre

Topération § et les opérations 7' et 7™ examindes dans le § pré-
cédent. ’

Théoréme 43. *) T8(0)=0= 8T(0); si K=40, ona
TSE)=UZ3(K)=ST(K);

) TS§=ST;

°) pour que F( TS, i faut et il suffit que If’ca UZS et que
F(0)=0; :

9 SC 1%

°) S(If' -+ III’)CT*(K)—I—S(L) pour toutes deux classes IS et
L (S[F+ GICT*F+ SG pour toutes deux opérations I et G).

Démonstration.®) Les th, 36° et 42 donnent aussitss: TS(O)#
=0= S8T(0). Si par contre K g=0, on a en vertu des th. 42¢ ot
36e: 3(K)e S(K) et E[x ¢ 2(K)| C T(K), doir d'aprés les th, 361

xp

{x
et 42" TS8(K)= U3(K)=S81T(K). Les formules *) sont donc
établies.

") et ) s'obtiennent tout de suite de *). Les formules %) et ©) ré-
sultent facilement de la déf. 18 et du th. 37.

. Comme il a ét& dit (p. 209), T'opération I constitue dans un cer-
tain sens la borne inférieure de la plupart des operations qui nous
occupent dans cet ouvrage; or, opération 'S envisagée dans le
théoréme préeédent en constitue dans le méme sens la horne supé-
rieure. Les opérations ¥ qui vérifient Pinclusion: F(C 7'8 (0w, si

Ton veut, Pinelusion un peu plus générale: 7' (- U Z) peuvent étre
appelées intrinsdques. '
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Il mérite d'stre noté qu'il y a des opérations intrinséques F, comme
p- ex. F= X, dont les opérations doubles F* ne le sont pas. On con-
nait cependant un nombre des opérations qui sont intrinséques avec leurs
doubles et que l'on pourrait appeler pour cette raison infrinséques au
sens sirict; telles sont p. ex. l'opération § et les opérations qui seront
définies dans le § 6. On voit facilement que les opérations F de
cette sorle sont caracterisées par les formules: FCBjTS et F(cz T*8*

(o, ce qui revient au méme, par les formules: FC US et FCVII).
1l est enfin & remarquer que la propriété d'atre une opération intrinsdque
subsiste, si I'on passe de F & l'opération F'X mentionnée & la fin
du § 2.

Le théordme suivant, qui ne présente d'aillenrs qu'une consé-
quedce immédiate des déf. 15 et 18 et des lois bien connues de
De Morgan, caractérise I'opération S* double de S:

Théoréme 44. §*(K)=II(U (K)— {0}).

On voit ainsi que I'opération §* consiste & former tous les pro-
duits possibles des ensembles d'une classe K donnée. Vu Pimportance
de cette opération, on pourrait la désigner par un signe spécial,
p. ex. P; les classes d’ensembles closes par rapport & S* peuvent
8tre appelées classes multiplicatives.

Nous ferons appel dans la suite aux diverses propriétés de l'o-
pération 8* qu'on déduit des th, 42=—¢ et 43>*° par P'application du
lem. 19. Considérons en outre les propriétés suivantes 'qui résultent
immédiatement du th. 44 (et de la déf 17):

Théoréme 45. ) 2 8*(K)=3(K) et II8*K)=II(K);

®) 8i K50, on a II(K)e 8*(K); en particulier, si II(K)=0,
on a 0eS*(K)Y); ;

) §¥( K-+ L)C T(K)-+ S*(L) pour toutes deux classes K et L
(8* [P+ @) C TF+ 8* G pour toutes deux opérations F et G).

Dans Pétude approfondie des opérations S et S* (et surtout
dans l'étude des classes d’ensembles qui sont 3 la fois additives et
multiplicatives) une opération auxiliaire M rend des services con-
sidérables. Cette opération consiste & former des ensembles d’une

1) J'admeta ici, comme d’habitude, II(0) = 1; la formule JI(K)= 0 implique -
donc que K = 0.
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classe K donnée certains autres ensembles dits molécules on atomes
de cette classe, Fn généralisant notamment une notion introduite
par M. Fréchet?), nous appelons atome de la classe IC relatif
& DPélément a de Z(K), en symboles Ay (a), la partie commune (le
produit) de tous les ensembles de la classe /X qui contiennent I'élé-
ment «; la classe M (K) est formée par tous ces atomes Az (a)
(0% ae Z(K)) et de plis par I'ensemble 0 dans le cas ol cet en-
semble coineide avec IT(K)

Définition 19. 2) A,c(a) = ” X;
aeXe K
") M(K)= 4y (Z(K))+ {0} - {TI (K)}.

a

Quelques propriétés de l'opération M, qui sont d'importance pour
nos recherches, sont formulées dans le suivant

Théordme 46, =) M §*;
Y M S =M= MS*;

) §M = §8%;

) M(K)< 3K + 1.

Démonstration. ®) Soit K une classe arbitraire d’ensembles.
Draprés la déf. 19% & tout @ ¢ 3(K) correspond une classe ¥ telle
que YC K, Y340 et Ay (z)=II(Y), & savoir: Y =V({z})-K.
1l en résulte que A (3(K)) = E( )[w e J(K)C I (UK)—{0),

K'Y
d'od, en raison du th. 44, 4, (3(K))C 8%(K). Comme, en outre,
suivant le th. 45°, {0}-{II(K)}C 8*(K), on en obtient conformé-
ment & la déf. 19°: M (K) C §* (K) pour toute classe K. Par con-
séquent MCS* e. q. f d
") K étant une classe quelconque, on obtient du th, 42" & I'side

des lem. 17* et 19! les inclusions: K S(K) et KC 8%(K), d'oa
pour tout w:

(1) Hxc]lx « HHxcJl=

2eXeS{K) xeXelk 2eXeS*(K) weXeK

1) Cf. Des familles et fonctions additives d’ensembles abstraits, Fund, Math, v,
P 210—213 et 217—218.
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Considérons un ensemble arbitraire ¥ tel que zeY eS (XK).
Conformément & la déf. 18, ¥ se laisse représenter sous la forme
Y=23(L) ot LCK. Ona donc ze3(L)==Y, ce qui implique
l'existence d’'un ensemble Z vérifiant les formules: z¢Ze L ot Z(Y.

Par conséquent ”XC”XCZCY, d'otr ”XCY. Or, cette
xeXeK weXel zeXeK

derniére inclusion étant remplie par tout ensemble ¥ assujetti & la

condition ze Ye S(K), on en conclut que

@) ]I}fc]IX.’

weXeld weXeS(K)

D'une fagon analogue, soit x¢Y e S*(K ). D’aprés le th. 44, il
existe une classe L telle que Y=II(L) et LC K. On a done
zeZeJ pour tout ensemnble Z de I, d'oh IIXCZ. On en ob-

zeXe K :
tient ensuite: ’I XC ﬂ Z=1II(L)=7Y. Ce raisonnement sap-
zeXeK ZeL

pliquant & tout ensemble ¥ tel que zeYeS*(K), on parvient i la
formule:

® Ilrxc

xeXell .’z‘eILeS*(.K)

(8) donnent auassitot: IIX——]I—X -—-IIX

2eXeS K) xeXeK xzeXeSHK)
d’od, en raison de la déf. 199

@4 Agx) (@) = Ay () = Ag)x) pour tout élément =
A Taide de (4) on déduit de la déf. 19° que

(6) MS(K)=Tg(SSK))+ {0} (TSE), ME)=
=Ag (SK)) + {0} -{ITIK)) et MS*K)= Ag(S8*(K)+
+ {0} - {II §*(K)}. |
. Comme on & en vertu des th, 42¢ et 45°: Z§(K)=3 (K )=38%K)
et IIS8(K)=II(IK)=II8*(K), les formules (15) entrainent:
M S(K)= M(J)= M 8*(K) pour toute classe I; par con-
séquent,

Les inclusions (1)—

MS=M=DMS* cqfd


Yakuza


238 A. Tarski:

°) Envisageons un ensemble arbitraire X tel que
(6) Xe K— {0},

En vertu de (6) XC J(K), done E;HX)CZIE(E(K)), d'out
suivant la déf. 19°

™ - Ag (X)C M(K);
comme de plus, X 4= 0, on a:
®) AR (X)Fo.

En tenant compte de (6), on conclut facilement de la déf. 190
que Ay (#)C X pour tout ze¢X, done que
©® FAg(X)C X

D’autre part la déf. 19 implique 4galement que zed g (2), quel
que soit #, d’ol pour tout 2 de X on a we I(Ag(X)); il en ré-

sulte que X(C (A (X)). En rapprochant cefte inclusion de (9),
on en obtient:

(10) X =3(4dg (X))

Les formules (7), (8) et (10) montrent que l'ensemble X est de
la forme X = 3(L) on LCM(K) et L==0; autrement dit,
XeS(UM (H)~—{0}), done conformément & la déf. 18:

11 XeSM(K).

I1 est uinsi prouvé que la formule (6) entraine constamment (11);
cette implication peut 4tre évidemment exprimée par la formule:

(12) K —{0yC SM(K)

Passons au cas ot Xe K. {0}. On a alors évidemment X =
=0=1II(K), done X ¢{0}-{IT (K}, dolt en raison de la déf. 19°:
Xe M(K); comme de plus, en vertu du th, 42" et du lem, 17
M(K) C SM(K), on en obtient: X ¢ § M (K). Par consdquent

(13) K-{0)C S M(K).

Les inclusions (12) et (13) donnent aussitot: K CSM(K) pour
toute classe K; conformément aux déf. 13 et 8 on a done

(14) ¢ s
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En posant dans le lem. 17°: F== S M ot (3 = 88* an obtient
de (14): S8*C SM S S*. Or, la formule *) da théordme considéré,
qui a été établie plus haut, implique que SMSS* = S[MS)S* ==
== S[MS*] == SM. On en conclut que
(15) 88* (- SM.

D'autre part, en vertu de la formule ®), qui a 6t de méme déja
établie, on a M 8*; comme en outre § ¢ (th. 422), on en ob-
tient 4 Vaide de la déf. 12=: .

(16) ~ S ss,

Les formules (15) et (16) entrainent immédiatement Iidentité
cherchée :
SM == § 8%,

) Posons dans le lem. 11* (qui résulte notoirement de I'axiome
du choix): f== Ay et 4=3(K); on en obtient: Ag(ZE) <
< J(K), dov daprés la déf. 190 M(K) < 4Ag(S(K)) +

+ O AE<TE)+1, oq.fd .

Les propriétés de lopération M qui viennent d'étre établies
trouveront une application intéressante dans la démonstration du
suivant

* Théoréme 47. S8* = §*8.

Démonstration. Le th. 46" donne: SMS === SM; & l'side
du th. 46° on en conclut que

1) S8#*§ == §§*.

En posant dans le lem. 17%: I'=== § et G = §*§ et en tenant
compte du th.42", nous obtenons ensuite: §* §C §.8*%8, d'otr selon (1)

(2 S*SC SS*

Par l'application du lem. 19™¢ on déduit successivement de (2):
[8%S]* C [S8¥F, §** 8% 8% §** ef enfin
(3) 88% 88

Les inclusions (2) et (3) donnent aussitdt:

S*8==88*% e q f d
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Le théoréme précédent se laisse d'ailleurs démontrer par une autre
_ voie, plus naturelle peut-étre, mais pas plus simple: an lieu de I'opération
M, on applique notamment les lois distributives d'addition et de multi-
plication des ensembles dans leur forme la plus générale. Toutefois on

se hearte & certaines difficultés, si 'on tache d'éviter dans cette nouvelle

démonstration P'usage de I'axiome du choix.
Je vais mentionner ici quelques propriélés des opérations S, S* et
M qui ont été omises dans les th. 42—47. On peut démontrer que lo

formule: F3 == 3 F 8 (c-3-d. FI(H)= EF (X) pour toute fa-
XeS(9)

mille de classes Jf) est une condition & la fois nécessaire et suffisante
pour que lon ait: FeR et F(0)=0; on a donec en particulier:
832388 Leth 29 du § 8 se laisse formuler de la fagon sui-
vante: si e, on a S*(&(F) C @/(X). On a ensuite: §J=2= =t
== 8*J; T* 8*0)=0=_8*T*(0), T* 8*(K)=VII[(K )= 8* T* K)
pour K30, B{C T, 8)) ={I, C, T, T* 8 S* OT, CT*,
CS, CS8* TIT* TS, T*8* S8* OIS, CT*S8* CS8S§*. Lo-
pération M vérifie en outre les formules: M® == M; J(1). K(C M (K);
M(0)=0; M =3, MT(0)=0, MT(K)=J 3 (K)-+ {0} pour
K=0; MTeX, |MT)* == MT; S*M =M. I est & noter que.
M(K) n'est pas dans le cas général une classe d’ensembles disjoints.

Passons aux problémes qui concernent les classes d’ensembles
additives et multiplicatives. :

Théoréme fondamental IV. Si T==,, on a @(8) — C/(87%) —
= g,

Démonstration. Le th. 21° donne en vertu du th. 439
&(T*) C e/(8), dott dupres lo th, fond. I &Z(S) => GF(T™) = g2,
L'inégalité inverse, c.-a-d. @/(5)<C92%, résulte immédiatement du

>

th, 32. Comme on a de plus, en raison du th. 33, @ (8) = /(5%
on obtient finalement: @/(S) = @/(8¥) = g2¥%a o, q. f d

Ce théoréme m’a été communiqué par M. Lindenbaum.

Théoréme 48. ) e/(T} 8) = e¢(T8) = {0} + T U(2);
*) CT*+8%) = @/T* 8% = () + TV (0) = {} L F U(1).

Démonstration. *) En tenant com
. te d hd °
on obtient da th. 24¢; pie don the 357 ot 421

W (T + 8) = ex(TS8)
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Envisageons une classe arbitraire ¥ de & (T'S), différente de 0.
Conformément & la déf. 16 TS(¥)C ¥, d'ot en raison du th. 43*
U3 (X)C X, en outre, on a évidemment ¥(_U Z(X) (pour toute
classe ¥). Par conséquent ¥=UI(X); la classe ¥ est donc de
la forme ¥ =U(X), ol X=23(X) appartient & la classe U(1)
(comme ensemble d'individus). ‘

11 résulte de ce raisonnement que @/(TS){0} -+ E [XU(1)).

Ux)

Or, d’aprés la déf. 6 (pour f==U et 4=7T(1)), cette inclusion
peut étre mise sous la forme:

@) | e/(T8)C {0y + T U().

D'autre part, soit ¥ e{0} -+ U U(2). 8i Ye{0}, on a TS (¥)=YX,
dot YeCA(TS) (th. 43% déf. 16). Si, par contre, ¥eU U(2), il
existe un ensemble X tel que ¥ =U(X) (et XeU(1)). On en conclut
aussitot que I (¥)=IU(X)=2X, dot ¥=UZI(X) et, suivant
le th. 43%, ¥ = T'S(X); en appliquant une fois encore la déf. 16,
on en obtient done de nouveau la formule: ¥ ¢ @/(T'S).

Tl est afnsi prouvé que

@) (0} +TU@)C e/(TS).
Les formules (1)—(3) entrainent tout de suite:
e/ 8)=e/(T8) = {0} +TU(1), e.q £

¥) A Daide du th.26 on obtient facilement de *): & T+ 8M=
— e/(TS) = O{0}+ TU(2), doh en vertn du lem. 19°*
e/ T* - 8% = es(T* §%) = O{0y)+ CU U(). Or, le lem. 18
donne: O({0}) = {0), et & l'aide des déf. 5, 6 et 14 on se convaint

gans peine que cUU() =0 g('X)[X e U(1)] =17'(1—E- X)[X eUD)]=

— E [YeU(1)[=7V U(1).On parvient ainsi & la formule cherchée:
v(Y)

o (I*3-8% = e (T* 8% = {0} + T U) = {0)+ ¥ Y (0)

Théoréme fondamental V. Si I1=1,, on ¢ H(T+8)=

= T | 5% = 2%
. Démonstration. U est évidemment une fonction biunivoque:
si UX)=U(Y), on a ZUX)= JU(Y), dot X=Y. FPar
Fondamenta Mathematiose, T. XVL 16
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conséquent, la classe U(1) est de la méme puissance que son image

donnée par U: U(Z)= U U(1). En raison du th. 48" on a done

&+ 8)=UT1)+ {—D_}, d'ot en vertu du lem. 10? @f(_T1 37:
=2% L1 —2%, Comme en outre, d’aprés le th. 33 et le lem. 199,

e/(T* f 8% = e/(|T + S8F*) = @ (I + 8), on obtient finalement
la formule cherchée: €/(T | 8) = e/(T* + %) = 2%,

A T'aide du théordme précédent. il est aigd de déterminer la

borne inférieure des puissances des familles @/(¥F') qui correspondent

aux opérations F intrinséques et & leurs opérations doubles (tandis
que la borne supérieure de ces puissances reste la méme que dans
le cas général): :

Théoréme 49. Si 1= No, chacune des formules: .FC?‘T#— S,
FCTS FC T* 1 8* et FC T* 8* entruine: e O (H) < 92,

Démonstration. Dlaprés  th. 21* la formule: F(" T4 8
donne: & (T--8)Ce/(F), d'oly, en raison du th. fond.V, 2%< @/ (F).
En rapprochant cette inégalité du th. 32, on en obtient aussitst la
formule cherchée: 2% < @/(F) < 92" En tenant compte du th. 48,

on raisonne dans les autres hypothéses d'une fagon complétement
analogue.

Il est & noter que les inclusions:lf"é TS et FC T*8* peuvent
&tre remplacées dans le théoréme précédent par les formuales un peu

plus générales, & savoir: FC US et FCVI

Théoréme fondamental VI. Si 7=y, ona @S| %) = g¥a,

BDémonstration. D'aprés le th. 42°° et le lem. 19!, on a SeM,
IC 8 et IT(C8*; en vertu du th, 24? il en résulte que

o) (8 J 8% = er(85¥).

Suivant le lem. 17¢ les inclusions: I CSet I C 8* donnent

ensuite: T(~ S 8*. On a de plus §2 = 8, [8%]* == 8% ot §8* = S*§
(th. 42", lem. 19! et th. 47), d'oli en raison du lem. 14° [§1§%)2 === §§*
Liopération §§* étant done itérative et adjonctive, on peut appliquel:
le th.23% en y posant: F = §§* Nous obtenon; ainsi la formule:
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@/(88*) = S8*UU (1), qui, rapprochée de (1), donne: er(8+ 8§*) =
= 88* UU(1); comme en vertu du th. 46° SS* == SM, il vient:

(@) e/(8 -+ 8*) = SM UU (1),

Or, conformément. & la propriété connue des images, on a fg(4) =
S §(A) pour toutes deux fonetions f et g et pour tout ensemble A.
On a done en particulier SM UU(2)= §M U U(1). En posant
dans le lem. 11%: f===§ et A= MUU(1), on en obtient:
SMUU@1)<MUU1), dot selon (2)

(3) ‘ @S+ 8 MUU(1)

Envisageons une classe arbitraire X de U U(1). En raison du
th. 46% on a M (X)<C3(X)+ 1; comme par hypothése 1= &, et
en outre I (X)( 1, on en conclut que M(X)<<R, +1=1, <
<8441- De plus, d’aprés la déf. 19, M (X)) est une classe d’en-
sembles, done M (X) C U(1); en tenant compte de la déf. 6° (pour
A="U(1)), on en obtient: M (X)e U,, U(1).

Ce raisonnement prouve que M U U (1) C U,y, U(J), doh

4 MUUQ) < U, UQ2).

A Taide des lem. 10*° et 6° on obtient facilement: U, U(1) <<
S(UQ@))ratt = (2ot — (2¥ef— ¥ —2%; en le rapprochant de
(8) et (4), on en déduit I'inégalité:

() e/(S T 8% < 2%,

D'autre part, le th, 48¢ entraine: § 4 §* ¢~ 8%+ 7*; par appli-
cation ‘du th. 49 on en conclut que
(6) /(S + 8% = 2%,

Les inégalités (b) et (6) donnent aussitot:

/(ST 8 =2 e q f d

Le théoréme connu, suivant lequel la classe F' de tous les ensembles
fermés de nombres réels est de la puissance 2%, se laisse déduire faci-
lement du théoréme précédent. Soit, en effet, 7 I'ensemble de tous les

' 16%
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nombres rationnels et B celui de tous les nombres réels (y inclus -} oo
et —oo); posons ensuite G(x)=1:E[y< x| pour tout xeR. La
]

fonction G'(x) transforme noloirement d’nneﬁagon biunivoque R en une sous-

~classe de U(1).1i s'en suit que la fonetion G{X) transforme dela méme fagon

la classe U(R) dans une sous-famille de TU(1); F étant une sous-classe

de U(R), on en conclut en particalier que F=ZE[XeF]. Or,il est aisé de

G(x)

prouver que la formule: Xe I entraine: Sg(X )CEX) et S*GF(X)CGX ),

dott G(X)e@(S)-@(8%) = /(84 8*); on a done £ [XeF|C
’ —_ T

C /(S + 8%, don F<< @8 8% Comme dans le cas considéré

I=21,, on en obtient d'aprés le th. fond. VI: F< 2% D’autre part

en a évidemment F > 2% (puieque p. ex. JIR)C F el J(R)==2M);

on parvient donc & la formule cherchée: F=2% ¢. q. f. d.

Il est cependant & remarquer que le raisonnement ci-dessus s’appuie
d'une fagon implicite sur l'axiome du choix, tandis que les autres démon-
strations connues du théoréme en question sont indépendantes de cet
axiome.

Théoréme fondamental VIL Si T=g,, on u o0+ E’j =2%e,
Démonstration. En tenant compte du th. 422, on obtient
par application du th. 28: @A(C 4 8)= e/0 1 S 8%; & Paide
du th. 21 (pour F==C et G&ES—{G— 8%), on en conclut que
e/(C+ 8)=eAC). eS8 + 8%, dou &(C+ 8)C /(S 5%,

En raison du th, fond. VI, cette inclusion donne:

() e (C+ 8) << 2%,
Posons ensuite
{2) F(X)={0, X, 1—X, 1} pour tout ensemble X.

Soit @ un élément arbitraire de 7. X étant un ensemble quelconque
de la classe U(1—{a}), évidemment l'ensemble 7 — X n’appartient
pas & cette classe. Selon (2) il en résulte facilement que les formules:
XeU(l—{a)), YeU(I—{a) ot F(X)=F (Y) entrainent con-
stamment: X'=Y; en d'autres termes, la fonction # transforme
d'une fagon biunivoque la classe U(1—{a})) en son image

FU(1—{a)). Par_tle_séquent, on a FU(1— {a})y= U1 ——m{a s

fomme en outre 1-—{a}=xu——1=xa, on en obtient d’aprés le
em. 102% :

(3) F U(l ——7{55 = ¥
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Or, on conclut sans peine de (2) & l'aide des déf. 14 et 18 que
SF(X)C F(X) et OF(X)C F(X) pour tout X, d'ot, en vertu
de la déf. 16 et du th. 21°, F(X)e @A(C)- @/(8) = e/(C+ 8).
Il en résulte en particulier que F U(1—{a})C &(C+ 8); en
rapprochant cette inclusion de (3), on en obtient:

4 /(0 - 8) = 2%,
Les inégalités (1) et (4) donnent finalement:

@O+ 8)=2" ¢ qf d

L’analyse des démonstrations des th. fond. V—VII nous conduit anx
propositions suivantes, qui se rattachent an cas d’ensembles finis:

SiT=a<R, ona
) @(TF 8)= e/(T* T 8*) =2 1;
yeri<este< I (3)

<o

si en outre a >0, on a

g <ot < Y (%)

g<afl

(le symbole (zl' désignant, comme d’habitude, le nombre des combinaisons’

de 2% éléments & ¢ éléments). )

Quant aux puissances de @/(S) et @(S*¥), on parvient par l'analyse
du th. fond. IV aux mémes délimitations qui ont été indiquées plus
haut (p. 232) pour les familles @/(T) et €/T*).

Les théorémes fondamentaux établis jusquici épuisent tous les
problémes concernant les puissances des familles de la forme @/(@)
ot GeG(C, T, T* S, 8%), c-b-d. des familles des classes closes
par rapport & une des opérations C, T, T, S et S* ou bien par
rapport & plusieurs de ces opérations & la fois. Les problémes non
examinés se réduisent facilement & ceux qui ent été exam%nés ex-
plicitement; on a p. ex. en verta du th. 28 &(CF-8)= @f(00+:9*)=
= @/(Cf-8+F5%), en raison du th. 41 @/(CT) =e/(C+T+8)=
= @/(C+ T* {- 8% et daprés le th. 430 C/(T*) = & (T*+ 8).
Les résultats acquis peuvent étre résumés comme suit:
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A. Chacune des classes @/(@) ot G ¢S ({C, T, T*, 8, 8*}) coincide
avec une des classes sutvantes: @/(C), @/(T), & (T*), CA(S), C/(8*),
e/(C+ 1), ee(C+ 8), e/ { 8), e(T*I 8% et er(S 8%

B. Dans Phypothése que T=n, les familles @(C), e/(T), er(a*),
@/(8) et CL(S*) ont la méme puissance, & savoir 92%%; les familles
e/(C-L 8), T+ 8), e/T* 1 8% et (8- S*) ont aussi la
puissance égale, notamment 2%, enfin la famille @/(C'—{o— T) ne con-
lient que dewx éléments.

Ces résultats peuvent atre étendus i toutes les opérations qui s'ob-
tiennent des opérations considérdes & Vaide de l'addition et de la multj-
plication relative, c.-2-d. aux opérations de la classe B ({C, 7, 8}). En
appliquant notamment le th. B de la p. 217 (§ 8), on constate facilement
que toute famille &(G) ot G eB({C, T, S}) coincide soit avec la
famille @/(I), soit avec une des familles citées plus haut.

§ 6. Opération S;. Classes d’ensembles additives an dégré g.

L'opération S;, qui sera traitée dans ce §, consiste & former
des ensembles-sommes de moins que Ny ensembles de la classe
donnée K. Les classes d’ensembles appartenant & la famille C/(8,)
peuvent étre appelées classes additives au dégré .

La définition exacte de lopération S est la suivante:

Définition 20. 8,(K) = 3(T,(K)—{0).

Plus simple, mais moins commode serait la définition: 8;(K)=
=3 Uy(K), resp. Sé:-“aEUﬁ (ef. remarques, p. 283, en relation
avec la déf. 18).

Il est aisé d’établir les propriétés suivantes de cette opération:

") IC 8

) Sy} ={4};

) S5 (K +{0)) = 8,(K) 4 {0);

) 8(K) < (K.

Démonstration. Les formules *)—*) résultent facilement de

la déf. 20 et des considérations du § 2; pour démontrer la for-
mule *) il est commode de s'appuyer sur le lem. 15°,
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Quant & la formule f), on posera dans le lem. 11%: f=== 3 et

A=TU,(K)—{0},d’ol, & cause de la déf. 20, S K)<T(K)— {0} <<
<L U, (K). Comme en vertu du lem. 10°: U, (K) << (K e, on obtient
Pinégalité cherchée: S, (K )< (K)%. Je ne sais pas éviter dans ce
raisonnement 'axiome du choix.

Certains rapports entre Popération §; et les opérations examinées
dans les §§ précédents sont données dans le suivant

Théoréme 51. =) T'S;, =8, T

N 8 C8CT

©) si K <Rg ou bien Z(EK) <Ry, on a §(K)=8(K);

9 5i 1 <Rg on a Sy==8;

) 5i FeX, et FC S, ona FC 8 si Fe, et FC TS,

ona FC Ts;.

Démonstration. Les formules ®) et ®) se déduisent facile-
ment des déf, 17, 18 et 20 et du th. 43¢, il est cependant & noter
que nous ne savons pas démontrer linclusion: §,7T'(C T'S; sans

avoir recours & l'axiome du choix.
Quant & la formule °), on a évidemment d’aprés la déf. 5"

Uy(K)=U(K) dans le cas ol f<s5, done conformément aux
déf. 20 et 18: S, ()= S(K). Dans I'hypothése que S(K) <w4
on raisonne par contre comme suit.

Considérons un ensemble arbitraire X tel que

8)) : XeS(K). .

En raison de la déf. 18, (1) entraine Pexistence d'une classe I
vérifiant les formules:

@ X=2(D),
(3) LCK e L0
De (2) et (3) on conclut en premier lieu qune X C 2 (K), done
que X<C I (K), d'ott en vertu de I'hypothése
(4) X <#.

Tenant compte de (2) et appliquant I'axiome du choix, on par-
vient ensuite & la conclusion qu'on peut faire correspondre & tout
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élément y de X un ensemble F'(y) de fagon que l'on ait: ye F(y)e L.
Par conséquent cette fonction F' remplit les formules suivantes:

) XC J F=2F(X)
ot g
®) FX)C L

11 résulte de (6) et (2) que = F(X)(C 3(L)=X; en rapprochant
cette inclusion de (B), nous obtenons:

0] X=3F(X).

Selon (3) et (6) on a #(X)(C K; le lem. 11* donne en. outre
FX)<<X, dod en vertu de (4) F(X) <M. On en conclut que

@8) F(X)e Uy (K).
Si {:{:0, on a F(X)=0, done suivant (8) et (7) F(X e Uy(K)— {0}
ot X ¢ 3(U,(K)—{0}),_d'od conformément & la déf. 20

@) Xe 8, (K).

Or, cette formule (9) se vérifie également dans le cas de X=0.
On a alors en effet, en raison de (2) et (3), L=1{0), dott L< N
ot L ¢ Uy(K)—{0}, donc, comme auparavant, X ¢ 3 (U, (K) —{0}) =
= 8,(K).

Ainsi la formule (1) entraine constamment (9); par conséquent,
la classe K vérifie Pinclusion: § (K)C 8;(K). Dantre part la
formule *) du théoréme qui nous oceupe donne en verta de la déf. 8b:
8,(K)(C S(K). On a done finalement: -

8;(K)= S(K) dans Uhypothise que 3(K) <R o q. 1 .

La formule ¢) présente une conséquence facile do la proposition
établie tout & I'heure. Si, en effet, 7 < Rg, on a & plus forte raison
I K) <8, done 8, (K)=S(K) pour toute classe K; & I'aide de
la déf. 8* on en obtient aussitot Pidentité cherchde: 8y = 8.

'Pm.u' démontrf‘,r en'ﬁn la proposition *), envisageons une opération
arbitraire F' semi-additive au dégré f et contenue dans S (c.-a-d.
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satisfaisant aux formules: Fle, et F(C8). Conformément au lem. 15¢
on a pour toute classe d’ensembles ¥ :

(10) F(X) =2 F(X).
' XeUy(Y)

L'application du méme lemme & opération S, donne en raison
du th. 50% '

(11) ' 8,(¥) = Zsﬁ(x).
XeUy(Y)

Or, soit X e Uy(Y), done X< Rg. En conséquence de la for-
mule ¢) démontrée auparavant, on obtient: S,(X)= §(X); comme
F(C S, on aen outre F(X)(C S(X), de sorte que

(12) F(X)C 8 (X) pour tout X ¢ Upg(X).

Les formules (10)—(12) impliquent aussitot que F'(X¥)(C Sy(X),
quelle que soit la classe ¥, d'od

FCS, cqfd
L’opération 7'S, étant, do méme que §;, semi-additive an dégré

.8 (@'aprés le lem. 16¢), la seconde partie de la proposition °) se

démontre d’une manidre parfaitement analogue.
Je dois la proposition °) du théoréme précédent & MM. KoZniew-
ski et Lindenbaum1).

Jo vais établir & leur tour certains rapports entre diverses opé-
rations §, avec V'indice § variable.

Théoréme 52. %) Si A==0 et B=sup(@(4)), ona ;== Py
. x€A

Y si <<y, on a 8, C 8, '

) si y <P, ona 88, =8

Y si f<Sof(y)y on a 88, = 8,;

) sicof(<PKy+1ona 88,28,

Y) si ¢f (B) =B, on a 8;==8;

?) 8i of (B)<<B, on a 83 =2=8; == Sy,

1) Cf & ce propos leur note: Sur les opdralions d’addition et de muliipli-
catton dans les classes d'ensembles, Fund, Math. XV, p. 343, Th, 1.
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Démonstration. La formule *) constitue une conséquence
facile des déf. 20 et 97 puisqu'on a en raison de la déf bH®
Uy (K) = ZUW’ (K) dans I'hypothése que g ==sup (g (4)). Si

x€EA
Von pose en particulier: f =y, 4={0,1} et ¢(0) =< p(1)=1y,
on obtient de®): §, === S{,:f— 8, et on parvient ainsi & Iinclusion P).
°) Suivant le th. 50**, on a S,eM et T ¢ 8,; en appliquant
done la seconde partie du lem, 17° (pour F=2= S, et G==§,)
on en obtient:

(1) 8,C 8, 8,

Posons dans le lem. 16" F== Sp et G==§ ; comme d'aprés
le th 50* S, e, et 8, ¢, et comme par hypothdse y <3, ce
lemme donne:

Les formules: 8;¢ M et SyéS (th. 50%, th. 51*) impliquent
ensuite, conformément & 1a déf. 12=: A Sycf 8, 8; comme d’autre
part T(C 8, C 8= 82 (th. 50% th. 517, th. 42"), on obtient & I'aide
du lem. 17% §, §=== 8. Par conséquent,

(3) * Sp Sy C° 8.

Or, d'aprés le th. 51° (pour F === 8 8,), les formules (2) et (3)

entrainent Pinclusion: S, Syé 8;. qui, rapprochée de (1), donne fina-
lement : .

8, 8,==8;, e qfd
La formule ?) «'obtient d'une fagon complétement analogue.

Passons & la proposition ¢); admettons done que c¢f(y) < A<
<S?-+1. En vertu de la formule ®) établie auparavant on a dans

ce cas ,SﬁCO 8,4, dott suivant le lem. 14° 8, 8, Co 8,11 Sy; si Yon
pose d'autre part: f =1y -1 dans la formule ¢), on obtient:
8,41 8,==8,,,. Par conséquent,

(14) 858, C 8,41, lorsque <<y 41,

Soient K une classe d’ensembles arbitraire et X un ensemble
tel que

(15) X8, (XK).
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Conformément aux déf. 20 et 5°, (15) entraine l'existence d’une
classe I satisfaisant aux conditions:

(16) X=3(L),
(1 LCK, L< 8, e L0
Il résulte de (17) que I<L<< %, A Daide du lem. 2° (pour

A =1 et a=y) on en conclut qu'il existe une suite de classes L
du type wy, vérifiant les formules:

(18) L=2'L;

(19 T, <n, et L= 0 pour § < oy

Les formules (16) et (18) donnent, en raison de la loi associative
de I'addition des ensembles:

== ) - ( =3 E @, .
@) x=3( F1)=FA)=3(F E<om)
§<ogyy  E<0ay
En vertu de (17) et (18), L; C K pour §<f’_q‘ty), d’'ot, selon
(19), Lg e U,(K)—{0). Par conséquent, 3 (L e 2 (U, (K) — {0},
done conformément i la déf. 20
Posons momentanément: 3 (Lg)==F(8), d’th' glg[)§‘<mmy)] =

=F(E[f<og,) Par Vapplication du lem. 11* (pour f===F et
§

A= g] [€ << @,,)) noUS en obtenons 2 (E)Er< O cpip)) Q?E <Ogpl =

— Ny, done & fortiori B [£ < @] < 84, lorsque ¢f (7) <. Comme
2 (Lg)

en outre selon (21) E [£ < @y, est une classe non-vide contenue
2(Lg)
dans S, (K), on conclut de la déf. B® que ,
(22) B [§ < ogy)e U, S,(K) — {0} pour of () <F-
2(Ly) |
1l résulte de (20) et (22) que X e (U 8, (K)—{0}), dow
suivant la déf. 20
(23) XeS: 8, (K), lorsque cf (y) <8
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Ainsi la formule (15) entraine toujours (23). Toute classe d’en-
sembles K vérifie donc Pinclusion: 8, (K)C 8,8, (K); autre-
ment dit,

(24) Sy+1 é Sﬁ Sya lorsgue O_f(’}') < ﬁ
Les formules (14) et (24) donnent aussitot:

8, 8, == 8,41, lorsque of () <f<<y-+1, e q £ d.

Tenant compte de la déf. 10*™c, on obtient comme un cas par-
ticulier de la formule %) (pour y =p) la formule *): Sy == S;, lors-
que of (8)=p.

En posant de méme dans la formule *): y =g, on parvient
b l'égalité: S5===S,.,, lorsque cf(8) << B, d'ot Si=2=8] Sp=2=8,1., 8,;
comme en outre, daprés la formule ), 8, 8,==8,,,, on ob-
tient finalement ¢): §3=o= §%=o= §, ;, lorsque of (§) << 8.

La démonstration du th. 52 est ainsi achevée.

On apergoit facilement l'analogie entre le lem. 8¢ ot le th. §2ede.
" I'opération 8; 8, coincide respectivement avec une des opérations S,
S, on S ., dans les mémes hypothéses, dans lesquelles le nombre
(%)% est égal 3 un des nombres 4%, 4% on api.

A méme titre que Popération 8S;, son opération double 87 va
. nous intéresser ici; il est parfois commode d’assigner & cette opé-
ration un symbole indépendant, p. ex. P, En s'appuyant sur les

déf. 14, 16 et 20, on peut établir le théoréme suivant qui explique
le sens de I'opération S

Théoréme 53. 83 (K)= I(U,(K)—{0)).

Comme on voit, l'opération en question consiste & former des
ensembles-produits de moins que Rg ensembles de la classe donnée K.
Les classes d’ensembles closes par rapport 4 lopération S§ peuvent
étre appelées classes mulliplicatives au dégré B,

En s'appuyant sur le lem. 19 on peut déduire des propriétés
de l'opération 8, qui viennent d'dtre établies dans les th, 50—b52
celles qui leur correspondent pour T'opération S§* Ce ne sont que
les propriétés suivantes (correspondant aux th. B0 et 51°) qui ne

] - . . .
s'en otlmennent pas automatiquement, mais exigent une démonstration
spéeiale
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Théoréme 54. =) 83 ({4}) = {4};
") 85 (K +{0) = 8§ (K)+ {0};
o s K <, ou bien I(K) <, on a 8% (K)=8*K)

Démonstration des formules 2) et ®) est tout & fait élémen-
taire. Pour établir la proposition ¢), il est oommo_di d'envisager la
classe KX= E [XeK] On a évidemment KX <R, ou bien

S(K)—X 1

I(KX) <8 (suivant I'hypothése admise pour la classe K), d'od
d’aprés le th. b1° S,(K*) = S(K*); d’autre part, en rapprochant
les déf. 20 et 18 des th. H3 et 44, on se convaint facilement que
8§ (K) =2(K{E—X[X ¢ S(KX)] et de méme que S§*(K)=
= K [XeS(KX)1). On en obtient aussitdt la formule cherchée:
S(K)—X

83 (K)=S*(K).

En debors des propriélés de S, et S énoncées dans les dex'niel:s
théorémes les propriétés suivantes sont & mentionner iei. pn a le thé-
oréme: pour que F e, e F(0)=0, il faut et il sufﬁf que
FZ=3FS, (c-td. que FI()= Y F(X), quelle que soit la
Samille de classes J¢; cf. le théoréme analogue, p. 240); done en parti-

S 1 o V.o *
culier: 83 3==38;8;. On a ensuite les formules: ZSﬁ_Z_ZSﬁ
et IT Sp==1II=2=II S} ; M S;==M==-M 8}; S,K-+IL)C
C T*(K)+ 8g(L) et S (K+ L) CI(K)+ 83 (L) pour tauteos
deux classes K et I (resp. Sz F+ GICT*F + 8,G et SF [F—]—G]C
é TF -f— 8§ G pour toutes deux opérations F' et G). On peut établir
les réciproques du th. 52%5: les formules: S%%S‘g et ¢f ()=, sont
done équivalentes, de méme que les formules: S ﬂﬁsﬁ_l et qf(ﬂ)< 8.
Il existe enfin certaines relations moins simples entre les opératlon*s ‘S('le
la forme S, 8%, S, S;" S;... d'une part el celles de la forme S3 »
S§* 8, 8%... dautre part ®). o

f Lés obpéralions Sﬂpet S} wétaient pas étudieds jusqu'a présent que

1) Cf. les remarques, p. 211, sur la coincidence des opérations F'* et FX pour
F= 8, resp, F'= Sy, ) .

1).Cf. & ce prop{i)s: W. Sierpinski et A. Tarski, Sur une propne’te.' ca-
ractdristique des nombres inuccessibles, Fund. Math, XV., p. 292; A. K t.)!ifne'w-
ski et A. Lindenbaum, Sur les opérations d'addition et de multiplication
dans les classes d'ensembles, ibid, p. 342
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dans les cas particuliers de $==0 et f=11). M. Hausdorffa introduit
les symboles spécianx pour les opérations S, et Sy, & savoir o et 4
(K, =8, (K), K;= 8 (K)), ainsi que les termes spécianx pour les
classes d’ensembles appartenant respectivement aux familles @/ (SO—F- S¥),
@/(8,), O/(S¥) et & (Sl:}- 8%), a savoir Ring, o System, 0-System ot
(00)-System ?),

Pour les considérations qui vont suivre, il est commode d’intro-
duire une opération auxiliaire R,; cette opération; étroitement liée
avec S; et §7, semble d’ailleurs présenter par elle-mé&me quelque
intérét. Afin deffectuer Popération R, sur une classe d’ensembles
donnée K, on envisage toutes les sous-classes X de K qui con-
tiennent moins de 8, ensembles et on forme pour tout X toutes
les sommes des produits (ou bien, ce qui revient au-méme d’apréds
le th. 47, tous les produits des sommes) d'ensembles de X; les
ensembles ainsi formés constituent la classe F;(K). On a done
en symboles:

Définition 21. R,(K)= 2’ S8*(X).
XeUy(K)

On peuat meitre la définition précédente dans une forme plus concise,
i savoir: Rﬁ(K)z“E;ES'—*l%(K), resp. Rﬂw—:':EW Uy 1l est
i noter que les opérations §, et S;* se laissent exprimer aussi par des
formules analogues: §;=2=23 S U, et 8§ ===3 8§* U,. Ce procédé de
former les opérations Sy, SF et B, & partir de 8, ¥ ot §8* se préte
4 une généralisation, qui consiste & faire correspondre 3 toute opération
F et & tout nombre ordinal § une opération Ky déterminde par la for-
mule: Fy==3F Up,; il s’y rattache aussi Popération plus vaste
Fo===3 FU (qui ne constitue d’ailleurs qu'un eas particulier de X).

L’étude de ces notions, qui rentrent dans l'algorythme esquissé aun § 2,
ne sera pas développée ici.

Certaines propriétés élémentaires de opération R; sont données
dans les deux théorémes saivants:

) Le cas de §=2 a été envisugé par M. Sierpirski dans son article:
Stir les ensembles hyperboreliens, Comptes rendus dos séances de la Soc. des Se.
et des L. de Varsovie 1926, p. 16—22,

%) Cf. F. Hausdorff, Mengenlehre 11, Aufl., Berlin und Leipzig 1927, p. 77—85;
of. aussi W. Sierpifiski, Watep do teorji mmogosei i topologjs (Introduction
& la Théorie des Ensembles ot & la Topologie, en polonais), Lwéw 1930,
p. 108—-119, ‘
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Théoréme 55. *) R,y e,, donc B, e M;

" I C°: Rp;

©) si FeXg et FCS8% ona FE R

Y S C R, C8*S,y ot S; E R, ESSE;

) Rf = R, et Ol;==R,C;

) Ry (K4 L)C T8,(K)+ T* 8§ (L) pour toutes dous classes
d'ensembles K et L (en d’antres termes, R, (G| C“:TS; F{T*8 FG
pour toutes deux opérations F et G);

9 Ry(E)<E)e- 9.

Démonstration. Les formules ») et *) se déduisent facilement
de la déf, 21 et du th. 42" & l’aide des définitions et des lemmes
du § 2.

La démonstration de ©) ‘est analogue & celle du th. Ble.

Si Fon pose dans ©): F'=== S, resp. F=2= 8%, et si l'on tient
compte des formules: S, ¢, et Sﬁé S8*, resp. SFe, et S;*(D: S8*
(qui s'obtiennent sans peine des th. 0% 51P et 42*° par l'application
des lem. 17° et 19%}), on parvient aussitét aux inclusions: Sﬁc.:Rﬁ
et S?f(n:_Rﬁ. En appliquant d’autre part les th, 47, Bbl° et H4°, on
obtient les transformations suivantes de la déf. 21: Ry (K) =
=Z §*8(X) =—~Z 8% 8,(X) = )JSS;*(X); or, les opérations
XUy K) XeUKK) XeUy(K) _

8*8; et §87 étant monotones (d'aprés les th. 42% 50* et les lem.

- 185, 16°), on en conclut & I'aide du lem. 15* que IR, (K)(C S* Sy(K)

et R, (K)(C S8% (K) pour toute classe K, donc que Rﬁ(":S)* 8,
et Rﬁ(e_:S S#. Les formules ¢) sont ainsi entiérement établies.
.Pour. démontrer les identités °), observons qu’en vertu de %) et
du lem. 19" on a By ¢ A,; comme d'antre part S8 C° S8* (th.b1P,
lem. 197, th. 422 déf. 122), on déduit de %) & l'aide du lem, 19%ce:
;‘(f[S*Sp]*iSS;*bCSS*. En posant done dans ©): F==R,
nous e concluons que Rj,*(iRﬁ, d’olt par I'application du lem. 19™¢:
Ry==[R;T* C"Rze et finalement: Bj ==R,. En raison du lem. 19*,
cette derniére formule donne en outre: CR,==R,C, c. q. £ d.
En ce qui concerne f), on raisonnera comme il suit.
Envisageons une classe d'ensembles X telle que

I

1) XeU,(K+ L)
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Conformément & la déf. 5° on a done XC K+ L et X <Rp,
d'olt
2 X=K-X-+L-X,

) EX<y o LX<,

En appliquant le th. 45¢, on obtient de (2): 8* (X)C I'(K-X)-}
-+ 8*(L-X); lopération S étant monotone (th. 42%), il s'en suit
que §8*(X)C S(T'(K-X)-+ 8*(L-X)). D'autre part, le th. 43°
pour K=S8*L-X) et L=T(K-X) doone: S(T(K-X)-
+8*(L-X)C 8T(K-X) - T*8*(L-X). Par conséquent:

4) S8*(X)C ST(K-X)+4 T*S*(L-X).
D’aprés le th. 43" on a: ST(K.X)= T8 (K-X); en tenant
compte de (3), on en conclut & Vaide du th.51° que ST'(K.X)=

=T8,(K-X). Comme T'S;eMM (en vertu des th. 86% 50° et du
lem, 16¢), il en résulte enfin que

®) ST (K-X)C TS;(K).
D'une fagon analogue on obtient:

®) C TeS*(L-X)C T 8D

et les inclusions (4)—(6) entrainent immédiatement:

(N S8*(X)C TSy(K) -+ T* 8% (L).

Il est ainsi prouvé que toute classe X qui remplit la formule

(1) vérifie aussi linclusion (7). Par conséquent on a: ZSS*(X)C

XeUy(K+IL)

CT8;(K)+ T* 83 (L), dott en raison de la déf. 21:

By(K + L)C T S(K)+T*8 } (L) pour toutes deus classes K et L.

A Taide des déf. 8" et 9* on en déduit sans peine un autre
énoncé:

R, Fl:aqCr SﬂF’-{-— T*8%G pour toutes deux opérations Fet @, |

ce qui achéve la démonstration de ?).
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Passons enfin & ). Il résulte de la déf 21 que

®) R, (K)< Y S5 (X).

XeUy(K)

Sulvant le th. 42% et le lem. 19' on a: S8%(X) 2;5 ®) <

< 23 _ pour toute classe d’ensembles X;; par conséquent, si XeUg(K),
done X <Ry, on obtient & laide de la déf. 4: W < 2.

Comme de plus, d’apréds le lem. 10°, Uﬂ(f <(K)’fg, on en con-
clut que

© S TX) < (Ee-02%.
XeUy(K)
Les formules (8) et (9) entrainent immédiatement I'inégalité
cherchée:
B, (K) < (K)s-22%.
Le théoréme en question est done complétement démontré.

Théoréme 56. ») Si A:{:O et ,B—sup(qJ(A)), on a Ry==

‘ﬁz Rgp(x) H

wed .

¥) si By, on a ByC RBy;
°) si p<B, on a By R,==R,;
Y s < of(y), on a ByR,==R,;
) si of ) =B, on a By==Rp;
) si of (B)=4F, on a [By[I+ C|*=R,[I+ O]
Démonstration des propositions ®)—¢) est complétement ana-

logue & celle des parties correspondantes (*)—*?) et f)) du th. 52

Quant & la formule ), on raisonnera comme suit.
En appliquant le lem. 14° et en tenant compte du lem. 17" et

du th. 6%, on obtient: [T} O] By== I R, CR,=~ R, I+ R, C;
l’opératlon R, étant monotone (th. 55°), la déf. 12* donne en outre
R,IC R, [I-|— 0] et B,CCRJI{0), dot R, I+ R,CC
CRH [T+ ©). Par conséquent,

¢) I+ )R, C Ry [14C)

Fundamenta Mathematicae. T, XVI. 17
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Par une application renouvelée de la déf. 12* on déduit de (1):

B, [T+ O] R, C Ry[Ry[I4 0]]; & lside du lem. 148 on en
conclut que

@ [Ry[IF ORI} 0)C B, R [T+ 01 (1L O]

Or, la déf. 10 permet d'écrire I'inclusion (2) sous la forme plus
simple: [RB,[I-+ O] C RY[IF O]y comme B->- R, (suivant la
formule °) du théoréme en question) et [I-- C)3===7 + C (lem. 18¢),
il s'en suit que

®) BRI CIPC R, (14 0).
Dautre part on a T C Ry[I-C] (th. 556% lem. 17 o

conformément an lem. 17¢:

@) B ILOIC (R, (T4 0 [, [T Ofl==[R,[1+} C]*.

Les formules (3) et (4) entrainent tout de suite:
[Be[IF Clp=R,[T+0C), o q £ a

Les th. 55°~° el 562~ nous renseignent sur plusieurs propriétés de
Popération R;, analogues & celles de S, et S}. Notons encore quelques
propriélés de ce genre. On a les formules: R, (0) =0, Ry ({d)) ={4};
2R3=&= 3 et HRp&IIi MRE,===M. Par analogie au th. 51%% on
peut démontrér les théorémes: si K < R ou 2(K)<Nﬂ, on a
Ry (K)= 88*(K); si 1< Ry, on a Rg==S8* Par contre nous ne
savons pas, si le th. 52%¢ se laisse également étendre sur 'opération Rp.

. Je passe & I'étude des classes closes par rapport aux opérationsl
Sy et S I est & remarquer avant tout que cette étude peut se
borner aux nombres 8 qui sont des indices des nombres initiaux
réguliers (qui vérifient done la formule: cf(8) = B). Cela résulte, en
effet, du théoréme suivant:

Théoréme 57. Si ¢f(g) <Byona O (8p)=C1(8,,,) et eS8k =
= /(8. :

Démonstration, En posant dans le th, 25: F==8; et =2
Vet'en tenant compte du th. 50°, on obtient: CASp) = C/(83), d'od
suivant le th. 52 (8, = ©/(8441); selon le cor. 27 on en
conclut que e/(8F) = &(S}ki) e q £ d
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A laide do cor. 22 et du th. 242 on pent tirer du théoréme pré-
cédent quelques corollaires concernant les opérations de la forme F+-8,
et F—i— S} (& étant une opération arbitraire), FSy ot FSY (ot F

est une opération monotone et adjonctive) ete. Je n'insiste pas sur ces
questions, car elles n’interviendront pas dans la suite.

L'évaluation de la puissance d'une famille quelconque du type
@AS;) ou €/(S¥) ne comporte pas de difficulté:

Théoréme fondamental VIII. Si T=w,, o a @(Sp)=
= C/(8F) = 2%~ :

Démonstration, basée sur le th, 51" est tout & fait analogue
3 celle du th. fond. IV. .

Des difficultés beaucoup plus importantes apparaissent ] dans
Iétude des familles telles que @/(C-- 8,), e~(T+ Sy, €8t 8%)
ete. Je vais commencer cette étude- par les lemmes suivants:

Lemme 58. Si — Ry, il existe une classe d'ensembles K vérifiant
les formules : U(K)CE[K- TS,y (X)C X] et K=2%,

Démonstration. Selon le lem. 40 il-existe une clagse d’en-
sembles L telle que

1 U(L)C§1 [L-T(X)C X] et L=2"%,

Nous examinerons ici la famille U, (L). Remarquons d’abord
que la déf. 5° eniraine la formule: 3 Uy(X)=X pour tout ensemble
X et tout nombre g Par conséquent, quels que soient X et Y, si
Up(X) = Uy(Y), on a TUR(X)=2IJU,(Y), dotr X——.- YE la fone~
tion U, est donc biunivgque. I1 en résulte en partl.culler (pour
f=p(e)) que toute classé d'ensembles X est de la puissance égale

4 celle de son image U,y (X):

@) X= U,(X) pour ¢ :te classe X,
d’'ot selon (1)
3 ’ U, (L) = 2%,

17+
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Nous allons montrer & présent que la famille U,y (L) vérifie
la formule .

@ UT,(L)C £[l7p};<1>)-_rspm<ae>c ae}

Supposons, contrairement & (4), qu'il existe une famille de clas-

ses &0 telle que
(6) 8 C Upoy(L) €t Uyoy(L) + T8, (88) — € == 0.

(8) implique lexistence d'une classe MM satisfaisant aux con-
ditions: :

(6) » Me Up(u) (L) —ae
et .
) M TS, (a).

D'aprés la déf. 17 (pour K = 8, (82)), on conclut de (7) quil
existe une classe M, telle que M M, ¢S, (22). En remplagant
dans la déf. 20 I par & et 8 par p(a), on en déduit l'existence
d'une famille 68, vérifiant les formules: M, = 3(80,) et &, ¢ U,,,(3C).
On a done finalement, en raison de la déf. B,

®) MC @),
®) T aCE® et 8 <My
Les formules (5) et (9) donnent: &8 (C U,y (L). A I'aide du thé-

oréme connu sur les images des ensembles (si A(C £ (B), il existe

un ensemble B, tel que A=f(B,) et B;CB), on en conclut qu'il
existe une classe I, remplissant les conditions:

(10) & ="U,u(L) e LCL.
Il résulte de (2) et (10) que i"f=__fl, d'olt selon (9)
(11) -IT< Rp(ar

En vertu de (6) et (9), M¢ oo (L) — 82, done, en raison de |

(10), M €U, (L) — U,y (L,). En appliquant la formule connue con-
cernant la différence des images (F(4) —7(B)Cf(A—-—B)), or en

f)btiel:lt ensuite: M e U, (L — L,); par conséquent, suivant la déf. 6,
il existe un ensemble 4 tel que
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(12) M = U,,(4)
of :
(18) AeL—1,.

Selon (1) et (10) L. (L,)C L,; on en obtient & fortiori en
vertu de (13): {4} T(L,)C L. (L— L)=0, dot AeT(L,). A V'aide
de la déf. 17 on en conclut que A e U(Z), done que 4 —Z == 0 pour
tout ensemble Z de la classe L;. En appliquant P'axiome du choix,
on peut done faire correspondre & tout ensemble Z de I, un élé-
ment f(Z) de fagon que l'on ait

(14) [(Z)YeA—2Z powr ZelL.
1l résulte de (14) que /(L) (C4; on a en outre, d'aprés le lem. 11°,

f(L,)Qi, d'od, en raison de (11), f(L,) <Ry On en obtient
aussitot: f(L,) e Uyg (4), ce qui, rapproché de (12), donne:

(15) FL)e M.

On conclut ensuite de (14) que f(L,)—Z=:0 pour tout en-
semble Z de I, donc que f(L,) € U, (Z). Par conséquent, I'ensemble

Jf(L,) n'appartient & aucune des classes formant la famille U, (L),
d’ot en vertu de (10)

(16) JI) & 2(ee).
(8) et (16) donnent tout de suite:
(17) f(@yem.

Or, les formules (15) et (17) étant contradictoires, la supposition
(5) est fausse, et la famille U, (L) vérifie en conséquence la for-
mule (4). '

Observons encore que pour Xe L on a évidemment X1, do
Uy (X)C Uy (1) et Uy (X) € U Uyp(L); il en résulte que

(18) Ty L) C U Upy (D)

Si Pon remplace enfin dans le lem. 10¢ A par 1 et par p(a),
on obtient par hypothése:

19) El’(ﬂ) (I)=Rs= 1.
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Posons momentanément: 1* = U,,(1) et K* = U, (L). Les
formules (3), (4) et (18) montrent que pour Pensemble 1* on peut
construire une classe de ses sous-ensembles K * qui vérifie la thése
du lemme en question. Il est évident que l'existence d'une telle
classe de sous-ensembles constitue une propriété de I'ensemble inva-
riante par rapport A toutes les transformations biunivoques; par
conséquent, lorsque cette propriété se présente pour un ensemble,
elle se présente nécessairement pour tout ensemble de la méme
puissance. Or, en vertu de (19), les ensembles 1* et 1 ont les puis-
sances égales; on peut donc construire dans l'ensemble 1 une classe
d’ensembles K remplissant les deux conditions de la thése, c. q f d.

Dans cette démonstration nous étions contraints d’élargir le domaine
primitif des opérations T et §; et de les appliquer non aux classes
d'ensembles, mais anx familles de telles classes; nous avons &tabli ainsi
une propriété des ensembles de rang inférieur par intermédiaire des en-
sembles de rang supérieur. On applique fréquemment une pareille méthode
de raisonnement dans les diverses démonstrations du domaine de la
Théorie générale des Ensembles; cependant, aussi bien dans notre cas
particulier que dans d’autres cas, la question, si cette méthode du pas-

sage par les ensembles de rang supériewr est inévilable, reste encore -

ouverte,

Lemme 59. Si la classe densembles K vérifie les formules:
U(K) Cg‘ [(K-TSy(X)C X] et K= Ny, on ‘a aussi:

") U(K)Cf (K. CTS,(X)C X];

) UE)CE K- R,[T-0](X) C X},

Démonstration. 2 Supposons, contrairement & la thése du
lemme, que :

&) U(K)— B[K - OTS,(X)C X]0;

ils existent donc une classe d’ensemble I, et un ensemble

exis A qui’
satisfont aux conditions:

) LCEK, Ae¢eK
ot
® 46 OTS,(L).
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En appliquant successivement la déf, 14 4 la classe K= T‘S:B (I,
1a déf. 17 & K= Sp(L) et la déf. 20 4 K =L, on déduit de
(8) l'existence d’une classe M qui vérifie les formules:

(4) M <,
®) MCL
ot
(6) 1—AC3(M).
La formule (%) entraine:
@ T ) < vy
or, K étant par hypothése de puissance > g, on en conclut que
®) K— (M4 {4)%0.

En rapprochant d’autre part (2) et (6), on obtient: M4-{4}CK;
d'aprés T'hypothése du lemme il en résulte que

©) K- T8, (M A {4)C M +{4),

L'inclusion (6) donne notoirement: S(M+{4)}) =3 (M) +
+ A=1. En raison du th. 43* il s'en suit que TS(M'—{—{A}):
== U(1); comme en outre Sﬂ (M 4 {4)) = 8 (M - {4}) (suivant
le th. b1° et la formule (7)), on a finalement:
(10) TSy (M + {4) = U(D).

Or, la formule (10) veut dire que la classe T'Sg (M-{~ {4}) se
compose detous les ensembles possibles (contenus dans 1)."On. a par
conséquent K C T'Sg (M + {4}), d’od suivant (9):

11) K (C M+{4}.

La contradiction évidente entre les formules (8) et (10) réfuse
la supposition (1); nous sommes donc contraints d’admettre que

U(K)C E[K-CT8;(X)CX], o g 4
X

®) Conformément aux déf. 9* et 13 et en vertu du th. 65, on a pour
toute classe d’ensembles X: Ry [T+ C) (X) = Rp(X+ C(X))C
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CT 83(X)4-T*8¥C(X), d'ob, en raison du lem.19% By[IH-01.X)C

C T8 (X)+ (/'KI'S(3 (X). 1 s'en suit aussitét que

(12) K. Ry [I+ C)(X)C K- I'S3(X)+ K- OTS3(X) pour tout X.
Or, soit X (C K; Ihypothése du lemme et la formule *) qui vient

d'8tre établie impliquent alors: K. TS 2(X)CX et K-C T;S’ﬁ (X)Cx;

en le rapprochant de (12), nous en concluons que K- R g[I—‘i— C|(X)CX.

Par conséquent,

UR)CE (K- By[I+ C[(X)CX], e g £ d.

Sans changer la démonstration précédente, on peut remplacer dans
le lem. 59 la formule *) par la formule plus forte qui suit: UK)(C
CAEC: [ - CT'8y(X)=0] Une remarque analogue s’applique an lem, 35

du § 3.

Corollaire 60. Si T=y,, il ewiste uie classe densembles K
vérifiant les formules: U(K)(C B [K+ Ry I40)(X) C X] et
I = 2¥a, *

Démonstration. Conformément au lem. 08, il existe une
classe K telle que U(K)(_ 1{{[1(- T80 X)CX] et K=9%; daprés
les lem. 42 ]

et 1* on a évidemment K > x,>>8,,. En posant done dans le

lem. 59°: §=yp(a), on se convaint immédiatement que K est la
classe cherchée, '

Théortme 61. 8i T, et f<p(a), on a CACT By — g2%,

Démonstration En tenant compte que ¢ = !
le lem, 4% on conclut du th. 56! ( pgur qﬁ -::J;(g;()t)z))guep gf?pgx':l:sz
By LT+ O] est itérative: By, [T} Cl)2== R, [T+ C}; en vertn
,du. th, ’..55", il c‘résult(;'s du lem. 17¢ que cette opération es(; de plus
adjonctive: TC R, [I 4 C). Par conséquent, nous pouvons appliquer

le lem. 34" en v . P i
posant: ¥F==-R [T+ O]: v
lommo du sor. §  nous Shtanoria: o) [L+ C]; en rapprochant ce

%
M O\ By [T]- C]) = g2t

Comme R, e M, IC R, (th, 55%%) ot I(> I4C le th 24¢

pur F==R,, e G=T1C donne: (R, [T+ C)) =
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= &R+ I €), d'ot suivant (1):

2) /(R + I €)= g2
En raison du th. 56°, linégalité: §<Cp(a), donnée par Jhypo-
thése, entraine: RpéRp@, done C’—T—Rp CRyw-+I+C. AlYside:

" du th. 21* on en conclut que

3) /(R + I+ €)C 210+ Rp).

Les formules (2) et (3) impliquent aussitdt que &/(C+ Rg)z=>
>=92%; Dinégalité inverse étant également remplie d'aprés le
th, 82, on a donc finalement:

es(C+ Rp)zgg"“, e. q. f. 4

Corollaire 62. Si T==x, f<<p(d) Fed, et st en oubre
FCS 1 8% ou hien FC S8% on a @€+ F)= o=,

Démonstration A laide das lem. 17¢ et 19! on déduit sans
peine du th. 42" les inclusions: SC 88* et 8% §8* done
également: S -T— S* i S8*. Par conséquent, la formule: FCS —T—S*
implique: F(C 88* de sorte quil est superflu d’examiner la pre-
midre de ces inclusions séparément.

_Or, conformément au th. 55, les formules: Feg et Fé S8*

donnent: F( Rp, done aussi: 0—{0- FC O+ Rg, dod en vertu
du th. 210 @/(CF Rp)C @/(C+ F); comme daprés le th. 61
e/(0+ Eg: 924 ot en raison du th. 32 @A C 4 F)<< 92", on
en obtient tout de suite:
e/(C+ F)=292 ¢ q f d.

Théoréme fondamental IX. Si 1=y, e f<<p(a), on a
@/(C—‘— Sﬁ) = 22““.

Démonstration. En vertu des th. 50* et 1P, ce théoréme
n'est quun cas particulier du eorollaire précédent.

Théoréme fondamental X. Si I=x, ¢t f<p(a), on a &(T-+S,) =

= e/ T* I 83) = 22",
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Démonstration. Daprés le th. 36° l'opération 7' est itérative

(T*===T); en vertu du lem. 4 le th. 52' (pour §=p(a)) prouve
que l'opération 8, l'est aussi. Comme de plus T'S,q=2=8,, T
(th. 1%, on en conclut & I'aide du lem, 14° que Y'opération T'S,, est
également itérative. Suivant le lem. 17¢ et les th. 36" et 50" opération
T8, est en outre adjonctive.

Ces faits établis, on raisonne tout comme dans la démonstration
du th. 61, & cette différence prés qu'au lieu du cor. 60 on fait

usage du lem. 58. On parvient ainsi & I'égalité: O/ T - Sp) = 92",
Or, il résulte du th, 33 et du lem. 19 que @/(T*4-8¥)=
=e/([T+ Sp]*) =e/T+ Sﬁ). En rapprochant les deux formules

obtenues, on voit done que

C/(T+ 8))= CAT*+ 8¥) =92, ¢ q. f. d.

Corollaire 63.*) Si T=p, et 8 << p(a), chacune des formules:
FCT+8, FCTS, FET*L8F et FCT*SY implique
que O/ F) = g%,

U) sil=1,, B<p(a) & FeA;, chacune des formules: FC
CT+HS8 FCIS, FCI*L 8* ¢ FCT*S* implique que
) = o2,

Démonstration est analogue & celle du th. 49 et du cor, 62;
pour déduire ) de *) on fait usage du th. Bl

Dans le cor. 63" nous avons réussi d'évaluer la puissance des fa-
milles @/(F') pour une classe assez vaste d'opérations F', & savoir pour
toutes les opérations qui sont 4 la fois semi-additives an dégré B<p(e)
(oh I=,) et intrinséques,

Théoréme fondamentale XI. Si T=y, ot f<p(a), on a
Y) €8+ 85) = e/(8* T 8, = g2,
?) @48y + 8%) = e/(8, I §%) = gave.

Démonstration. En raison du th. 6I® (pour § = y) et de
la ftfrmnle: 8% 8*C T, qui en résulte d'aprés le lem. 19®°, on a
les 1:Iclusions suivantes: § - S¥ o + SE, S* -i— S 4’ 83,
85+ 83 CT+8; et 8,4 85 C T+ 8% En appliquant done.
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le cor. 9 (pour F===8 -} S*ﬁ*, F == S*—'}-S@ etc.), on parvient
aussitdt aux formules cherchées.
Comme une autre conséquence du cor. 63* citons le suivant

~ Théoréme 64. Si T=ik, ot f<pla) om a & (R, =

=@/(T+ Ry) =@/(T*+ R,) =c/S | B, =e/(8*f Ri) =22*.

Démonstration. A l'aide des th. 36° 50 51° 55 et des
lem. 17¢, 19™%®! on établit sans peine les inclusions: Rp CTSB
ot Ry CT*SY, T+ Ry C 18, T+ B, C 8%, S+ By C
C T*S’é‘, et S*—ol—-Rp - TSp. D'aprés le cor. 63* ces inclusions
impliquent les formules cherchées.

Je vais démontrer & présent deux lemmes qui me permettrons
de renforcer le résultat du th. fond. XI* dans le cas ol, en dehors
du nombre 8, le nombre y vérifie aussi la formule: y < p(a)

Lemme 66. Si K = x,, il existe une classe I telle que LeV (K)-
« @8y S%a) et T=1r, :

Démonstration. En raison du th. 50* et du lem. 19 on
2 Syme Ay ot S¥iye A, doll suivant le lem. 16°

@ 8,0 + 8yle) € Wptay

Draprés le th. 50 et le lem. 19 (pour f(X)=(X)"s) on a ensuite:
8,0 (X)<(;=Y)’w ot 8%, (X)<<(X )%, d'od conformément & la
d8f. 9 [0 + 8] (X) < By (X) 4 B (X) (X2 pour
toute classe X. Si en outre X =2, il résulte du lem. 5¢ que le

nombre (7)’1/@ est transfini (2> 8,,), done que (ﬁ@-?:(ﬁ@;
par conséquent, on a dans ce cas:

@) (850 + S %) (X) < (X)%tx pour toute classe X.

Or, si X <2, les th. 50¢,.54" et le lem. 19* impliquent que
8oy (X) = X = 8%, (X)), doit [8yq) 1 S} (X)=X; onen con-
clut sans peine (a I'aide du lem. 5°) que la formule (2) est remplie

dans. ce cas aussi. : )
A la suite de (1), (2) et du lem. 4° les hypothdses du th. 81,

si T'on y pose: H=== S,,(,,,—i-— 8%, et f§=p(a), se trouvent remplies;
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il en résulte Pexistence d'une classe I qui vérifie les formules:

(3) L GV(KJ . @/(Sp(a) —r_ S/?Eu))
et _ .
4) L< (K)o,

En vertu de la déf. b° la formule (3) dopne: K (_ L; comme
par hypothése K = &,, on en obtient: §, <C L. D'autre part il ré-
sulte du lem 6* que ()% = R0 = &y, d'ob selon (4) L,
En rapprochant ces deux inégalités, on parvient & la formule:

5) L=-n,.
Les formules (3) et (5) prouvent que I est la classe cherchée,

On peut généraliser et compléter le lemme précédent comme suit:

A S K=y, B<pla) et y<pla), il ewiste une classe L telle
que LeV(K)- @48, + 8¥), V(K)- e/(S, + S8} CV(L)et L=y,

Cette derniére proposilion embrasse comme un cas particulier le
théoréme connu, suivant lequel la classe de tous les ensembles boreliens
de nombres réels (ou bien de points d'un espace eucliedien queleonque)
est de la puissunce 2% Soient, en effet, K la classe de lous les inter-
valles, N, =2% et B==y—17; les hypothéses du th. A sont alors
remplies (eu parlicalier, les inégalilés B<<p(e) et y < p(a) résultent

du lem. 4°, et on s'apergoit facilement que la classe L coincide avee
celle des ensembles boreliens.

Le th. A peot &lre généralisé & son tour de fagon sujvante:

B. 8i of (max(B,y)) = max(B,y), alors & toute classe densembles K
correspond une classe I vérifiant les Jormules: LeV (K). @f (S, + 8 by N
V(K)- /8, +SHCV(L) &t TS (I Ymantp,y).

De méme que le lem. 65, ce th. B résulte facilement du th. 81
Quant au cas ol of (maz (B, y)) < max (8,y), cf. remarque, p. 222.

Lemme 66. Si Kee/(T+8,), LeCl(S, 8% ot M=
:—:K-{—L—l—xﬁ[XeK ¢ Ye L), on o Mee/(S, 4 8%

Démonstration. Conformément au th, 21" et & Ia déf. 16, les
hypothéses du lemme impliquent que '

1 TE)CK e 8(K)CK,
@) SL)CL & S}L)CL
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A VPaide de Vaxiome du choix on peut faire correspondre & tout
ensemble Z de la classe M des ensembles F'(Z) et G(Z) de fagon

que Pon ait
(B) Z=F(Z)+ G(Z), F(Z)e K+{0} et G(Z)e L + {0}

pour ZeM
(i, en effet Ze K, on pose: F(Z)=1Z et G(Z)=0; 8l Z.eL, on
pose: F(Z)=0 et G(2)=12; enfin, dans' le cas qui reste:
ZeE[XeIX et YeL], on applique 'axiome du choix).

X+r . . . .
Envisageons une classe arbitraire N vérifiant la formule:

@) Ne Uy (M) —{0},
d'ot, en raison de la déf. B, |
(5) NCM, N<yg et N0

I résulte do (3) et (3) que F(N)C K+ {0}, F(N)0,.
GIN)C L4 {0) et G(N)==0; ona de plus, en vertu du lem. 11,

FO)<N et GI)<N, d'ot selon (5) F(N)<xg et G(N) <ip.
Par conséquent,

©6) F(N)eUy(K+{0)—{(0) et G(N)eUp(L+{0)— {0}
Suivant (6) 2' F(Z)=3FN)e3 (U (K+ {0} —{0)), donme

ZeN
&aprés 1a déf. 20 et le th. 50° Z‘F(Z)Es‘3 (K -{0))= 8, (K)+{0}
ZeN

tenant compte de (1), on en obtient:
M S F@)eK+{0)

ZeN

D’une fagon complétement analogue on déduit de (6) et (2):

®) D 6@ eL+{0).
4 ZeN

Remarquons encore la conséquence suivante de (3) et (9):

@ =Y z=JE@+6@)=2F T+ S 6@

ZeN - ZeN ZeN ZeN
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Les formules (7)—(9) montrent que l'ensemble 3(N) peut 8tre
présenter sous la forme: I(N)=X4-Y, ol XeK+-{0} et YeL-{0}.
Onadone: I(N) eE[XeK+{0} et Ye LH{0}]= E [XeK et YeL)]4-

+ K +L+{0} d’ox‘x en vertu de l'hypothése 2‘ () e M- {0},

c-a-d. soit Z(N)e M, soit S(N)e{0}. Or, il est & observer que la
formule: 3 (N)e{0} entraine selon (5): N = {0}, {0} M, donc aussi
2(N)e M. Par conséquent, on a en tout cas

(10 S(N)e M.

Passons & présent & 'ensemble I7(N). La formule aisée & établir
de lalgdbre de la logique: ]I (Flz) + G(x)) — ]I G) C

xed wed
CZF(:::) permet de déduire de (3) et (5) que
xed
W) 1) — fle@= Jfrz)+ez)- [J ¢z c Y r@.
ZeN ZeN ZeN ZeN

1 résulte de (7) et (11) quo Z(N)— Jf 6(2) ez U(X), Qo
. ZeN XeK--{0}
d'aprés la déf. 17 II(N)—-—HG(Z)GT((K) +{0}). Or, le lem. 15
ZeN
et le th. 36~ impliquent Videntité: Z'( K {)=T(K)+ T{0))=
= T(K)+-{0). 1 sen suit que T(N)— JF(2) e T(K) + {0},

ZeN
ot selon (1) )

(12) o) — 62 e K 4 (o).
ZeN
D’autre part on a en vertu de (6): IT¢ (N eII(T, p(L—{0)—{0}),

done daprés les th.53 et 54* Jff ¢(2)=DIIG () ¢ 5% $(L+{0) =
ZeN
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= 8% (L) + {0}. On en obtient suivant (2):
(13) 6@ x40

ZeN .
Observons enfin que les formules (3) et (B) entrainent inclusion::

” G(Z)C II(N), qui donne & son tour P'égalité:

ZeN
(14) oy =mw— ffe@)+ Jf ¢@).
ZeN ZeN

Ainsi nous avons acquis dans les formules (12)—(14) une repré-
sentation de l'ensemble II(NV) sous la forme: II(N)=X-} Y, o
X ¢ K 4 {0} et Ye L4-{0}; tout comme auparavant (pour 'ensemble
3(V)) nous en concluons que II(N) e M -+ {0}, donc que II(N)e M

ou bien JI(N)e {0} Or, le cas de JI(N)e{0} peut étre éliminé de
fagon suivante: si K =0, on a en conséquence du th. 36° 0 ¢ T(K),
done selon (1) 0e K, II(N)e{0}C K, dot i fortiori II(N)e M
(K étant par hypothése une sous-classe de M); si par contre K==0,
la classe M coincide avee I, donc en vertu de (4) NeU,(L) {0}
et,en raison du th. 53, II(N )GSB‘(L), d’otr enfin selon (2) II (l&)eL—*M
Ainsi la formule: II(IN) e{0} entraine toujours: II(V)e M; par con-
séquent,

(15) II(N)e M.

I est donc prouvé que la formule (4) implique constamment (10)
et (16). On en obtient les inclusions: E(U@ (M) —{0}) C M et
II(U (M) — {0} C M, qui, Paprés la déf. 20 et le th. b3, peuvent
8tre expnmées plus court:

(16) p(M)CM et S% (M)CM
Conformément 3 la définition 16, les formules (16) donnent:
Me C£(S;) g @/(S ); & Vaide du th. 21" on en conclut aussitot que-
M e @/(Sp +S’§), e. q f. d.

En analysant cette démonstration, il est facile d’en tirer le lemme:
suivant:

Soit K+L K+L+E[Xel( et YeL] pour toutes deuar
classes K et L; on a alors Sﬂ(K—{-L =8 (K)"l‘sg (L) et

SHE}FDC T8,(K) T 83(T)


Yakuza


icm

272 A. Tarski:

On pent démontrer que la classe M examinée dans le lem. 66 est
la plus petite classe contenant les classes données K et L et close

par rapport a l'opération S, "F'Sﬁ (ou — ce qui revient an méme —
par rapport aux deux opérations S et §% A la fois); elle so laisse
done définir par la formule: M = II(V(K + L). @/’(Sp + 8 E)) L'exi-
stence d'une classe M jouissant de ces propriétés se déduit dans le cas
général du cor. 30 ou bien du th. 31; cependant, dans le cas particulier

envisagé ici, A cause des fortes hypothéses failes sur les classes K ot I,
la structure de la classe M est particulitrement simple, ’

Théortme 67. Si T=x,=K (o KCU(), $<p(a) e
Y<Sp(a) on o V(K). € (8, | 8% = gt

Démonstration. Daprés le lem. 65 il existe une classe I
vérifiant les formules:

(1) LV (K)- 0/(Syq+ Sk
et
2 L— Ny
Posons pour toute classe d’ensembles M :
3) FM)=1 | M-{-va [XeL et YeI),
4) GM)=1L .M.
Envisageons deux classes arbitraires M et N telles que
(6) Mee/T :i‘ S,w) et Nee/(T ‘T" 8oy
(6) F(M)=F({N) ¢ G(M)= G(N).
Nous allons montrer que
1 .
M fo'y[XeL e¢¢ YeN|CN.
Soit, en effet,
®) ZeM
et
9 Z=X+Y, ot XeL ¢t YeN.

R En vertu do (9) XCZ, d'oh selon (8) et daprés la def. 17
¢ T(2L). Comme, en raison du th, 21° et de ls déf, 16, (5) donne:
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T(M)(C M, on a ensuite Xe M, d'ot suivant (9) XeL-M; en
tenant compte de (4) et (6), on en obtient: X¢ .- N. Y appartenant
A N en vertu de (9), on a par conséquent {X, Y} (C N; comme en
outre {X, Y} < R, et {X, Y} =40, on en conclut que
{X, Y}e U, (N)— {0}, d'od, conformément & la déf. 20 (pour K=XN),
Z==3(X, Y}) e Z(Upp (N)— {0}) = 8, (V). Notons encore que
8, (N) C N (en conséquence de (6), du th. 21" et de la déf. 16).
On parvient ainsi & la formule:

(10) ZeN.
Il est donc prouvé que les conditions (8) et (9) impliquent tou-
jours (10); par conséquent, I'inclusion (7) se trouve établie.

Remarquons maintenant qu'en vertu de (6) et (4) l'inclusion
guivante se vérifie aussi:

€8)) M.(L+N)CN.
“Les formules (7) et (11) donnent: M-(L—}—N—{-XE[XGL et

YeN])C N; silon remplage dans (3) M par N, on en conclut que
M.F(N)C N, d'oh selon (6) M- F(M)(C N. Comme de plus, en

raison de (8), M F(M), on a finalement

(12) . MCN.

Llinclusion inverse: N (C M se déduit d'une fagon complétement
analogue; en la rapprochant de (12), on obtient doune Yégalité :

(18) M=N.

Nous avons ainsi montré que les formules (5) et (6) entrainent
constamment (13). Ce résultat peut étre évidemment formulé de la

fagon suivante: ¥ étant une classe quelcongue, st Me AT Sy -
E[F(X)= Y], Ne@ (T + Syw) f[ﬂ(X): Y] et G(M)=G{N),
X

on @ M = N; autrement dit, la fonetion G transfotme d’une fagon
biunivoque la famille &/(T + Sy - ){[E'[F(X): Y] en son image

suivant G, c.-i-d. en famille G(e/(T+ s,,(,,))-_g['mX)= ¥). Par

conséquent, ces deux familles ont la méme puissance:

(14) e/(T+ 8,0 -g{F(X):YJ=G‘<@f(T4'~SM)‘§[F<X>=1’1)-

Fandamenta Mathematicae T. XVL i8


Yakuza


274 A. Tarski:

Remarquons quen vertu de (4) G'(%)(C U(L) pour toute fa-

mille de classes J, d'ot selon (2) et d'aprés le lem. 100 G(or) < 2%,

Cette inégalité se vérifie, en particulier, pour %= /7T | S,a) -
. f [F(X)== Y], ce qui, rapproché de (14), donne:

(16) eA(T+ 8, - f[F(X) = Y] << 2" pour toute classe Y.

Conformément au th. fond. X (pour §=p(a)), on a

(16) /(T -+ 8,0) = 92,

dolt 2% < @/T + 8,,). En posant done dans le lem. 11°: [==F,
A=@Z’_(.T—|— Syw) e b=2" et en tenant compte de (15), on
s'apercoit aussitét que les hypothéses de ce lemme sont remplies.

Par conséquent, F(@/(T'+ 8,,) = /(T + 8,,), dott suivant (16)

{17 F(CAT + 8,,)) = 924,

Considérons une ¢lasse quelconque M de @AT -+ 8,@) En raison
de (1) et de (3), le lem. 66, si l'on y remplace K par M, M par
F(M) et § par p(a), nous donne: F(M)e C/(8,+ 8%,); i1 ré-
sulte en outre de (1), (3) et de Ja déf. 5 que KCLC F(M)
done que F(M)e V(K). Or, ce raisonnement s'appliquant & toute;

classe M de @/(T-{-8,,), on conclut que
(18) FAT +8y0) C VK) - €4Sy S5,

Conformément au th, 52% les inégalités: B< p(a) ot y<C »(a),
données par 'hypothése, impliquent que S, c S, et S, C 8 @y
d'ot 8% C 8%, (lem. 19°) et ensuite S, 4 Sk - 8y - S, (;’em. 1”3);
A 1-’aide du th. 21* (pour F==§g + 8% et G=8,, }- 8%.) on en
obtient: @/(S,q, - 8k, C @/(8; - 8%¥), d'ott selon (18)

(19) AT + 8,0) C V(K)- 08, + 83).

Or, les formules. (17) et (19) entrainent tout de suile:

V) - e/(Sg 1 8%) > g2v,
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Comme l’ihégalité inverse: V(K). eS8, —f—S;) < 92 régulte
immédiatement du th. fond. XI* (ou bien du th. 32), on a finalement:

V(K)- @{’(SB -+ 8) = 22%, e. q. f. d

On peut montrer par un exemple convenablement choisi que les deax
inégalités: B <Cp(a) et y<Cp(a), qui fignrent dans l'hypothése de ce
dernier théordme, sont essentielles; il s’en suit & plus forte raison que
Popération S¥ ne s’y laisse remplacer ni par §* ni par 7. Il semble,
par coiitre, probable, bien que je ne sache pas le démontrer, qu’il est
possible de remplacer Fopération S dans le th. 67 par € et de ren-
forcer ainsi le th. fond. IX.

Quant & Popération R,, un résultat analogue ne se laisse &tablir
pour elle que sous des restrictions supplémentaires, notamment dans la
forme da ihéoréme .

A Si T=x=K (o KECUQ), f<p(a) et 22%<x,,
on a V(K): C/(R, = 2%

La démonstration s’appuie sur le th, 55% et sur deux lemmes suivants,
qui se déduisent d’'une fagon analogue aux lem. 65 et 66:

B. Si E= Ray f<Cpla) ef 22%<OR,, il existe une classe L
telle que LeV(K)-C/(Ry) et T=1,.

C. 8i Ke@/(T+8,), Le@/(Ry) et M=K+L—}} fy[XeK
et YeL), on a MeCf(Ry)

Notons que la formule: g<C p(a), resp. y < p(e), est en tout cas
remplie, lorsque § =0, resp. y = 0; cette remarque permet de déduire
du th, fond. X et du th. 67 quelques corollaires que je ne formulerai
pas ici explicitement. Le cas’ plus intéressant est celui ol §, resp.
maz (B, ¥), est un nombre de 1 espéce et KR = a%-1, resp.
== a¥max(g,y)~1; & cause du lem. 4°, les inégalités en question sont vraies
aussi dans ce cas. En particulier, on obtient par cette voie le suivant

Corollaire 68. ) Si 1 est Uensemble de tous les nombres réels
(ou, d'une facon plus générale, un ensemble de la puissance 2%), on
,__..._..—_.-_"—'__d-_- uo
o AT 8)=2";
Yy i, en outre, K est la classe de tous les intervalles de nombres
réels (ou, plus généralement, une classe quelcongue de la puissance i

%
de sous-ensembles de 1), on a V(K)-@/(S, -} Si“)=222 .

18¥%
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Démonstration. Lorsque %,==2% le lem. 4° donne: <p(a),
dott 1 <Cp(e). Sil'on pose, par conséquent, dans les th. X et 67:
 Re=2% et f=1, resp. =y ==1, les bypothéses de ces théorémes
se trouvent remplies, et on obtient les formules cherchées.

Ce corollaire présente la solution des problémes qui m’ont été

posés par MM. Poprougénko et Sierpirnski?). Comme on

voit’ facilement, la famille ¥ (K)-.&/(S, —f—Si‘*), considérée dans le
cor. 68, coincide avec celle de toutes les classes d’ensembles inductives
au sens de M. Lusin?); la plus petite classe I de cette famille,

L=II(V(K)- /(8,4 S¥), est notoirement celle de tous les en-
sembles boreliens 2),

Il est & noter, au sujet des remarques faites sur le th. 67 (p. 275),
que méme dans le cas particulier de ce théoréme, 2 savoir daus le
cor. 68°, I'opération S¥ ne peut atre remplacée ni par §* ni par T’

ni par R, (car la famille V(K). 48, + 8*) =V (K). /(8,4 T)=
=V (K- C/(R,), ot K est la classe detous les intervalles, ne con-
tient qu'un seul élément, nolamment la classe de tous les ensembles de
nombres réels). Nous ignorons cependant, si I'on ne peut remplacer S¥
par €, c-a-d, si les classes d'ensembles de nombres réels, contenant tous
les intervalles, toutes les sommes des infinitds dénombrables et tous les

complémentaires de ses éléments, forment une famille de puissance 222%

Or, on pent renforcer le cor. 68" en y remplagant les opérations
S, et S¥ par des opérations queleconques d'une vaste classe que
M. Hausdorff appelle ds- (resp. od-) Funktionen, done p. ex par
lopération 4 de M. Souslin et son opération double 4* 3). Par une
extension convenable de cette notion de M, Hausdorf{ on parvient
méme & une généralisation du th. 67 ¢,

Les résultats obtenus jusqu'iei ne nous fournissent auecun moyen
d’évalue:r la puissance des familles @/(C + Sy), /(T + 8p),
es (S; + 8¥) ete. dans le cas ol le nombre 8 (resp. les deux
nombres § et y) est > p(a) x, désignant la puissance de l'ensemble
universel 1. Ce cas offre des difficultés tout & fait essentielles.
A vrai dire, nous ne pourrions aboutir ici i des conclusions défi-

) Cf. W. Sierpidski, Sur les familles inductives et projectives d'ensembles,
Fond. Math. XIII, p. 228,

%) Cf. p. 268,

) F. H ausdorff, Mengenlehre, 11 Aufl,, Berlin und Leipzig 1927, p, 89—93,

*) L'extension de certains résultats obtenus dans cet ouvrage aux opérations
de M. Hausdorff fera objet d’une note spdeiale (4 paraitre dang ce Journal).
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nitives que dans le cas ol les nombres envisagés § et y dépassent
non seulement p(z), mais aussi @; en effet, & la suite du th. 52
les familles ei question coincident alors avec celles qui ont été
examinées dans les th. fond. V—VII du § précédent, de sorte que
chacune de ces familles est de la puissance 2"#, Nous montrerons
dans la suite que le méme résultat se laisse aussi obtenir dans les
hypothéses plus générales: §> p(a), resp. y > p(e), & condition
toutefois d’admettre comme base des raisonnements l'hypothése H,
c-a-d. I'hypothése de Cantor sur les alephs, dont il a été que-
stion dans le § 1 (p. 193). A ce but, nous allons déterminer d'abord
certaines limites pour les puissances des familles examinées, sans
nous servir pour le moment de I’hypothése H.

Théoréme 69. Si T=y,, §>cf(a) et y>cf(a), on a
g < @S, | 5 < 22
Démonstration. En raison du th. 51° et du lem. 19*° on
a: SﬁCﬂS et S;,"C° s*C T, (1’01:1 Sp—|—S;*CT.+ S; par I'appli-
cation du th. 49 (pour F'== Sg—{-S;,“) on en obtient:
) 2% < @/(S, + 8.

Le lemme 2® (pour 4= 1) implique Iexistence d’une suite d’en-
sembles A, du type oy, vérifiant les formules:

e 1= 4,

. §<og0)
(8) 4, C 4,, lorsque E< < ®pey
et o
@ v A, <Ry pour §< O

M étant une classe quelconque d’ensembles, posons:
(5) F(M)—'—;ﬁt[5<w‘ﬂu) et XGM]-
(6) G(M)=M- Y U(4)

. ot

Soient M et IV deux classes assujetties aux conditions:

) Mee/(SyF8)) e Neo/Szt8),
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®) F(M)=F({N) et G(M)=GN);

nous montrerons que ces classes cotncident,
A ce but envisageons un ensemble arbitraire X tel que

@) XeM.
On conclut aisément de (6), (8) et (9) que

{10) la formule: X e 2 U(4,) entraine: X e N,
§<0gfa)

Or, admettons dans la suite que

1) X 52 U(4,).
§<aea)
On a évidemment selon (2):
(12) X=34,.%
f<ﬁ’9‘(u)
Soit £ un nombre ordinal vérifiant Pinégalité:
(13) . E < wq’(a)'
11 existe sans doute un nombre §, tel que
(14) ESE<og o 4y X— 34, X0,
7<é

car dans le cas contraire les formyles (3) (12) et (13) donneraient:

X =A§-Xe2U(A§), en contradiction avee (11).
§<ogqq)
En vertu de (5), (9) et (13) on a 4,.X
] & X e F(M), d’ob selon (8
4;-Xe F(N). En appliquant une fois encore la for’mule ) (po(ul?

M=N), on en conclut qu'il exi
= quil existe un nombre £, et un
satisfaisant-aux conditions: ¥ Freemble ¥

(15) gl < a)c/(a) et ‘A’El . X= A§’ . :Y’

(16) YeN.

| 11 résulte aussitot de (15) que

(17 = '
) Ay X=Ay Ay X=A, 4,7,
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Si Pon avait § << § < 0y, on obtiendrait de (3): A, C 4,
d'ot, en vertu de (17), 4, X =Ag X, 4, - X — A, - X =0, ce
qui contredit évidemment & (14). On a par conséquent, en raison
de (14) et (15), & << & < g, d'olt suivant (3) A, C4,; cette
inclusion, rapprochée de (17), donne: Ag - X==A4, - ¥. On en obtient
ensuite: Ag Ag+ X = A, 4, - Y; comme en outre, selon (3) et (14),
A;C 4, on a finalement

(18) © ApX=4,Y

11 est ainsi prouvé que pour tout nombre £ vérifiant l'inégalité
(18) il existe un ensemble ¥ remplissant les formules (16) et (18).
A laide de l'axiome du choix on peut done faire correspondre
d’'une facon univoque & tout §<C @, un ensemble Y assujetti
3 ces conditions; en d’autres termes, il existe une suite d’ensembles
B; (du type ) vérifiant les formules suivantes:

(19) A;» X = A, B; pour § << 0y
et
(20) Bge N, lorsque § < 0yay-

Toute suite d’ensembles croissants est, comme on sait, nne suite
convergente dans le sens de la déf. 7°, et sa limite est égale & I'en-
semble-somme de tous ses termes. Cela-concerne, en particulier, des
suites 4, et A;- By du type @), qui en raison de (8) et (19) sont
des suites d’ensembles croissants. D'aprés (1), (12) et (19), on a done

21 lim A;=1, lim (4, Bs)=X.
( ) E<0sfra) § §<w.;ﬂa)( ¢ §)

En posant dans le lem. 12°: F; = B, et G;= 4, (et en y rem-
plagant @ par o), on conclut de (21) que la suite d’ensembles

B.. lim A, est également convergente et qu'on a lim (B;- lim A)=
e, § § §
E<0cf(a) E<wefiq) §<0efq)
=1lim (A;+ By), d'ot lim B;=X. Conformément & la déf. Te, il
§<0efta) £<0pta)
g'en suit en particulier que X = lim B,, donc que
§<o¢Aa)

@2) x=J] 235

§wefta) Esn<oga)
En vertn de (20) on a E[f << 9 < wgq] CN; b cause de l'iné-
: i .
galité : B> cf(a), donnée par Ihypothdse, on obtient de plus sans
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peine: Z[E << 9 < 0] << Rt < Ng. A aide de la déf. 2 on en
conclutsﬂque la classe £ E<n<<wgyy appartient & la famille
Uz (N) et méme & la famille U‘3 (V) —{0} dans le cas ol &<y,
Par conséquent, 2,‘ B,=3 (BE;; <7 <wg)eI( Uy(N)—{0)),

§\<"7<‘°¢ﬂu)

done en raison de la déf. 20

(23) 2‘ B, e 8;(N) pour &< .
§sn<wgna) :

Or, en vertu de (7) et du th. 21® ona N¢ @/(Sp), d’'od suivant
la déf. 16 85 () C N; en rapprochant cette inclusion de (23), on
en déduit;

(24) 2 B, e N pour £<<awyy,.
§sn<acfq)

Par un raisonnement analogue (b cette différence prés qu'au
lieu de (20) et de la déf. 20 on a recours & la formule (24) et an

23,7 €N, qui donne

§<oga) S<sn<ogay

th. 53) on parvient & la formule:

selon (22):
(26) XeN.

La formule (26) est ainsi établie dans I'hypothése (11). Or,
d'aprés (10), cette formule se présente aussi dans I'hypothése con-
traire; par conséquent, elle est généralement remplie,

Il est done prouvé que la formule (9) entraine (26), quel que
soit l'ensemble X; ce fait peut 8tre exprimé tout court par linclu-
sion: M(C N. Comme Pinclusion inverse se laisse établir d'une fagon
complétement analogue, on a finalement

&n M=XN

Nous avons ainsi démontré que toutes deux classes M et N
qui remplissent les formules (T) et (8) vérifient également l'iden-
tité (27). Ce résultat peut étre évidemment resumé daps la propo-
sition suivante: ¥ étant une classe quelconque, si M ¢ CACT —F—S;)-
g[l"(X)= Y], Ne @/(SP +8) g [F(X)=Y] e G (M) =

=G(‘N—): ona M=XN.
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Par conséquent, la fonetion G transforme d'une fagon biunivoque
la famille @/(Sg-+ %) E[F(X)=) en son image S
X

« E[F(X)= X)), de sorte que
X

(28) @/(8y+587) }E[F(X):Y] = G(e/(S,+5) : YE[F(X):: Y)

Remarquons qu'en vertu de (6) on a G (M) CZ U(4;) pour
§<‘°qﬂ’a\
toute classe M, donc G (%) U(sz(Ag)) pour toute famille

o e
de classes & et, en particulier,

(29)  G(e/(Sy+ 8% E[FX)= ¥)C U(ZU(AQ).
X E<@gfa)
Or, le lem. 10* donne: U(A§)<2T§, d’oti en raison de (4) et

de la déf. 4 U(4,) << 2% pour tout § < wy, et, par conséquent,

P ) . 1
Z'U(Ag)gz' U(4,) << 2%Rye Comme de plus, d’aprés les

E<@efla) E<oga) ) )
lem. ¢ et 12, 2% 2= 8, 2= Rypy, done 2% - R4, == 2%, on a ensuite

ZU(A;g 2%, En appliquant une fois encore le lem. 10%, nous

§<0eA)
en obtenons:

(30) U(Z‘ U(Ag)) <ot
. E<ogffa)
On déduit facilement de (28)—(30) l'inégalité:

(31) /(8- S¥)- EFX)=Y]< 22
En posant dans le lem. 11°: f===F et A= &/(S; + 83), on

conclut de (31) que

(82) e/8; + 8)) < F(€/(Sg -+ Sy)) - 22%.

Il résulte d’autre part de (5) que F(M)(C 2' U(4y) pour
§<0eAq)
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toute classe M, donc que F(o¥) CU( 2 U(A;)) pour toute famille

é‘(m”[a)
&, d'oh, en particulier,

(33) Flea(S,+ 82 C U(ZU 5))
E<wgn)
Les formules (30) et (33) entrainent aussittt: 17((9/’(;5’ﬁ 83 <<

< 22%, d'olt selon (32) €/(S, +S*) 228, g2¥x — 9% 8 (p, QM
étant un nombre transfini (en vertu du lem. 5), on a 2% .2 — 2%
ef, par conséquent,

34 e/(S; I %) < 2%,
~ En rapprochant (1) de (34), on. obtient enfin la formule cherchée:
2L @ (S, T 5p) < 22,
Théoréme 70. S 1=y, et f> cf(a), on a
v) g% < @/ 1'+sﬂ) == @41’* + 81 << g2
) 2e<eAs 1 8y =eAT* L 8hH < 22“a

Démonstration. Daprés le th, 51® et le lem. 19° on a:
C’-—{—SgCC—}—S ot Sg +S CS+S*CT*+ S*CT*+ 8%
d’ott en vertn du th. 21‘

(1) es(cf 8)Cer(0+ 8))

et

@ AT §8)C T+ SpC s+ Y Cerls, b 5%
A cause du th. 50 on peut appliquer le th, 28", en y posant:

F==83; on tire: e/C+ 8p) = e/ C+ 83 +S ), donc en

raison du th, 21® (pour F==Cet == Sp +J S*) @/(C+ S@)—-
= e/(C)- @/\SB +S )- Par conséquent,

3) e/(C+ 8p)C eS8yt 8%).
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A laide des th. fond. V et VII on déduit facilement de (1) ot
(2) les inégalités suivantes:

@) o <<e/CcF 8p) et 2 < er(T* 4 < er(S + S%).

De méme, en raison du th. 69 (pour y == B), les inclusions (2)
et (3) donnent:

®) e/(CF8,)<2¥ o eT*I %<

erS + 8% << 9.

Il résulte du lem. 19%° que [7' ;] *—LT*—i—S* et que
s+ H *—“-S*+S‘3, en appliquant done & deux repnses le
th, 33, on conclut enfin que .

(6) @(T+ 8)=0r/(T* 8% et &(8-+ 8F)=e/(8*] 8.
De (4)—(6) on obtient immédiatement toutes les formules
cherchées.

Théoréme 71. Si T==y, et § > cf(a), on a
Y 2% < BA(R,) < 22;

v 2 @ACF Ry) < 22%;

9 % < QAT 4 R,) = O/(T* - Ry) < 22%
3 % L /(S I Ry) = @/(8* + Ry < 92%.

Démonstration est en grands traits analogue & celle du thé-
ordme précédent. A Taide des th H5% 51°, 42%" et des lemmes du

§ 2 on établit sans peine les inclusions: 6+S*CR5CS*+
+ R,C T R,C 8T et 8,4 83C O+ R,C O} 58*%; par
I'application du th. 21* on en obtient:
(1)  @/ST)C AT+ Ry)C C/S*+ R)C e/(R)C &/(SF87)
et ,
) er(C 4 88%) C e/(C+ B,) C e/(8, + 8%)

D’aprés les th. 244, 42+° 36" et le lem. 19, on a @/ (8T)=
= /(8 -} T) et @/(88%) = @/(S+ 8*); en raison du cor. 22 et
du th. 28 cette derniére formule entraine: eric+ 88% =
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=e/(CF 84 8%= /(€] 8). A Inide des th, V et VII nous

en concluons que

6) @/(8T) = €/ C | §8%) = 2%,

Suivant le th. 69 on a en outre:

@) (S, + 87) < 92

Les formules (1)—(4) donnent tout de suite:

6)  2e<eATT B) <eAS* T By < 0/(R,) < g2
et

®) P @AOF R, < 92,

Tenant compte du th. 55 et appliquant le th. 33 et le lem. 19¢,
on parvient ensuite aux égalités: .

() eAT+ R)=er(T*T By) et €/(S+ Ry = er(8* I Ry).

En rapprochant (7) de (5) et (6), on obtient les formules cherchées.

Nous avons examiné dans les th, IX—XI et 69—71 1a famille

CH(T+ ;) et les antres familles analogues dans les deux cas suivants:
<< R(a) et 8 >¢f(a) (N, étant la puissance de 'ensemble 7). Par contre
ces résultats n'embrassent pas le cas on p(a) <B<<cf(a); dans ce
d‘ermer ¢as nous ne savons ni évaluer les puissances des fam,illes con-
sidérées, ni méme &tablir pour elles des déliminations qui soient inté-

re o 1 . e e .
ssantes (&1 l'on néglige les délimitations assez banales qui résultent

du th. £9: 2"“<_@/"(T+Sﬁ)<22““). En particulier, il n’est pas élucidé
Jusqu'a présent, si on peut généraliser les th, 69—71, en y remplagant
partout ¢f (@) par p(e), bien que ce probléme ne nous semble pas dé-
pourva des cpances. Cette lacune dans les résultats acquis jusqu'd pré-
§en't ne se lalsse'combler qu'a Paide des raisonnements faisant appel
a lhypotl‘l)ése H, étant donné que (comme nous I'avons déja montré par
le lem. 9%) cette hypothése exclut le cas of ple) < B < cf (a).

Théor(?me fondamental XII. L'hypothése H entratne les congé-
quences suivantes:

Si 1==Na et 8> p(a), on a
) @40+ 8,) = g¥a,
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Y) @/(TF 8, = C/(T* T 8%) = 2,

%) @48 + 8F) = eAS* L 8, = 2%,

%) 8i en outre y > p(a), dlors @£(S, + 8¥) = 2"

Démonstration. Il suffit de rappeler qu'en conséquence de
I'hypothése H on a les formules: cf(a) = p(a) et 2% = x, (lem. 9*?),

et d'appliquer ensuite les th. 69 et 70.
D'une fagon analogue on déduit du th. 71 le

Théordme 72. L'hypothise H entraine la conséquence suivante:

Si T=n, et f>>p(a), on a O/ (Rp)= @/(C—Q{—Rp).-_—_@ (r+ R))=
=@/ T*+ Ry) = @/(S+ R)) = e/(8* Ry =2%

Il est intéressant d’examiner les difficultds auxquelles doivent se
heurter nécessairement ioutes les tentatives d'éviter 'hypothése H dans
les démonsirations des th. XII et 72,

Supposons, en effet, qoe nous réussimes de démontrer une de ces
formules, p. ex, le th. XII’, sans cette hypothése. Nous obtenons comme
cas particulier (pour ¢ = @ et §# =1) la proposilion suivante:

A 8iI=-g,, on a @/(TH8,)=2%.

Admeltons ensuite que I'bypothése ordinaire du continu: 2%=g,
soit vraie. En vertn du théoréme connu de M. Bernstein?), nous au-
rons alors pour tout nombre ordinal a tel que 0 <<a<Cw les égalités:
Koo g o o= R, =N, done, par suite du lem, 4°, p(e) < 1. En po-
sant: f=1 dans le th. X, on obtient par conséquent:

B. Si 2=y, et 1="1,, ot 0<<a<<w, on a @(T+8)=22".
La proposition B peat &tre généralisée facilement comme il suit:

C. Si2%=<y, e A=R§, ot 0< a<<o, ona
UU4) . AT+ 8,) = 22% ).

1) Untersuchungen aus der Mengenlehre (Inaugural-Dissertation), Halle
a. 8, 1901, p. 49 (ou Math. Ann. 61).

3} Au fond cette ,généralisation” est illusoire, ear la proposition C ne con-
stitue qu'un autre énoncé de la proposition B, J'ai eu, en effet, oceasion de men-~
tionner ici plus d'une fois (p. 183, 212) que le symbole 1 joue dans cet ouvrage
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Prenant pour 1 un ensemble arbitraire- de la puissance 8, et consi-

dérant son sous-ensemble quelconque A de la puissance ¥, ol @ < w,.

on déduit des propositions A et C la conséquence:
D. Si 2%=y, ¢ e <o, on a 22 e of 22 Mo,

Or, loutes les tentatives d'établir & l'aide de 'hypothése ordinaire
du continu les inégalités semblables a4 celles qui constituent la thése de
la proposition D se sont terminées jusqu'd présent par un échee complet.

On doit donc considérer comme peu probable que la proposition A.

ef, par conséquent, le th. XII" soient démontrables sans Lhypothése du
continu généralisée,

Jai signalé dans mes notes antérieures 1) que certains résultats acquis
& Vaide de I'hypothése H se laissent établir sans elle, & condition toute-
fois de restreindre le domaine des nombres cardinaux considérés 3 un

systéme, d'ailleurs assez vaste, des nombres N, définies par recurrence-

comme suit:

Rom = Ro; By == 2ala— pour a de 1™ espéce;

Rt =2' Ry pour o de 2™ espéce, a == 0.
£<a

Or, la sitoation est encore la méme en ce qui concerne les th. XII
et 72: toutes les formules de ces théorémes peuvent &tre établies sans
I'hypothése H & condilion que  soit de la forme & = 7(a,), on o, est un
nombre de 2™° espéce. En effet, on peut montrer alors que p(@) ==
=cf(a) =cf (&) et que 2% =R, %); or, ce sont les seules conséquen--
ces de I'hypothése H qni interviennent dans la démonstration du th, XII.

Observons encore que, comme nous l'avons montré dans le cor., 63,.
toutes les familles de la forme @/(F') ol ¥ est une opération assujettie
alinclusion: F & T'S,, done en particulier une opération semi-additive
au dégré f et intrinséque, ont la méme puissance, & savoir 224 dans
Phypothése que < p(@) (N, étant la puissance de 1). Par contre, dans.

le role d'un signe. varinble dénotant l'ensemble de tous les individus considérés.
dans un théoréme donné,

11 est peut-stre superflu d'ajouter que de la méme facon qui vient d’atre em-
ployée pour ,généraliser* la proposition B se laissent pgéndraliser® tous les théo-
rémes de ce mémoire concernant la puissance des familles de la forme @/(_F)
ot F est une opération intrinséque quelconque,

1} Quelgues théordmes sur les alephs, Fund, Math, VII, p. 9—~10; Sur la
décomposition des ensembles en sous-ensembles presgue digjoints, Fund, Math, XII,
p. 204, et Fund, Math. XIV, p. 213,

%) La premiére de ces formules résulte du th, II, évoncé dans ma note pré-

citde de Fund. Math, VI, p. 9; la seconde présente une conséquence facile de la
définition des nombres Nr(a)e
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le cas de §#>> p(@) les familles du type considéré n'ont pas les puis-
sances égales. On peut indiquer, en effet, comme exemples des opérations
I semi-addilives an dégré § et intrinséques les opérations 7, Sy et 83
d’une part et les opérations '} S, S,1 8%, R, et T R, dautre

part; or, on aura dans le premier cas @/(F)=292% (th. I, VUI) et
dans le second @/(F)==2% (th. XII, 72).

Pour terminer il y a lieu de dire quelques mots sur certaines opé-
rations qui viennent se lier & celles.examindes dans ee § Clest une
généralisation de la déf. 20 qui est & mentionner avant tout. Introduisons
notamment Popération Sy, définie par la formule: Sy (K)= E [XCK

2(X)

et 0 <X <<Db]Y). Si b est un nombre transfini, 3 savoir b=1g, Lopé-
ration Sy, coincide avec Sy; par contre, dans le cas de b fini nous
sommes en présence d'une opération nouvelle. Cependant cette générali-
sation est dépourvue de valeur an point de voe de ces considérations:
car pour b<C2 lopération Sy est banale (S (K)= Sy(K)=0
pour toute classe K, Sp===1T); si, par contre, 2 < b <{ &y, on constate
facilement que @F(8) = C/(S,.

Ensuite c’est Poperation B, , définie par la formule: B, (K)=
= I(V(K)- &/(S; 3 S3)), qui mérite Pattention. La classe B, (K)
est done la plus petite classe contenant la classe K et close par rap-
port aux opérations S, et S;‘j (ef. p. 272, 276); on pourrait I'appeler
classe d’ensembles boreliens formés de la classe K, additive au dégré §
et multiplicative au dégré y. L'opération By, a été éludie jusqu'a pré-
sent surlout dans le cas ot f=y=1, ol elle coincide avec 1'opé-
ration borelienne habituelle, et de plus dans le cas: B=y=0 et
=2, y=1%). Au point de vue de ces recherches cette opération est
encore sans grande importance, & cause de la formule facile & établir:

@/(By,) = €8z + 8;).
§ 7. Opération D. Classes d’ensembles soustractives,

L’opération D consiste & ajouter & la classe d’ensembles donnée K
toutes les différences des ensembles appartenant & cette classe; les
classes d’ensembles closes par rapport & cette opération s’appellent
classes soustractives.

Définition 22. D(K)::K—{;E[Xel( et YeK].
Parmi les nombreuses propriéiés élémentaires de I'opération D

je ne cite ici que celles qui seront utilisées dans la suite.

1) Cf. 'article de MM, Ko#niewski et Lindenbaum, cité icip. 249, note 1),
2) Cf, p. 254, notes 1), 3.
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Théoréme 73. *) D e, donc DeYg.et DeM;
» IC D;
°) D(0) =0;
Y DC T

) DC ST+ o
5 88 C Y D

Isv<p

9) S*C DSD e, plus généralement, Sf - D8y D.

Démonstration. Les formules *)—?) résultent presque im-
médiatement de la déf. 22 et des définitions précédentes.

Pour établir la formule °), observons que tout ensemble de la
classe donnée K et, en vertu de la formule bien connue: X — Ve
= X-(I—Y), méme toute différence de deux ensembles de
cette classe se laissent représenter comme produit de deux, done
de moins que &, ensembles de la classe K —f—ll%’, [Ye K]. Daprés

la déf. 22 et le th. 53, on a donc D(K)C 85 (K + E[Ye K)),
-y

d’olt on obtient aussitdt, 4 'aide des définitions du § 2, linclusion
cherchée: D (- S*[I L 0.

*) La formule: X . Y=X— (X — Y implique que X-Ye¢ DD(K),
a condition que X ¢ K et Ye K. En raison de la déf. 10, on en

conelut par une induction facile queﬂXgeD""’ (K), lorsque » <<
1sé<sp41

ot X;e K pour 1<<E<Cv 1. Or, par suite du th. 53, ces en-

sembles ]IX§ forment la classe S#(K); on a done SFE)C
1sisy4l

CZD”(K), don S C°2D", e qfd
Isv<o lsv<p
La formule ¢) s'obtient d’une fagon analogue & la formule °), en
sappuyant sur la transformation connue de PAlgébre des Ensembles:

I(K)=X — z' (X —Y) pour tout X ¢ K, ot en faisant appel
Ye K '

?. la d.éf. 1‘8 et au th. 44, resp. (en ce qui concerne’ la deuxidme
inclusion) A la déf. 20 et au th.53. II est & remarquer que dans la
démonstration de cette deuxiéme inclusion on a en outre recours
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au lem. 11* (pour prouver que .—Eﬂ[?ef gf), done, indirecte-
XV

ment, & axiome du choix.
L'opération .D¥, double de D, est caractérisée par le théoréme
suivant, qui résulte facilement des déf. 14, 15 et 22:

Théoréme 74. D*(K) =K+ E [XeK et YeK).
(1—X)+Y

Cette opération consiste done & ajouter & une classe d’ensembles K
des quotients des éléments de cette classe, en entendant par quotient
des ensembles Y et X Pensemble Z = Y:X=(1 — X)+4 ¥.

A cause du lem. 19 les propriétés de l'opération D* se dédui-
sent immédiatement de celles qui leur correspondent pour I'opé-
ration D et qui ont été formulées dans le th. 73. On a en outre

le suivant

Théoréme 75. € - .DD*

Démonstration. Considérons une classe quelconque K. Soit
XeC(K), done X=1—17Y ol YeK (déf. 14), dol en raison da
th. 74 Ye D*(K) et 1=(1—Y)+ Y¢ID*(K); par conséquent,
d'aprés la déf 22, X =1 — Y e DD*(K). Il s'en suit que C(K)(C
C DD*(K) pour toute classe K, dope que C CDD* cqfd

Je vais indiquer ici quelques propriélés des opérations I et D¥,
omises dans les théorémes précédenis. Le th. 73* peut &ire renforcé

comme il suit: I2(Y) ==2D(X) powr toute classe d'ensembles ¥,
XCYet X5

doty, en particulier, D( X+ Y+ Z)= DX+ Y)+ D(X4Z)4-

~+ D (¥ -+ Z) pour toutes classes X, ¥ et Z. On 2 ensuite les théo-

rémes: si K0, alors 0e D(K) et 1¢ D*(K); si 1e K, on a

C(K)C D(K); si 0¢K, ona C(K)CD*(K); DC TC; DCC
CD+C; CCD*D (la formule »doublec de celle du th, 75);
DSS*C 88*D, D[S, 8¥]C 8,8 D, D[S, S;1C 8} 8, D
ot DR, R,D; S*DCD[S- §*]et,en général, S DCD[S,+ S%];
DE)<< K —}—(f)a‘ Il est enfin & noter que M D (K) est une classe

d'ensembles disjoints, quelle que soit la classe K (cf. déf. 19).
Au lien de l'opération I, on considére d’habitude l'opération D),

déterminde par la formale: Dy (K) :xEy[XeI( et YekK), et on dé-

Fundamenta Mathamaticae, T. XV1. 19
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signe la classe D (K) par K, '). Les opéralions I> et D, sont lides
par les relations trés étroites, p.ex.: si O¢ K, on a D(K)= D, (K);
DD,==D} ¢ D, D=2=D; D=2=D, I Celte dernitre égalité
donne: @A D)= &/(D,), de sorte qu'il est indifférent au point de
vue de ces recherches, laquelle des deux opérations 1D et I», en sera
- choisie pour I'objet (comp. le th. 28" et remarques qui I'accompagnent).

Parmi les auntres propriétés de ID, citons enfin les deux suivantes:
D, == D, C et Di= D, D¥

Je passe aux familles des classes closes par rapport aux opé-
rations D et D* et aux opérations de la forme F—J:—D, F—;— D*

et 4 DJ D* ot F est une des opérations examinées dans les
§§ précédents. Cette étude est considérablement simplifiée par cer-
taines identités qui existent entre ces familles et que je vais établir
au préalable.

Notons que les classes de la famille @f(Sﬁ—i-I)) ont été éludides
déjd, bien qu'd un point de vue différent, par M. Hansdorff, qui les
appelle Korper dans le cas ol B== 0 et erweiterte Kirper dans le cas
général ).

Théoréme 76. €/ (D) es(S¥), e/(D*) C eA(S,).
Démonstration. Tenant compte du th. 73¢ et appliquant le

th. 21% on obtient: @/(2'])" C @/(8¥F), d'ol en raison du th. 21*:

pESTY .
(1) [l e C exsy.
1sv<o
D’uutre part le th, 25 donne en vertn du th. 73
#)] /(D) = €4 D) pour 1 v < w.
Il résulte aussitot de (1) et (2) que
@) e/(D) C e (8¥),

dot C(@AD)) C C(@/(S¥); b aide du th. 26 on en conclut que
&(D*)C @(8¥*), et on a done d'aprés le lem. 19%:

4) , e\ D¥) C e/(8,).

') Cf. le livre de M, Sierpifaki, p. 118, cité ici p. 264, note 2,
?) Cf. Hausdorff, Mengenlehre, Il Aufl., Berlin und Leipzig 1927, p. 78--83,
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Les formules (3) et (4) constituent le théoréme, qui se trouve
ainsi démontré.

Théoréme 77. *) @/(C-} D) = e/(C+ D% = et (LD 1 pY=—
= @/(D+D¥ = e/(C + 8);

") @A C{-D{H) = e/(C{ D*{ H)= e/ C{ DL D* | H)=
= @/(D—{o— D*-F— H) = e/(C+ 8, —{D—H) pour toute opération H.

Démonstration. *) Daprés les th, 28" et 732 on a
(1) e/(C+ D)= es(0+D*) = es(C4 D § D*.

Le th. 21" (pour F == C et G == D4 D* donne: e/(C+
4+ D+ DYy =er(C). /(DL D*), don
(@) es(0 4+ D+ DY C er(D + D).

Comme D*C D -} D*, on conelut du th. 21 que &/(D{D*C
C @/(D¥*), dane, en raison du th.' 76,

®) . @D+ DY Ces(s,).

Les inclusions: @/(D | D*)C e/(DD¥) et &/(DD*(Ce/(C),
dont la premiére résulte des th. 24* et 73" et la seconde se déduit
des th. 21* et 75, donnent comme conséquence immédiate:

) e/(D- D* C es(0).

Les formules (3) et (4) entrainent: €/(D -fD*)C @/(C)- e/(S,),
d’olt, suivant le th. 217,

) e/(D + p*) C e/ C+ 8.

En appliquant une fois encore le th. 28 et en tenant compte
du th. b0* on obtient:

(6) e/(C+ 8) = er(C -+ 8¥).
Le th. 23" (pour F'= C+ §#) implique que €/(C 8¥) =
= @/(I + O 8% = e/(8* } [T+ C)). En vertu de Pinclusion

évidente: T(C I+ C, on conclut du th. 24* (pour F === 8% et
19+
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G=TI{C) que e/(S¢A [T+ C)C er( 8¢ I+ O). Par con-
séquent,
(M e(C+ SHC e/ O).

A Taide du th. 212 on déduit du th. 73° Dinclusion :
e/(S¥[I+ C)C e/(D), qui, rapprochée de (6) et (7), donne:
e/(C+ 8,)C e/(D). En appliquant & deux reprises le th. 21%, on
en tire facilement: @AC-|8,)=eAC 4 [C+ 8,)=e/(0).
« A0 - 8,) C e/(C) - e/(D) = e£(C | D), done

8) e/C+ 8,) C es(C+ D).
Les formules (1), (2), (b) et (8) entrainent tout de suite I'iden-
tité cherchée: :
e/(C+ D)=e/(C+ DY = e/ 0{ D{ D =c (D D¥) =
=e/C+8), c qf d

’) se déduit sans peine de ) par I'application du cor. 22,

Comme cas particuliers du th, 77" citons les identilés: :
e/C+8;+D)=e/(8,4- D} D*) = er(CL8,), e/(Cf8{ D)=
= @/(C+8) ete.

Corollaire 78. %) @/(7'+ D% = e/(T*} D)= e/(C { T);
") &(T+D* Hy=e/(T*+ D 4 H)= e/(C{ 1 H)
pour toute opération H.

Démonstration. *) En posant dans le th. 77%: H = Z, resp.
H == T%*, on obtient:
1) eA(C+DILT)=e/DI D" 1)t e/(C D* 11—
= &/(D34 D* 1 T*). '
D’aprés le th. 3% et lo lem. 19° on a DC T et D* ¢ o,
done T+ D == T et T* D* = T% e qui permet de simplifier
les formules (1) commie suit :
@ eACtTi=e/TE DY o er0fTY—= e/T*} D).

Or, en rapprochant les égalités (2) du th.41% on parvient aussitét
4 la formule cherchée.
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®) résulte immédiatemént de *) en raison du cor. 22.

En tenant compte du th. 41, on conclut du corollaire précédent que
la famille @/(T' -+ D¥)= €(T* -4 D), de-méme que toute famille de

la forme @f(T—«}n—D*—}n—H)——-: @(’(T*-LD:}’—H), ot H est une
‘opération quelconque envisagée dans cet ouvrage, ne contient que demx
é&léments, & savoir 0 et U(1).

Théoréme 79. %) Si §=>7, on a @/(S,-D)= e/(8, 82 D)
et ©(83 + DY=e(8,+ 8%+ DY;

v @/(SH-D)=e/(S+8* 1 D)y=er(S-1 83} D) et e/(8*F D)=
=e/8- s*f DH=e (8, | 8* 1 D).

Démonstration. *) En raison du th. 52° et du lem. 19°, on
a §;C S}, dol en vertu du th. 73¢ S;*CDDS‘,D; 4 Paide du
th. 21* on en conclut que

Q) e/(D 8, D) e/(83).

En posant dans le th, 24%: F'==D et G==5,D et en tenant
compte du th. 73% on tire: (‘?f(D—Iu—SﬂD)C @/(D §; D); com-
me, de plus, (D -} 8, D)= €/(D)-€/(S, D) d'aprés le th. 21",
on a: :

@) /(D). e/(8,D) C /(D 8,D).

Le th. 24* donne encore en vertu du th. 78%: @/(Sﬂ—r-D)C
C ©/(8,D); il résulte en outre du th. 21* (ou 21*) que @f(Sp‘F‘—D)C
C @/(D). Par conséquent, ‘ :

® /(8,4 D) C e/ D)- e/(8, D).
_ Les inclusions (1)—(3) entrainent aussitot:
@ e/(8, + D) C e/(8})

Or, le th. 21° implique que @/(83-}-854-D)=e/(S)- et (8;+D);
en le rapprochant de (4), on obtient la premiére formule cherchée:

/(8,4 D)= e/(8, 4 83 + D).
D'aprés le cor. 27, il s'en suit que & (8; + P =
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= @/(|8,+ 8%} DJ*), dot l'on déduit & Paide du lem. 19>¢ la
-seconde formule:

e/(8t 4 D*)=es(8,+ 83+ D*), o q f d

®) Soit §, la puissance de l'ensemble universel 1. Posons: 8 =
=max (@4 1,9), doit f2=y. Les formules ®) qui viennent d'étre
établies donnent alors:

® e, 4'-1» = e/(8 +s*+1)) = e/(8;,+ 8 D) «
e8¢+ DY =en8, -85 + DY =8, +s*-1-1)*)

Comme, en vertu de la définition de B, on a 3 < Mg, le th. H1¢
entraine: §;===§ et, par conséquent, 8% ==8* En remplagant done
dans (5) §; par S et.S7 par 8% on parvxeut; aussitot aux identités
cherchées.

Le théoréme suivant nous permettra de résumer dans la suite

(& la fin de ce §) d’'une manitre bien claire tous les résultats acquis
dans cet ouvrage.

Théoréme 80. Soit & la clusse composée dopérations C, T, T,
8, 8* et de toutes les opérations Sy et 8, (§et n étant des nombres
ordinauz arbitraires); soit £ la classe forme’e d’operatzons C’ T,
T* Of T et de toutes les opérations Sg, S,?, c+ Sg, 1'-|- 8,

T*185, 8483 S4D% 8:4D, 818D et S }8+ 1 D*

Eetn arbztrazres) On a alms

E [Fe€®)= E [Ge4]
/(I e/(@)

Démonstration. Considérons une famille arbitraire 52 telle que
) . &e E [FeG(R)
e/(F)

Conformément & la déf. 11%, (1) implique l'existence d'une classe
d’opérations &, vérifiant les formules:

@ - @/( 2 &),

GG@I
) G,C8 ¢ & 0.

Or, nous allons prouver qu'ils existent une classe d’opérations &,
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ot deux nombres ordinaux § et y qui remplissent les conditions
suivantes:

) Je=3¢
GE@, GE@I
(®) 6, C{C, T, 1% 8, 8%, D, D*} et G, 0.

11 résulte, en effet, de (3) et de I'hypothése du théordme que @,
ne contient que les opérations C, 7, T%, 8, 8% D, D* ainsi que

- les opérations de la forme §; et S;. Les opérations S et 8% peu-

vent étre représentées sous la forme de Sj, resp. 7 (puisque, X, étaut
la puissance de l'ensemble universel 1, on a d’aprés le th. H1%:
§==8,,, et S*==8¥,); cest pourqui on peut les négliger ici.
Soient maintenant ,, resp. &, la classe de toutes les opérations
de ®, qui sont de la forme S, resp. Sy, et A, resp. 4,, len-
gemble de tous les indices £ resp. 7, de ces opérations. Posons:
f=sup(4;) et y=sup(4); ©,=6,, lorsque &=0=";
= (6,— &)+ {5, o), lorsque FE0 et F=0; G, =(6,—F)+
—+{87} lorsque F=10 et §, 0, et enfin &, = (G, —F:+T)+
+{S;, 83 S 30 lorsque =0 et &, 3=0. Il résulte du th. 52* que

Sﬂ¢2G pour & =0 et de-méme (en vertn du lem. 19%) que
GeF,

S¥ —‘—2’0 pour F, 0. On en déduit sans peine Végalité (4)
GG%,

et on conclut tout de saite de la définition de &, que cette classe

vérifie aussi les formules (5).
Notons & présent les identités suivantes qui existent entre les

diverses familles de la forme €/ ( ZG—) o' @ est une sous-
) Ge®
-classe de {C, T, T*, 8,;, 8%, D, D*}:

6) eA(T)= /T 8% = e/(T4D)=e/(T+ 8} + by,

M e (T+8)=er T+ 8+8H= e (T+8,+ D)=
— er(1+ 8,4 83+ D);
® enrt)=er(r*t8)=e/T*+ p¥)=enT* L 8,1 D¥;
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©) e/r* I 8 =e(r*+ 8, 85 =en1*+ 83 L D)=
= e/r* 4 8, & 83+ D);
10) e(cdT)= @f(o.i- 11+ ¥ G) = o/ 0} T%_;_Zgr)__
Ge§ Ge®
= @t’(T—f- T# —|—2G) = @/(T—f— I)*—}—ZG) —
Ge® Ge®
= @((1‘* +p —T—Z G’-) pour toute sous-classe & (vide ou
Ge®

non) de {C. T, T*, 8,, S D, D¥};

1y es(C -}— 8,) = C/(C’-|-— D)= @/ C—}—D*) = @f(l)-f— D¥) =
= e/(C 4+ D § D¥);

(12) @/’(C—I-S) =esC+ 8,4 D) = @f(0+S + D =
= C/(8, —}—D—l—D*) = @/’(0—1—6’ 3 D—}—D*)

(13) @/’(C’—i—S )=e/C3-8 H= @/(C+S*+D) @f(O'—}—S’"—Q—D*)—~
== @/(S*-{—D-{-D*) = e/(C+ S*+ D4 DY),

A4 €(OF Spuy,) = (OL 8,487 = er(04-8, 53 +-D) =
= e/ (C+ S‘g-l- S*—f—D* = €/ (8, +S*—|—D +D*) —
=e/0+ 8+ 82+ D{ D),

(15) eAD)=er(S:- D) et @f(D*) = @8, D*);

(16) es(8; + D)= eS8, 85+ D) o er(s¥ i p¥) =
—er(s, 4 8%+ DY, ’

On démontre ces formules comme il suit:
Les identités (6) (9) résultent des inclusions: S*C T, DC.T
{,CT" et D*C T* (th. 51% th. 734 lem. 19ve) qui en verta du
lem, 13 entrafnent les égahtés T=T4 S*—“—T-—i— D et de-

-méme T#=o=T* | Sy == = T% | D+,

Pour démontrer la formule (10), il est & noter que pour toute

opération G de la classe {C, 7T}, T* 8y, 8%, D, D*} on a Q(0)=0
(lem. 18% et 19% th, 36¢, HO° et 139); 11 en résulte d'aprés la déf. 9°

que l'on a aussi [2 G] (0)=0 pour toute sous-clasie & de cette
Ge@
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classe. En posant done dans le th. 41° et le cor. 78°: H———-ZG
Ge®
et en appliquant le th. 41% on obtient la furmule cherchée.

Les identités (11) sont établies dans le th. 77= En posant dans
le th. 77°: H=2=8, et en tenant compte de l'inclusion: &, CS
(th. 52%), on parvmnt & la formule (12). Les formules (13) et (14)
s'obtiennent d'une fagon tout & fait analogue (H == §¥, resp. H==
=== 8 -l—Sy) mais on aura soin de remarquer qu en raison des
th. 28b et 50* @f(C—}—S —-@/(C'—{— 8%), d’oli, en vertu du th. 52*
et du cor. 22 (pour F—“—C’—{—S G— C’+S* et H==8,),
O+ Spunp) = #(C+ 8, 8) = es(c } 5% 1 8,

Les égalites (15) se dédulsent sans peine des th. 76 et 21*
(pour F==8§ et G'===D), resp. pour F==8, et G===1D%). Enfin,
les formules (16) ne présentent que des cas particuliers du th. 792

Or, on s'apergoit sans peine qu'en conséquence de la déf. 9»°
et des identités (6)—(16) qui viennent d’étre établies, toute fa-

mille de la forme @/’(2 G’), ot @ est une sous-classe non-
, Ge®

-vide de {C, T, T*, S;, S¥ D, D¥), coincide avec une des fa-
milles suivantes: @/(C), @/(T), e/(T%), @/(Sp), & (S
e/(C+ 1), e/C+ 8,), e/(C +5p), e/(C+ 8,), e/(T* + s*),
@/’(S‘,—}— 8%), e/(8,4-D%), eASy+ D, . e(8¥+ D), er 8%+ D),

e (8, +S —i—D)1 e (8, +S*-|—.D) @/(Sﬁ—-l-—S*—{- D¥)
et @f (8, + Sk + D*, donc, conformement 4 Thypothése, avee
une des famllles @/(@) ot Ge L. Cela s'applique, en particulier, & la

famille @/ (2 G—) @, étant selon (D) une sous-classe non-vide de

Ge®,

{C, T, T*% 8§, S;*, D, D*; il existe donc une opération G qui
remplit les formules: .
(17) ez(z G) = e/ @)
et GE@,
(18) G e

Les égalités (2), (4) et (17) donnent tout de suite: &= €/(G"):
en le rapprochant de (18), on obtient:

(19) &e E [Gek]
/(@)
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Il est ainsi prouvé que la formule (1) implique toujours (19);
par conséquent, on a linclusion: E [FeG(®)]C E [GeL). L'in-
e/ F) /(@)

clusion inverse résultant de I'hypothése d’une facon immédiate, on
parvient finalement & I'identité cherchée:

E [FeS®]= £ [GeL) o qf d
/() /(@)

- Les probldmes concernant la puissance des familles de la forme
"@/(F) ne comporteront pas dans ce § de difficultés appréciables et
n’exigeront pas de nouvelles méthodes du raisonnement. On remar-
quera que les familles de la forme @/(F'), o F est une somme
d'opérations qui contient parmi ses sommandes soit les deux opé-
- rations D et' D% soit une d’elles accompagnées de C, T' ou de T'*,
peuvent &tre omises dans Pétude de ces problémes, ecar en verta du
th. 77 et du cor. 78 ces familles coincident avec celles qui ont été
déja examinées dans les §§ 4—6. Ainsi p. ex., en confrontant les
th. IX et 77, on se convaint immédiatement que dans Phypothise:
I=x, la famille -@/(C+ D)= e/(C | D*) = e/(D + D*) est
de puissance 224,

Théoréme fondamental XIII. Si 7= R, on @'
*) &/(D)= G/ D¥) = 92%;

") €AS + D¥) = e/(§* I D) = g2*;

9 €S, D*) = @ (8¥ + D)= g2%.

Démonstration, D'aprés le th. 73¢ et le lem. 19°, on a
D*(C T* d'ot, en vertu du th. 51, S+ D*C1* ot Sﬂ-f-D*COT*.
Ces inclusions établies, on raisonnera tout comme dans la démon-
stration du th, fond. IV,

Théoréme fondamental XIV, i 7 = Re, on a (S :f-: D) =
= @/(8* L D*) — 2%

Démonstration. En raison du th. 3% on a S—F—DCGT—{O-S,'
d’«_n‘l, en veriu du th. 21= @t(T-‘i— 8)C @f(S~F—D); suivant les
th, 79® et 21 : } D)= I ]

et 21° on a dg plus: €4S + D)= e/ (S} §* 1 D)=

icm
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= e/(8 +8%. er(D)C es(S + 8*). Il s'en suit aussitst que

1) (T + 8)<< e/ S+ D)< es(S + 8%,

Conformément aux th. fond. V et VI, @/(7T 4 8)=2% =
= /(8 -_10—@)7 ce qui donne selon (1): @(S -} D)=2%. Comme

en outre, d’aprés le th. 83 et le lem. 19¢, @/(S*+ D¥*)= e/ (S} D),
on déduit finalement:

@S+ D)= e/S*F DH=2" ¢ q £ d

Dans le cas ot 1=2a <N, on peut élablir pour les puissances des
familles étudiées dans le th. XIII les m&mes délimitations qui ont été
indiquées plus haut (p. 282) pour la famille @/(T'); quant aux familles

du th. XIV, les délimitations établies pour la famille @Z(S | %) (p 245)
restent valables pour elles.

Théoréme fondamental XV. Si T=-x, et f<Cp(a), on a

") @8, + D)= e/(8§ + D*) = g2'=;

Y) @S+ 8§ 4 D* = es(8* + 8; -+ D)= 22*;

°) (8, 83 + D)= e/(8,} 8§ + D*) = 22*. |

Démonstration A DPaide des th. 51° 73% et du lem. 19>° on
se convaint sans peine, que, .F' étant une des six opérations sui-
vantes: S, D, 8§ D* S| 8§+ D* 5%+ 8+ D, sp-;.-
f8:1 D et 8,488+ D% on a sit FCTH S, soit
FC T} S%. En appliquant donc le cor. 63, on en obtient
immédiatement toutes les formules cherchées.

La question, si I'on peut renforcer le th. XV® dans le mémevsens
que le th. XI (c. &-d. si T'on peut remplacer dans le th. 67 8% par D),
reste ouverte; ce probléme est d'ailleurs équivalent au probléme analogue

concernant I'opération €' (cf. p. 275 et 276).
_ . S —
Théoréme 81. Si 1=1x, ¢t §<p(a) on a & (By+ D)=

e

=R, T D*) =92
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Démonstration est basée sur les formules: Rﬁ—‘{:—])co s,

lllﬂ—‘f-.l)*c0 T*8¥ et ne differe pas de celle du th. 64 (resp. du
théoréme précédent).

Théordme 82. Si 1==1, e §> bf(a), on @
) 2 g @/(Sp"T'-D) = @/(S} | D*) < 92

v g% < /(ST 8%+ D¥) = &/(8* 1+ 8, D)< 22%;
<

9 2% < @S, 8%+ D)= e/(8, - 8¥ T D*) < 22%;

Démonstration. En vertu des th. 517, 78% ot du lem. 19%e,
on a les inclusions: Sﬂ—FDéSﬂ—FS;~¥—DCS*—FSﬂ-FD(i T48,
qui donnent en raison du th. 21*: e/(T+ 8)C e/Ss* + Sﬁ—i— D)C

C @8, 1+ 8% D)C @/(S,+ D). Tenant compte du th. fond. V,
on en obtient:

(1) 2% << eAS* 18, F D)< e/(8, + 8% + D) << e/(8;+ D).

Draprés les th. 79* (pour y=§) et 21, @/ (S, + D) =
= e/(8;, 1+ 83+ D)= eS8, 1 8% - e/(D)C e£(8, - 8%). Comme
on a par hypothése §>>c¢f(a), le th, 69 (pour y==p) entraine en outre:
@/(S,+S¥) << 22" On a, par conséquent,

@) er(8,+ D) < g2*.

En appliquant enfin & plusieurs reprises le th. 33 et le lem.
19™4, on parvient aux égalités:

8) @8, + D)= e/(8t I D*), e/(8 - 5% | D*) =
= @AS* T 8,1 D) &t @48, 8% I D)= @/S, 1 St 1-D*).

De (1)—(3) s'obtiennent immédiatement toutes les formules
cherchées.

Théoréme 83. Si T=x, et f>¢f(a), o a 22/ (R, A-D)=
=/(R, | DY) << 22

Démonstration est complétement analogue & celle du th. 71.
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“Théoréme fondamental XVI. L'hypothise H entraine les con-
séquences suivantes:
S 1= R, et f> p(a), on a:
y &8, T D)= eAS} ¥ D =2,
Y @/(S L 8F 1 D¥) = e(§* | §,+ D) =2*;
%) @/(8, 1 S* 1 D) = eA8, T S+ D=2

Théoréme 84. L'hypothése H entraine la conséquence suivante:
8i T=x, ¢t f>p(a) on a O/(Ry-+ D)= @Ryt DH)=2"

Démonstration des deux derniers théorémes, basée sur les
th. 82, 83 et sur le lem. 9*", n'offre pas de difficultés (cf. le th. XII).

La comparaison des th. X[ et X[V montre que les familles

e/(8S —°{— D) et @f(S*—«T—D), que lon est tenté de croire identiques,
se comportent en réalité, méme au point de vue de leur puissance, de

fagons essentiellement différentes. Pour les familles @/(Sﬁ—i—l)) ot
e/(S§ + D) le méme effet est produit par les th. XIII® et XVI~.

Résumé.

Le domaine de ces recherches comprend certaines opérations
élémentaires qui font correspondre & toute classe d'ensemble des
nouvelles classes d’ensembles, & savoir les operations C, T, 8, 8;
(ol - £ parcourt tous les nombres ordinaux) et ID, ainsi que par
leurs opérations doubles; la classe de toutes ces opérations & été
désignée par & (th. 80). Les problémes fondamentaux de cet ouvrage -
consistent & déterminer la puissance des familles de toutes les
classes qui se composent de sous-ensembles d'un ensemble donné 1
‘et qui sont closes par rapport & une quelconque des opérations in-
diquées ou bien par rapport & plusieurs de ces opérations & la
fois; dans la symbolique introduite ci-dessus les familles en que-
stion se présentent sous la forme de @/(F) oh F ¢ S(8). Dans les
théorémes fondamentaux des §§ 3—7 nous avons examiné une série
de problemes de ce genre et réussi (ayant parfois recours & I'hypo-
thése de Cantor sur les alephs) & déterminer les puissances des
familles envisagées d’aprés la puissance X, de l'ensemble univer-


Yakuza


302 A. Tarski:

sel 7. Les résultats acquis montrent que la puissance d'une famille
examinée est égale le plus souvent soit & 22, soit & 2¥¢; cepen--
dant certaines des ces familles ne contenaient que 2 éléments.

Pour se rendre compte, en quelle mesure les problémes de ce-
genre sont épuisés par nos recherches, on consultera le th. 80. Ce-
théoréme montre que toutes les familles G/(F) ol Fe&(R) se ré-
duisent aux certains types, assez simples et peu nombreux. En rap-
prochant ce résultat des ceux qui ont été obtenus dans les th. fond.
I—XVI, on constate que les recherchés présentes épuisent tous les;
problémes qui concernent la puissance des famtlles de toutes les classes:
closes par rapport & une opération arbitraire de la classe ® ou bien.
par rapport & plusieurs opérations de cette classe & la fois.

Il est intéressant que les résultats exposés ci-dessus se laissent étendre-
aux opérations d'une classe beancoup plus vaste que &(R), & savoir
aux opérations de la classe B(R) formée de toutes les opérations qui:
s'obtiennent de celles de la classe & moyennant I'addition et la multi-
plication relative effectudes un nombre arbitraire (6ni ou transfini) des.
fois (cf. la déf. 11°). Les opérations mémes de la classe B(K) peuvent
présenter une structure bien compliquée et elles ne se laissent pas ramme--
ner & un nombre fini de types simples. Il résulte par contre des re-

marques générales du § 3 (cf. th. B, p. 217) que les familles de la -

forme @/(F) ot FeB(R) se prétent i une réduction considérable et
qu’elle aboulit aux-mémes familles qui ont apparu au cours de l'examen
de la classe G(R) dans, le th. 80 et & une seule nouvelle famille es(1),
dont la puissance nouws est connue du th, 32,

Certains résultats (th. 61, 64, 72, 81, 84) concernaient en outre,
au lien de la classe R,. une classe plus vaste, obtenue de ® par l'ad-
jonction des opérations R, (ot £ parcourt tous les nombres ordingux),
Sans chercher & dpuiser dans Pexposé présent tous les problémes de ce
genre, je ne remarquerai ici que les problémes dont je n’ai pas fait une
" mention explicite (p. ex. celui de la puissance de la famille @{’(Sﬂ—‘i—.R,,))

se laissent résoudre sans difficallé par les méthodes appliquées dans cet.
ouvrage & plusieurs reprises.
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Indexe des symboles.

J’énumére ici les symboles introduits pour la premidre fois ou
non universellement admis, en indiquant le lieu ol se trouve lex-
plication de leur sens: \

0, 1, 3(K), II(K) e e e .. ... 81, p- 183;
Ja, E{ ) E[]1.......... § 1, p- 184;
) S9)
sup (4), lim @, §1; déf. 1, p. 184;
g . §1, déf 2, p 184;
pl@ . . .. S e e e e oo 81 déf 3 p. 18T
@ L § 1, déf 4, p. 188;
Uld), U,(4), V(4) . ... .. ... §1, d¢. b, p 195
JA) . ..o o oo ... 81, déf 6, p. 197
limF,, timF,, limF, . ... ....§1, Q&£ 17, p 199;
i &<a #<a
F=@G, FCG ...........8§2 déf. 8, p. 201;
P+ G, F, § 2, déf. 9, p. 201;
ve 2
FG, F., Fv § 2, déf. 10, p. 20%
@), B, BB . .. .. ... § 2, déf. 11, p. 203;
M A, Ay ... § 2, d6F 12, p. 204
I..... . §2, déf 13, p. 209;
C. .. . . § 92, déf 14, p. 210;
F* e e e e e § 2, déf. 15, p. 210;
QF) . . . e e e § 3, def. 16, p. 212;
7. . 8 4 det. 17, p. 22T;
s . . §5, déf. 18, p. 233;
Mo e . § 5, def 19, p. 236;
S o e e e . §6, déf. 20, p. 246;
15 . . § 6, déf. 21, p. 2b4;
D. . §7, Q&f 22, p. 28T.
Table des matiéres. P
Introduetion . . . . . . . . . . e e e e e e e e e 181
§ 1. Notations; notions et théorémes auxiliaires . . . . . . 183

§ 2. Algorythme des opérations sur les classes d'ensembles . 201


Yakuza


304 A. Tarski.

§ 3. Notion générale de classe close par rapport & une opé-
ration donnée . . . C .
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Sur les éléments cycliques et leurs applications.
Par
C. Kuratowski et GG T. Whyburn? (Lwéw).

Dans l'ouvrage présent nous adoptons, comme point de départ
une définition d’élément cyclique différente de celle adoptée primi-
tivement 2). Cela nous permet de développer la théorie d'éléments
cycliques et de leurs applications sans avoir récours au théoréme
suivant, dont la démonstration est fort compliquée: si aucun point
ne coupe l'espace Péanien 3) entre deux points donnés a et b, ces
points sont situds sur une courbe simple fermée ),

Premiére Partie: Développement de la théorie.
1. Définitions et propriétés générales d'espaces Péaniens.

1 désigne Pespace considéré; nous le supposons toujours Péanien.

Le point p (ou bien Pensemble fermé K) coupe Pespace E en-
tre deux points 2 et , si = et y appartiennent & deux composantes
différentes de E — p (resp. £ — K); une composante d'un ensemble
Z est un sous-ensemble connexe de Z qui n’est contenu dans aucun
autre sous-ensemble connexe de Z.

1) Fellow of the Jobn Simon Guggenheim Memorial Foundation.

%) d'aprés laguelle un élément cyclique est: soit un point qui coupe l'espace,
soit un point d’arrét (= point d'ordre 1), soit un continu saturé relativement 4la
propriété que tout couple de ses points 8'y laisse unir par une courbe simple fer-
mée. Voir Whyburn, bibliographie N1 (& la fin de I'ouvrage present).

8) = image continue de l'intervalle — espace compact, connexs of locatement
connexe. Il est & remarquer que la théorie d'éléments cycliques se laisse, en quel-
que sorte, étendre aux espaces non-compacts. Voir bibliogr. N22.

4) Théoréme démontré par M. Ayres, bibliogr. N17. Pour le cas du plan, N1,
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