Sur l'intégrale de M. Denjoy.
Par

S. Saks (Varsovie).

Introduction.

Il y a, comme on sait, deux fagons de définir des intégrales
(;totalés*) de M. Denjoy: l'une, employée par M. Denjoy,
lui-méme, est basée sur la théorie des nombres transfinis, I'autre, due
4 MM, Lusin et Khintchine, est connue sous le nom de défi-
nition déseriptive et repose sur une généralisation de la notion
de fonction absolument continue. :

Or, cette seconde définition s'écarte complétement de lidée,
cependant si naturelle, qui fait le fond de la définition ,constru-
ctive* de M. Denjoy et qui lie le procédé de totalisation avee
ceux d’intégration singuliére de Cauchy et Harnack. Nous nous
proposons dans cette note de montrer qu'on peut comserver l'essen-
tiel de la définition de M. Denjoy et la débarrasser en méme
temps du caleul transfini.

Notre point de départ sera la théorie déscriptive de MM. Lu-
sin et Khintchine dont nous rappellerons dans le chap. I les
résultats principanx. Nous aurons & la fois Poceasion d'y apporter
quelques simplifications et généralisations de détail, et d’introduire
quelques termes qui mettent en evidence I'analogie entre cette théorie
et celle de M. Lebesgue. Mais, en général, les résultats que nous
établirons ne sont point nouveaux.

Enfin, dans la dernitre partie de cette note nous mettons la dé-
finition .des intégrales de M. Denjoy sous une forme précise d'in-
duction transfinie qui paralt assez claire et qui se différe un peu
de la forme originale donnée par M. Denjoy. Nous y précisons

une idée qui est renfermée implicitement dans le bean mémoire de
M. Hake (13).
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Ajuutons que tous les raisonnements qui suivent sont tout-
-4-fait élémentaires et n'exigent du lecteur que la connaissance de
la théorie de intégrale de M. Lebesgue.
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§ 1. Fonetions & variation bornée sur un ensemble.

Soit K'(z) une fonetion finie dans un intervalle 7= (a,d). On
posera

AF )= [F)— Fa),
Oy I) = M—m,
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M et m désignant resp. les bornes supérieure et inférieure de #'
dans I: le nombre O(F;/) sappelie Poscillation de F dans lin-
tervalle 1.

~ Une fonction F(z) finie dans un intervalle (a, b) s’appelle & va-
riation bornée (VB), resp. & variation bornée au seus
restreint (VB*), sur un ensemble P?) contenu dans cet intervalle,
lorsqu’il existe un nombre fini M tel que pour chaque systéme fini
d'intervalles {/,} n'empiétant pas et dont les extrémités appartiennent
3 Py on a

PYIGIAES
k

TOsp.
2‘ OF; L)< M
k

On étend tout de suite aux fonctions VB sur un ensemble le
théoréme connu de Jordan: pour gwune jfonction F(x) considérée
dans un intervalle. (a, b) soit VB sur un ensemble P situé dans cet
intervalle, il faut et il suffit quelle coincide sur cet ensemble avee la
différeice de devax fonctions monotones et finics dans tout tutervalle (a,b).

On peut compléter cette remarque de maniére suivante:

Théoréme 1. F(x) étant une fonction définie dans un intervalle
Iy=/(a,b), et VB, resp. VB¥, sur un ensemble P 1,. il existe une
fonction F,(z) & variation bornde dans UVintervalle (@, b)Y et coinei-
cidant avec F(x) aux points de P, resp. de P3),

Démonstration. Dans le cas ot F(z) est VB sur P notre
théoréme est une conséquence immédiate de la remarque précédente;
dans le second cas odt F(x) est VB¥ sur P, la fonetion F)(z) peut
étre determinée par la condition d'étre identique i F(x) aux points
de £ et linéaire dans les intervalles contigus & 7.

Lemme. Lorsquune fonetion F(z) est ¥B* sur un en-
semble fermé Petsannulle identiquementaux points
de cet ensemble, elle admet 1a dérivée nulle en pres-
que tout point ¢ P.

1) o 5, 16, 14, 15.
Y P désigne la fermeture de 'ensemble P, c.-a-d. ’ensemble de ses points
et de ses points d’accumulation,
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Démonstration. Soient {L} la suite des intervalles contigus
3 P et a, b les extrémités de P; désignons, pour chaque k, par M,
la borne supérieure des valeurs absolues de F'(z) dans I,. F(x)
étant VB* sur P, la fonetion @(x) qui s'annulle aux points de P et
est égale, dans chaque intervalle I,, au nombre correspondant My, est
évidemment A variation bornée dans lintervalle (g,5). Elle est
donc presque partout dérivable dans (a,0) et, en particulier. sa
dérivée s'annulle en presque tout point de P. Or, on a

Fry=0(x) =10
dans P, et
= 0@ <) << O(x)

dans lintervalle (a, ) tout entier. Il s’en suit qu'en chaque point x e P
ol @'(x) existe, F'(z) existe également et annulle en méme temps
que &'(x), ce qui jusiifie notre lemme.

On en tire de suite le -

Théoréme 2. 1° F(x) étant une fonction finie et mesurable dans
un intervalle I, ¢t VB sur un ensemble P I, elle est dérivable apro-
ximativement 1) en presque chaque point de P. .

20 F(x) étant une fonction finie dans un intervalle I, et VB* sur
un ensemble P (I, elle est dérivable en presque chague point de P.

Démounstration. 1° F(z) étant: VB sur P, elle y coincide,
en raison du th. 1, avec une fonction F)(x) & variation bornée daus
lintervalle . Soit @ l'ensemble de points z ol F(r)= F,(x).
F(x) dtant, par hypothése, mesurable, ensemble @ lest aussi, Or,
Fi(x) étant, en vertu du théoréme de M. Lebesgue, dérivahle
presque partout dans /, elle est, & plus forte raison, dérivable presque
partout dans @ I par rapport & @ 2); parsuite, la tonction F(w),
qui est égale & F)(x) en tout point de cet ensemble, est aussi presque

1) Une fonction F'(x) est dérivable aproximativement en un point 2,
loraqu’il eviste un ensemble mesurable F dont a, est un point de densité et tel
que l'«xpression ﬁﬁi—?}?ﬁ)

‘ 0
en parcourant des points de B, Ceci étart, cette limite est appelée dérivée apro-
ximative de F(2) an point @, et désignde par Flyy.(z,) (Veir: 10, 14, 15,
16, 17.

%) Une fonetion F{x) est dérivable en un point uw, € ¢ par rapport 4 P'en-
Fla) = F(z)

admet la limite unique et finis si « tend vexs =z,

semble @ #'l existe la limite de lorsque 2 tend vers &, en parcou-
! o

rant des points de V'ensemhle ¢.
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partout dans ¢ dérivable par rapport & ¢, done elle est dérivable
aproximativement presque partout dans ¢, et, & plus forte raison
en presque rout point de l’ensemble 2 Q.

20, Dans le cas ol la fonction F(x) est VB* sur P, elle est
identique sur ensemble fermé P i une fonction F)(z) & variation
bornée dans I. La fonction F(z) — Fy(x) vérifiant les conditions
du lemme précédent, sa dérivée existe et s'annulle presque partout
dans P: la fonction F(x) est donc aussi dérivable presque par-
tout dans P et sa dérivée y coincide presque partout avee celle
de F(x). '

§ 2. Fonetious a variation bornée généralisée.

Une fonction #(x), finie dans un intervalle /, s'appelle i va-
riation bornée généralisée (VBG@), resp. & variation
bornée géneralisée au sens restreint (VBG*), dans cet
intervalle, lorsque I est une somme d'une suite dénombrable d’en-
sembles tels que sur chacun d’eux F(z) est VB, resp. VB*.

Il s'ensuit aussitdt de cette définition, en vertu du:théoréme 2,
I'énoncé suivant du & MM. Lusin et Khintchine):

Théoréme 3. Une fonction F(x) étant VBG, resp. VBG*, dans
un intervalle (a, b), elle y est presque purtout dérivable aprorimative-
ment, resp. au sens ordinaire,

Toute fonction n'admettant qu'un nombre fini ou dénombrable de valeurs dif-
férentes, est évidemment VBGj par conséquent, une fonction VBG peut étre méme
non-mesurable, Par contre, i'ensemble de points de discontinusté d'ume fonction
VBG*, est toujours au plus dénombrable, pareillement comme pour les fonctions
& variation bornée au sens ordinaire (bien que des discontimités d'une fonetion
VBG* ne sont pas, en général, de 1¢ espéce). Cela découle immédiatement de la
proposition suivante: lorsqu'une fonction F(x) définie dans un intervalle (@, b), est
VB* sur un ensemble P situé dans cet intervalle, elle wWadmet en P quw'un nombre
7ini ou dénombrable de points de discontinuité. En effet, ou voit de suite que,
dans chaque point de P qui n'est pas isolé (par rapport & I'ensemble P) d'un
cortain cdté, il existe tonjours de ce coté la limite de F(x). Parsuite, tout point
de P qui n'est isol§ d'aucun ¢jté, est forcément un point de continuité ou bien
de discontinuité de 1@ espéce, Or, P'ensemble de points de discontinuité de 1¢ espéce,
2insi que celui de points de P yui sont isolés au moins d'un ebté, sont an plus
dénombrables, ce qui prouve notre proposition,

Y) Voir: 5, 8, 10, 15, 14,
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§ 3. Fonctions absolument continues sur un ensemble.

.Une fonetivn F(x) finie dans un intervalle I, s'appelle absolu-
ment continne (4 C) resp, absolument continue au sens
restreint (4 C*), sur un ensemble P I, lorsque A chaque nombre
&> 0 correspond un nombre positif 7 tel que pour chaque sy-
stéme fini d’intervalles 7, n’empiétant pas et dont les extrémités
appartiennent & P, D'inégalité

DIE<n

2,'4 (I L) <,

entraine

resp.

o<

Il est évident que toute fonetion A C, resp. 4 C%, sur un en-
semble P, est & plus forte raison VB, resp. VB¥, sur cet ensemble.

§ 4. Fonetions absolument continues généralisées.

Une fonetion continue F(z) s'appelle absolument continue
généralisée (ACH), resp. absolument continue généra-
lisée au sens restreint (4CG¥), dans un intervalle 7, lorsque
I est une somme d’une suite dénombrable d’ensembles tels que sur
chacun d'eux la fonetion F(z) est AC, resp. AC*.

§ 5. Condition (¥) de M. Lusin.

F(z) étant une fonction et ¢ un ensemble, on désignera par
F(Q) T'ensemble de valeurs admises par F(x) aox points ze Q.

On dit que F{x) vérifie la condition (N) de M. Lusin sur un
énsemble F, lorsque pour tout ensemble @ (C P de mesure nulle,
F(Q) est de la méme mesure 1),

On voit aisément que toute fonction AC sur un ensemble, y vé-
rifie la condition (). Il 'en suit que toute fonetion ACG (et, & plus-

Y Foir: 5, p. 109,
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forte raison, chaque fonction 4CG*) dans un intervalle, satisfait & la
méme condition dans cet l'intervalle.

Dans le § snivant il nous sera commode de nous appuyer sur
un résultat élémentaire (non-publié) de M. Zygmund; on lui
donunera I'énoncé snivant:

Théoréme 4. Si le nombre dérivé Ft(z) dunc fonction Flx)
continue dans un intervalle I= (u, b), est positif en chaque point de
cet intervalle excepté au plus les points d'un ensemble Q) tel que F(Q)
ne contienne aucun intervalle de longuer positive, alors F(x) est une
fonction monotone non-décroissante dans I )

Démonstration. Soient ¢ <{d deux points quelconque de /
et supposons, par impossible, que

F(e) > F(d).

F(Q) ne contenant, par hypothése, aucun segment de longueur
positive, il existe une valeur y, telle que

(1 Fle) > yo > F(d)
et qu'ancune des valeurs de x vérifiant Péquation
(2) F(a) =y,

n'appartienne & Q. Soit x, la borne droite de lensemble de ces
valeurs; en raison de la continuité de F(z), x, vérifie aunssi équa-
tion (2) et, en vertu de (1), on a '

F(z,) <0,

d'oll @, € Q. Nous aboutissons ainsi & une contradiction qui justifie
nctre assertion,

§ 6. Intégrales de M. Denjoy.

On doit & MM. Lusin et Khintchine la définition suivante,
dite descriptive, des intégrales de M. Denjoy: une fonetion
f(z) est intégrable (D), resp. (9¥), dans un intervalle (a, b) ot elle est
définie, lorsquil existe une fonetion F(z) qui est ACG, resp. ACG*,
dans (a, b) et dont la dérivée aproximative, resp. ordinaire, coincide
presque partout avee f(z).

Ceci étant, Fix) est appelée intégrale indéfinie (9), resp.
(9%), de f(x) dans (4, b). La différence F'(b)— F(a) est appelée in-
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tégrale définie (9), resp. (9%), (e Jiey dans (a,b) et dési-
gnée par

(2) / Sa) dr, resp. (9%) f Sl da.

Pour justifier cette définition, il faut établir Punicité des procédés
aiusi déterminés, e.-4-d. que toute fonetion ACG dont la dérivée aproxi-
mative s'annulle presque partout, est une constante, Cet énoncé ren-
tre, en effet dans la théorie de MM. Denjoy-Khintchine: il
peut étre déduite aisément du résultat élémentaire de M. Zyg-
mund guon a cité dans le § préeédent !).

Soit notamment F(x) une fonection ACG dans un intervalle (a, )
telle que presque partout

Fipe. () = 0.
In posant, pour un nombre positif & arhitrairement petit
O x) = F(z)+ e, |
on a presque partout .
(1) : BHz) > Dl (@) =¢> 0.

Soit ¢ l'ensemble dé points ol (1) n’a pas lieu; ¢ est de mesure
nulle, et @ x) étant, en méme temps que F\z), ~ACG, donec (§ H
satisfaisant & la condition (N), @(()) est aussi de mesure nulle, et,
parsuite, ne contient aucun segment de longueur positive. Done, en
vertu du théoréme 4

Dby -- Oe) =0,
d’olt

‘ F(b) — F(a) > — e(b—a),
et, & étant un nombre positif arbitrairement petit,

Fb) > Fla)

11 es.f. anssi une conségquence immédiate de la proposition smivante: lorsque
un nombre dérivée quelconque d'une fonction vérifiant la condition (N) est som-
mable, cette fonction est absolument contiviue; voir: Menchoff, Aluth. dnn,
t. 95, (1926), p. 641; Saks, Bull. Ac. Pol, (A), (1926), p. 103; cf. aussi des
généralisations de cot émoncé: Bary, €. /2, t. 189, (1929), p. 218; 21.
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En changeant le signe de #(x), on obtient
FO<FW
et, par conséquent,
F(b) = F(a),
¢ g f. d
II.

§ 7. Intégrales.

Nous commencerons par quelques considérations d’ordre plus
abstrait.

Soit & une fonctionnelle: supposons que, pour chaque intervalle
I={a, b), une classe K(&; I) de fonctions définies dans I est de-
terminée de sorte que la fonctionnelle & fait correspondre & chacune de
ces fonctions un nombre réel et fini quwon désignera par S(f; I
ou, également, par 83(f).

Une telle fonctionnelle § sera appelée intégrale lorsquelle
vérifie les deux conditions suivantes:

(4) Si une fonction f(x) définie dans un intervalle I, appartient
& la classe K(8; 1), elle appartient & la fois & la classe K (8;I)
pour chaque intervalle I (C I,; §(f; I) (déterminé ainsi pour chaque
sous-intervalle I de ;) est une fonction additive d'intervalle I(J,.

(B) Une fonction f(x) s'annulant identiquement dans un inter-
valle I, appartient & la classe K (S; I,) et

$(f; L,)=0.

Dans le cas ol une fonetionnelle § satisfait aux conditions pré-
cédentes, c.-a-d. est une intégrale, les fonctions appartenant & la
famille K (&; I) seront appelées intégrables (8) dans l'intervalle I;
le nombre &(f; I) sera dit intégrale (8) de f(x) dans Vinter-
valle I ’

Soit f(z) une fonetion définie dans un ensemble linéaire et bbrné Q.
Désignons par £, (z) la fonetion cotneidant avec f(2) anx points de @
et s'annulant identiquement en dehors de cet ensemble. Soit ensuite I,
-un intervalle quelconque contenant ¢.

La fonction f(x) est appelée intégrable (§) sur @), lorsque
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/1(x) est intégrable (§) dans I,; ceci étant, on pose, par définition,
$(fs Py =81/, I).

Cette définition est évidemment acceptable car, si f, () est intégrable (8)
dans Iy, elle l'est également dans tout autre intervalle 1, contenant P et I'on a

§(Fis L) = 8(f; 1,).

Deux intégrales &, et 8; sont dites compatibles lorsque pour
chaque fonction f(z) intégrable dans un intervalle 1 4 la fois par

-le procédé (8,) et par le procéds (8), on a toujours

&(fi ) =&(f I).

Nous dirons ensuite qu’une intégrale S, con tient une intégrale -
&, par écrit

& D8y,

lorsque ces deux intégrales sont compatibles et lorsque pour chaque
intervalle I
K(8: 1) D K(8,; 1).

Lorsque &, est une intégrale appartenant 3 uue famille d’iné-
grales et contenue en toute. intégrale de cette famille, nous dirons
que & est la plus faible intégrale de la famille envisagée,

§ 8. Intégrales complétes.

Une intégrale &~ est dite compléte lorsqa’elle satisfait aux
deux conditions suivantes. ‘

(C) 8i une fonetion f(z) définie dans un intervalle (a, b) est
intégrable (§) dans chaque intervalle (a +¢ b — 1) (a <e+e<<
<b—n<Cb) et qulil existe la limite

1) ,sl,i]r_q Sz (/)

alors f(%) est intégrable (§) dans l'intervalle (¢, b) et 8%( J) est égale
& la limite (1).

(H) Si P est un ensemble fermé contenu dans un intervalle (a, b),
{Liy désigne la suite des intervalles contigus & P dans (a, b), f(=)
est une fonction intégrable (§) sur P et dans chaque intervalle I,
et si enfin ’
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DISAI<too et

{2) x
lim O (8; f; 1) =0,

alors, f(x) est intégrable (§) dans (q, b) et

S3(N)=8(fi P)+ Y 8(f; L.

Nous apppellerons ensuite une integrale § compléte au sens
généralisé, ou compléte (*), lorsquielle satisfait & la con-
dition (C) et, de plus, & la condition (H*¥) qu'on obtient en rem-
plagant dans la condition (H) les relations (2) par la suivante

2’10(5;]‘: 1) < 4 oo.

§ 9. Une propriété caractéristique des intégrales de M. Denjoy.

Théoréme 5. 1° L'intégrale D est.compléte.
20 L'intégrale D* est compléte (¥).

Démonstration. Il suffit de prouver la premiére partie; Ia
seconde se démontre de mauidre tout-a-fait analogue,

A)Lintégrale 9 satisfait & la condition (C) du §8.

Soit, & cet effet, fix) une fonction définie dans un intervalle
(a,b) et intégrable (9) dans chaque intervalle o4& b—1n (a<<
<a~+&<<b—n<Cb); on suppose quwil existe la limite

b=y
(1) lim (9) f () das
’ ato =

il faut démontrer que f(x) est intégrable (2) dans (a, b) et que son
intégrale dans cet intervalle est égale & la limite (1),

Posons dans ce but pour chaque valeur z intérieure & Pinter-
valle (a, b)

F(z)=lim (9) [ flx) dx,
£->0
F(a) =0 et F(b) égale & la limite (1.
La fonction F(z) ainsi déterminée est une intégrale indéfinie ()
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de f(x) dans chaque intervalle (a-{—%, b—%); on a parsuite, pres-
que partout dans chaque tel intervalle, done, presque partout dans (a, b)
@ Pl () = fla)

D'autre part, la fonction F(z) étant continue dans (a, b) ot ACG
dans chaque intervalle (a—]—y—}, b-—%), elle l'est aussi aans in-

tervalle (a, b) tout entier, et, en vertu de (2), elle est une intégrale
indéfinie () de f(x) dans (a, ). Il vient done

b b—y
(2; f f(@) de = F(b)— F(a) = F(b) =1lin (9) / f@) de.
v &n—>0 ol

B) L'intégrale 9 satisfait & la condition (A).

Soit, en ce but, P un ensemble fermé contenu dans un inter-
valle (a,b) et {I,} la suite des intervalles contigus & P dans (a, b).
On suppose qu'une fonction f(x) est intégrable (9) sur P et dans
chaque intervalle I,, que la série

3 o [re

“) li:n 0,=0,

. converge et que

oi O, désigne Loscillation de Vintégrale indéfinie (9) de f(z) dans
Pintervalle I,. :
I faut prouver que f(x) est intégrable (9) dans (a, b) et que

(@ [ fo) dz=(2) /f(w) do + 3'19) [fa)ds

Soit f(«) la fonetion égale & f(x) aux points de P, et & () en
dehors de P. Cette fonction est, par hypothése, intégrable (9) dans
(a, B). :

Posons, pour chaque point « de cet intervalle,

o) Fo)= Y® [fods

ko Ixd

olt 1= (a, =)
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En vertu de (3) et (4), la fonction ainsi définie est évidemment
continue dans lintervalle (g, ). Soit @(z) la fonetion identique
A F(x) aux poinis de P et linéaire dans les intervalles contigus & P.
En raison de (3), @(x) est absolument continue dans (a, b) et, par
" conséquent, F(x) est AC sur P.

D’autre part, on voit immédiatement daprés (5) que F'(z) est -

ACG dans chaque intervalle I, et, parsuite, elle l'est aussi dans
Fintervalle (a, b) tout entier.

Comme on voit en raison de (D) la dérivée approximative de
F(z) est égale & f(x) presque partout dans chaque intervalle L;
en presque tout point de P on a ’

'F'a‘pr. ('T) = ml\x)!
or, @(x) étant lintégrale indéfinie lebesguienne d’une fonetion con-
stante dans chacun des intervalles I, et s’annulant identiquement

en P, on a presque partout dans P: @'(z)==0, done aussi: F, (zj==0.
En résumant, il vient presque partout dans (g, b)

FXpr- (x) = f(x) —fl (‘E)

d’otlt
¥~ Fia)= (9) [ 1fe) — fulell da

done, en tenant compte encore de la définition (5) de F ()
b b
9) f f(@) de = F(b) — F(a) + (9) f £, (%) do

~ Yo f F(2) dzx 4 (9) / flz) da.

Notre théoréme est ainsi démontré.

Lemme. f(z) étant une fonetion intégrable (), resp.
(9*), dans un intervalle (¢,5) et P un ensemble fermé
contenu dans cet intervalle, il existe toujours une
portion') K de P telle que

(6) f(®) est sommable sur X,

1) On appelle portion d'un ensemble fermé P chaque ensemble P X [ ot
1 est un intervalle quelconque contenant dans son intérieur des points de P,
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et que

(1) {L}désignantlasuite des intervalles contigus & K,

on a
2
3

(9) f ) da| <+,

res)).
20" <+ co.

ol U, désigne loscillation de lintégrale de f(x) dans

Tintervalle I,.

Démonstration. Supposons que J(#) est intégrable (9) dans

(a, b) et soit F(z) son intégrale indéfinie (2). F(z) étant ACG, l'in-

tervalle (a, b) est une somme d’une suite d'ensembles formés P, (§4)
tels que sur chacun d'eux F(z) est AC. Parsuite, en vertu du thé-
oréme connu, un au moins de ces ensembles contient uue portion
K de l'ensemble donné P. Cette portion remplit les conditions
demandées. En effet, F(x) est AC sur K, done en raison du th. 1,
il existe une fonetion F)(x) & variation bornée {et, méme absolument
continue) dans (a, ) qui coincide avec F(z) aux points de K. On
a done presque partout dans P

@) =F,, (z) = F{(),

done f(x) est sommable sur P. Ensuite, {las, b)) désignant la suite
des intervalles contigus & K, on a, la fonction Iy () étant & variation
bornée,

pAE f fioyds

c. q £ d.
On procdde tout de méme dans le cas de intégrale 9%,

= D IFb)—Flai = F|F(b)—F (o) <toc,

Notre lemme établi nous sommes & méme de compléter la thé-
oréeme 5 par I'énoncé suivant qui implique une définition nouvelle
des intégrales de M. Denjoy.

Théoréme 6. 1° L'intégrale 9 est la plus faible intégrale com-
pléte contenant Uintégrale lebesguienne.

2¢ Lintégrale 9* est la plus faible intégrale compléte (*) conte-
nant lintégrale lebesguienne.
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Démonstration. Il suffit de prouver seulement lu premiére
partie du théoréme, la seconde se démontrant d’une maniére tout-
a-fait analogue. ‘

On voit tout d’abord que Vintégrale (2) contient Pintégrale lebes-
guienne et que, en vertu du th. B, elle est compléte. Il reste done
4 prouver que Jorsque & est une autre intégrale compléte contenant
Pintégrale lebesgnienne et /() une fonction intégrable (D) dans un
intervalle (a, b), f{.c) est & la fois intégrable (€) et Ton a

b .
a(fr (@) / J () die.

Pour le moutrer, nous appellerons régulier chaque intervalle
I I, lorsque fix) est intégrable (€) dans [ et

S(fi 1) =© [ fio)d;

un point de /, sera dit irrégulier si dans chaque son entourage
il existe d'intervalles irréguliers.

Soit P Pensemble des points irréguliers de Dintervalle (e, d). 11
est évident que P est un ensemble fermé; on démontrers qu'il
est vide. :

Nous prouverous d’abord deux remarques auxiliaires:

() Chaque intervalle /(CZ, dont tous les points sont
réguliers, est régulier.

En effet, supposons, par impossible, que I est un intervalle ir-
régulier. En le divisaot en deux sous-intervalles égaux, on ohtient
deux intervalles dont 'un au moins, soit 1,, est forcément irrégulier.
On opére de méme sur lintervalle I, et, par induction, on obtiert
une suite descendant {I,} d'intervalles irréguliers dont le point com-
mun est évidemment également irrégulier, ce qui contredit & Phy-
pothése.

Nous compléterons ceite remarque de manidre suivante.

(8) Chaque intervalle I(CI, dont tous les points
intérieurs sont réguliers, est régulier.

En effet, lorsque tous les points intérieurs d’'un intervalle {u, v)

sont réguliers, chaque intervalle (u—}—%, v — %) est, en vertu de (a),
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régulier; la fonetion f(x) est done, dans chaque tel intervalle, inté-
grable (&) et l'on a

® Cin=0 [re

Or, l'intégrale  étant compldte, elle vérifie la condition (C) du
§ 7 et, il vient de .(8), en passant & la limite,

&) =© [ f@

ce qui montre que l'intervalle (u, v) est régulier.
Nous prouverons maintenant que

) P=0.
En effet, supposons par impossible que
(10 P=0.

En raison du lemme précédent P contient une portion K véri-
fiant les conditions (6), (7) de ce lemme. Soit IT un sous-intervalle
de (a, b) contenant dans son interieur de points de P et tel que

IIXK=IIXP

Soit # un sous-intervalle quelconque de IZ, et {m,} la suite des
intervalles contigus & 7 )X K==z X P dans #, Aucun de ces in-
tervalles ne contenant dans son intérieur de points de Iensemble P,
il s'ensuit de la remarque (8) que tous les intervalles 7, sont régu-
liers, donc, que pour chaque #

1) &fim)= (9 [ fi) e

Or, € contenant, par hypothése, I'intégrale lebesguienne, et la
fonction f(x) étant, en vertu de (6), sommable sur = )X P, elle est,
parsuite, intégrable (€) sur m X P. D’autre part, en raison de (7)
et (11), la série

Zlf(f; 7,)| =2'](@)ff(w)dx}
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converge; donc les deux intégrales € et 9 satisfaisant & la condition
(H) du § 8, on a
e(fim=C(fi EXn+ 3 C(f; m,)

= [f@ e+ 3 (9) [Fia) do

=(9) f f() da.

Ainsi, chaque sous-intervalle 7z de IT est régulier, et, parsuite,
aucun de points intérieurs de # ne peut étre irrégulier. Nous abou-
tissons ainsi & une contradiction en tant que l'intervalle IT contient
dans son intérieur de points de K(C P. Cette contradiction justifie
Pégalité (9).

L'ensemble P étant vide, lintervalle (a,?) est un intervalle
régulier, c-b-d. la fonction f(2) est intégrable (Z) dans (a, b) et
son intégrale (C) coincide dans cet intervalle avec celle de
M. Denjoy.

Notre théoréme est ainsi prouvé,

II1.
§ 10. Points singuliers,

Nous donnerons dans ce chapitre une modification légére de la
définition de M. Denjoy sous la forme préeise d'induction trans-
finie. Dans ce but nous tirerons parti des notions abstraites exposées
dans les §§ 7, 8 du chapitre précédent.

Soit & une intégrale et f(x) une fonction définie dans un inter-
valle (a, b). Nous appellerons un point z (e <K<z <)) point singu-
lier (8) de la fonetion f(x) dans (a, b) lorsqu'il y a de sous-inter-
valles arbitrairement petits, ot f(z) ne soit pas intégrable (§). On
voit de suite que si un intervalle (g, ) ne contient pas de points
singuliers (§) d’une fonction f(x), cette fonetion est forcément in-
tégrable (§) dans cet intervalle.

§ 11. Intégrale singulidre de Camnch Y.

Soit & une intégrale quelconque. Nous y rattacherons une nou-
velle fonetionnelle qu’on désignera par 8° et qu'on définira de manidre
suivante: '
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pour chaque intervalle I, ==(a, b) la classe K (8% I,) est formée
par toutes les fonctions f(x) telles que

(1) lintervalle (a, 5) ne contient qu'un nombre fini de points
singuliers (§) de la fonetion f(x);

(2) il existe une fonetion F(z) continue dans I, et telle que,
pour chaque sous-intervalle J=— (e, d) de I, ne contenant pas de
points singuliers, (§) de #(z), ’

F(d) — F(0) = §(f; I).

Si une telle fonction F(x) existe, elle est par les conditions don-
nées déterminée complétement A une constante additive prés. On
pose alors, par définition, si f(x) e K(8°; L) '

§°(f; L) = F(b) — F(a).

La fonctionnelle &° ainsi définie satisfait comme on voit de suite
aux conditions (4) et (B) du § 7, c.h-d. elle est également une
intégrale. On l'appellera intégrale singulidre (§)de Cauchys;
on voit qu’elle contient l'intégrale § au sens propre; par écrit .

§)8.
pour chaque intégrale &.

§ 12. Intégrales singulidres de Harnack.

On rattachera encore & chaque intégrale § deux intégrales qu’on
nommera resp. §* et . La premiére en est définie de manidre
suivante :

K(8% 1,) est, pour chaque intervalle I, la famille de toutes les
fonctions définies dans I, et telles que

(1) en désignant par P lensemble des points singuliers (§) de
f(x) dans I, et par {I,} la suite des intervalles contigus & P dans
I, la fonction f(x) est intégrable (§) dans chaque intervalle I,
(kz=1), et ' '

@ D18 B <+oo, lim0,=0,

ol 0, désigne I'oscillation de I'intégrale () de f(x) dans Pintervalle 1,%).

1) ¢.-4-d, la borne supérieure des valeurs de §(f;I)pour les intervalles I("I,.
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Ceci é4tant, on pose, par définition,
S fi L) =8f; P+ Y §(f; L
k&

On définit debfag,on presque identique la fonctionnelle §**; on
modifie seulement la condition (2), en la remplagant par la suivante:

On vérifie de suite que les fonctionnelles &* et & sont des in-
tégrales; on appelle §* intégrale singuliére (§) de Har-
nack; pareillement, §* est dite intégrale singulidre (§) de
Harnack au sens restreint.

On a, pour chaque intégrale &,

8 )8 ) 8.

§ 13. Définition inductive des intégrales de M. Denjoy.

Soit {8 (E<C#») une suite transfinie quelconque d'intégrales, et
supposons qu'on a toujours pour § <7n <<w

M , 8, D S
Nous désignerons par
J's;

<
lintégrale § définie par les counditions suivantes:
@) K(8; 1) =2‘ K (8; I)
§<a

pour chaque intervalle I;

3 si f(x)e K(8; 1)

et & est le plus petit nombre £ tel que f(z)e K(8; I), on posera:
S(fil)=8&(fi I)

(on a & la fois, par la formule (1), 8(f; I)= & (f; I) pour chaque

£ &)

Soit maintenant {£}, {£f} deux suites transfinies d'intégrales
déterminées, par induction, de fagon suivante:

@ £ < £§ désigne l'intégrale lebesguienne;
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o a=(39) w=(Ta)

pour chaque a > 0.
Nous prouverons que

9= Y g=1,

e

= Y ot =1y,

i<a
ol D et 9* désignent, comme toujours dans cette note, les intégrales
denjoyennes Il suffit d'ailleurs prouver seulement la premiére .
relation, la seconde se démontrant de manisre complétement analogue.
L'intégrale 9 contenant 'intégrale lebesguienne et étant compléte,
ou vérifie de suite, par induction, qu'on a, pour chaque §,

(6) ' @ng,
dOl‘l @321&_

Pour en déduire l'identité

2=3x5,

<

et

il suffit de prouver que chaque fonction f(x) intégrable (9) dans
un intervalle (a, b), est & la fois intégrable £ pour un nombre
£ < Q suffisamment grand.

Soit done f(z) une telle fonction et désignons, pour chaque
nombre £ par P; lensemble de points singuliers (£;) de f(x) dans
(a, b). Les ensembles P; forment une suite non-croissante d’ensem-
bles fermés et, par conséquent, d’aprés le théoréme connu, il existe
un nombre u<< 2 tel que

(M P,=P,
Supposons, par impossible, que
® P =P, %0,

Nous supposons. #abord que P ne ge réduit. pas m;x e‘utrémnés
de lintervalle (g, b).

L’ensemble P, contient alors, en raison du lemmig. du § 9, une
portion K telle que f(x) est sommable sur K et quo la série des
valeurs des intégrales (9) de la fonction f(z) sur les mbarvalles EA
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coutigus 4 K, converge absolument. Il existe, par conséquent, un
sous-intervalle II' de (g, b) contenant dans soo intérieur des points
de K, et tel que

IIX K=1IIX P,.

Or, aucun intervalle situé dans Dintérieur d’un des intervalles
contigus m,, ne contient de points singuliers £,; par conséquent,
J(x) est intégrable (£,) dans chaque tel intervalle et en vertu de (6),
la valeur de son intégrale (£,) y coincide avec celle de son intégrale
(9). I1 s'en suit facilement que f(x) est intégrable (&) sur chaque
intervalle 7, et que

(/i) = (@) [ fiayas

et n
0 (&5 f; ma) = 0(9; f; m,) 9.
On a done
(9) D5 (fm) <+ oo,
et lorsque la suite {m,} est infinie, aussi
(10) lim O (&5 /5 7a) = 0.

Or, en raison de (7), tous les points de K, (au moins ceux qui
sont intérieurs & I7), sont & la fois des points singuliers (£;) de f(z)
dans II. D'autre part, la fonction f(#) étant sommable sur K, elle
y est, & plus forte raison, intégrable £, eu tant que £: ) £, contient
Pintégrale lebesguienne. Il s'en suit en raison de (9) et (10) que
f{x) est intégrable (£ = £,4,) dans IT ce qui est évidemment con-
tradictoire avec I'hypothése que IT contient dans son intérieur des
points de P, =P, :

Nous avons supposé plus haut que P, ne se réduit pas aux
extrémités de lintervalle (g, ). Or, #il en était ainsi, on vérifierait
de suite que f(x) serait intégrable (£7), done, & plus forte raison,
intégrable (£,.;) dans (a, b) ce qui est aussi contradictoire avec l'hy-
pothése (8). :

Ainsi, dans tout cas nous aboutissons avee (8) & une contradi-
ction;, il g'en suit que P,=0, c-&-d. que f(z) est intégrable (£4)
dans (a, b).

Notre assertion est done démontrée.

1) & étant une intégrale et (&) une fonction queleonque intégrable (&) dana

un intervalle 1,, 0(§; f; I,) désigne I'oscillation de lintégrale (5) de la fonetion
f(z) dans T'intervalle 1,; voir note ), p. 259,

e —————————————

icm

Sur la décomposition du cercle ouvert en arcs
simples ouverts.

Par
Stanistawa Nikodym (Cracovie).

Le but de cette note consiste & démontrer une propriété de
la décomposition des domaines ouverts et plans en ares simples
ouverts. Nous ne considérerons ici que le cas particulier, ol le
domaine est lintérieur d'une courbe simple fermée.

Théoréme *). Soit G lintérieur dune courbe simple
fermée C. Supposons quon ait décomposé G en des
ares simples ouverts (K} jouissant des propriétés
suivantes:

1° leurs diamétres surpassent un nombre positif

fixe g,

2% ily sont disjoints deux 4 deux, méme sil'on les

ferme,

3% les deux houts K de chaque are ne coincident

jamais et ils sont des points quise trouvent sur
la frontit¢re C du domaine G,
4° par tout point pe@ passe une courbe K.

Soit py, py, py,... une suite infinie de points de @
telle que limp,=p, ot telle qu'an plus un nombre fini
des p, est situé sur Varc K, passant parp,. Soit K, I'are
de{K} passant par p,

1) L'étnde de telles décompositions m'tait proposée par M. O. Nikodym.
Le contenu de la mote était présenté au I Congrés des Mathématiciens des Pay(
Slaves & Varsovie (Jo 24. IX, 1929, Bection III)
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