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fonetionis de Baire (sur M) est de puissance 2%, tandis que len-

semble de toutes les fonetions définies sur M est évidemment de

puissance 22& (ear il existe 22*0 de sous-ensembles de M, et par
conséquent autant de fonetions caractéristiques).

On peut démontrer de méme que sur tout ensemble contenant
un sous-ensemble parfait (dome, en particulier, sur tout ensemble
borelien non dénombrable) il existe des fonctions de Baire de classe
quelconque.
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Sur l'existence des demi-tangentes & une courbe
de Jordan.

Par

Georges Bouligand (Poitiers).

Dans tout cet article, nous raisonnerous en géométrie euclidienne
4 n dimensions, et nous ne considérerons que des ensembles fermés
de points. Nous allons d’abord rappeler, en la précisant, une notion
déja utilisée 1).

1. Ensemble des demi-tangentes en un point &accumulation. Soit O
un point d'accumulation de I'ensemble fermé E. Soit 4, I'ensemble
des demi-droites, ou rayons, joignant O aux points de E distincts
de 0 et dont la distance 0 ne dépasse pas & Soit A, la fermeture
de A,. Considérons I'ensemble 4, — 4,. Pour I'obtenir, nous prenons
un rayon r d’accumulation de rayons ¢ de 4,; si les ¢ résultent de
la jonetion au point O de points de £ (distants de O de moins de &)
ayant un point d’accumulation distinet de 0, ce point d’accumulation
fait partie de E, donc son rayon de jonction r fait partie de A, et
s'élimine de la différence 4,—4,: pour cette raison, Vensemble
4,—4, est indépendant de e; les rayons qui le composent sont
limites de rayons de jonction provenant de toutes les suites possibles
de points de E tendant vers le point 0, & VPexclusion des rayons
contenant une infinité de points de £ admettant O pour point d’ac-
cumulation; ces rayons s'éliminent aussi de 4,—A,. En les ajoutant
4 A,— 4,, nous obtiendrons un ensemble A que nous appellerons
justement Zensemble des demi-tangentes au point 0. Chaque rayon

G. Bouligand: Sur quelques points de topologie restreinte du premier ordre.
Bulletin de la Sociét6 Mathématique de France, t. 56 (annde 1928) page 29. —
Problémes connexes de la notion d’enveloppe de M. Georges Durand (C. R. Aec.
Se, Paris, t. 189, annde 1929, page 447, section II).
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de A appertient & A, (quel que soit &). Réciproquement, un rayon
commun & tous les 4,, ou bien contient une infinité de points de &
gaccamulant en 0, ou bien est la limite de rayons de jonetion de
points de Z tendant vers O, non rectilignement; done un tel rayon »
appartient bien 4 Pensemble 4. Finalement A est le produit de tous
les 4,. Il est done fermé.

2. Cette définition étant rappelée, nous allons maintenant en
déduire une remarque simple concernant d’abord lintersection dun
ensemble fermé et d’'une multiplicité linéaire d'ordre n-—1; soit
mz‘n——l' -

Supposons qu'on méne une telle multiplicité par un point d’ac-
cumulation 0 et que l'ensemble des points d'intersection avec E
(soit E X M,_,) admette le point O pour point isolé. Malgré cela,
IM,_, peut contenir certains rayons de l'ensemble 4 des demi-tan-
gentes relatif au point 0. Mais, si I'ensemble £ est tout entier d’un
‘méme c6té de M, ,, il en sera de méme pour A (que 0 soit on non
point isolé de (B X M,_)-

3. On peut donner différentes applications de cette remarque.
Nous nous bornerons & considérer I'hypothése suivante:

On suppose que E est formé du point 0 et des points consécutifs
sur un courbe simple de Jordan (soit OL).

Moyennant cette hypothése, nous allons d’abord démontrer ce
lemme:

Dans le cas actuel. Vensemble A des demi-tangentes & Vare OL au
point O est un continu (pouvant se réduire & un rayon unique).

Tout d’abord, nous avons vu que cet ensemble est fermé. Raison-
nons, pour plus de commodité, sur l'ensemble ¢ des points d'inter-
section des rayons de A et d’une sphére (n—1 fois étendue) de
centre 0: il est aussi fermé; pour montrer qu'il est bien enchainé,
il nous suffit de prouver qu'on ne peut le scinder en ensembles
fermés dont les distances mutuelles, sur la sphére, auraient des
valeurs non nulles, )

Supposons que la chose soit possible: en effectuant sur la sphére
la construction de Cantor-Minkowski & partir de l'ensemble & avee
_ un rayon (géodésique) suffisamment petit 1), on obtiendrait plusieurs

3) 11 est superflu de faire observer que le mot ,rayon* n'a plus ici Ia, signi-
fication de demi-droite. Pour la construction de Cantor-Minkowski, voir mon mé-
moire du Bulletin des Sciences Mathématiques (sept. oct. 1928).
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domaines fermés séparés, ayant pour frontidres des varités n — 2
fois étendues: considérons les domaines coniques de Despace initial,
ayant pour sommet le point 0 et englohant tous les rayons qui
aboutissent aux domsines sphériques préeédents. Supposons que la -
courbe OL coupe la frontiére F, , d'un de ces domaines coniques,
en certains points distinets de 0; et choissons sur 0L un point 3/
anterieur au premier de ces points: cela peut s'effectuer, car le point 0
est un point isolé de DPintersection de ¥, , et de OL. Mais alors,
Pensemble A sera tout entier & Dlintérieur du cone delimité par
F, 1, ce qui est en contradiction avec la présence de plusieurs
lomaines coniques séparés (C. Q. F. D.).

4. De ce lemme, on passe facilement au théoréme suivant:

Toute multiplicité linéuire M,_,. menée par O de manidre & tra-
verser Uensemble conttnu A des demi tangentes en O & Pare OL est
coupée par Varc OL en un ensemble de points admeitant le point O
pour point d'accumulation.

En disant que M, , traverse 4, nous entendrons- qu'il y a des
rayons de A de chaque coté de cette varisié. Cela posé, démontrons
le théoréme énoncé, au moyen d'un raisonnement par Iabsurde: si
I'énoncé était inexact, le point O serait un point isolé de l'intersection
(0L X M,_,); en appelant M up point antérieur au point d'inter-
section qui vient le premier aprés O sur Part 0L, on voit que I'are
OM ne couperait M, , qu'en 0. Done, contrairement & I'hypothése,
Iensemble 4 serait tout entier d'un méme c6té de M,, (C.Q.F.D.).

5. Le théoréme de n® 4 est intéressant & divers titres. D’une
part, il confirme I'opportunité, déja signalée, d’introduire systémati-
quement lensemble 4. D’autre part, il entraine immédiatement la
proposition suivante:

Dans Uespace euclidien & n dimensions, toul arc simple (ou toute
courbe simple indéfinie) de Jordan qui est coupé par une variété linéaire
@ n—1 dimensions suivant un ensemble de points dépourvu de point
d'accumulation & distance finie admet partout une demi-tangente an-
térieure et une demsi-tangente postéricure.

Cet énoncé est en relation avec les heaux résultats donnés par
M. Audré Marchaud sur continus d’ordre borné ). Ces recherches

1) A. Marchand, sur les continus d’ordre borné, C. R. Ac. Se. Paris t. 189
(1929) p 16.
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sont plus générales que le probléme actuel car elle.s .traitent de
continus quelconques; mais elles sont aussi plus restrictives, en ce
que I'ensemble Z X M, , y est supposé borné (pour toutes les M, _,).
ou mieux, le nombre de ses élémeuts est supposé tel. Dans les condi-
tions actuelles, 'existence de la demi-tangente demeure assurée: notam-
ment, notre énoncé englobe des courbes donnant lieu, & I’exqmple de

1

y=x:(2+cos5) (n=2)

4 un ensemble de points d’intersection fini, mais non borné; il
englobe aussi des courbes simples indéfinies qui rappelleraient la
sinusotde (n = 2) et Vhélice circulaire (n= 3).

Enfin, M. le Professeur Sierpifiski a bien voulu me signaler,
dans le méme ordre d'idées, une admirable note de Janiszewski sur
la géoméirie des courbes planes générales. (C. R. t. 1560, p. 606). Dés
1910, lillustre fondateur de la Revue des Fundamenta avait fait
une étude approfondie des courbes du plan euclidien, qui dans toute
région bornée, ne sont coupées par une droite qu'en un nombre
limité de points. Il en avait établi la rectificabilité, ainsi que les
propriétés pouvaut se réduire, dans le cas n==2, au théoréme du n° b.
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Sur une propriété des espaces 0-dimensionnels.
Par
G. Poprougénko (Varsovie).

Un lemme démontré et généralisé récemment par M. Sier-
pidskil) nous permet de donner une démonstration trés simple
d'un théoréme que j'ai déja signalé (sans démonstration) dans une
note antérieure 2),

Désignons par E un espace métrique, par p—son élément variable.
Nous allons démontrer le theordme suivant:

Théoréme. Pour quun espace métrique séparable E soit de di-
mension O (au sens de M. Menger), il faut et il suffit qu'il existe
pour toute fonction f(p) définie et continue sur un ensemble P Jfermé
(relativement & E), d'ailleurs arbitraire, une fonction F(p) définic et
continue dans Uespace entier et telle que

(6)) F(p)= f(p),
pour pelP, et
(2) F(E) = f(P)?3).

-

Dém. I. La nécessité,

Soit Z un espace métrique séparable 0-dimensionnel, P—un en-
semble fermé (relativement & Z), f(p) — une fonction définie et
continue sur P.

L'espace E étant de dimension O, il existe, comme on sait, un
ensemble X de nombres irrationnels = homéomorphe 4 E: il existe

) W. Bierpidski, Fund, Math. t, XI, p. 118 et t. XIV, p. 234.

%) Sur Dextension des fonctions de Basre etc, C. R. Boc. Se. de Varsovies
XXI, Classe 11I 1928, p. 243.

%) Le symbole f(Z) désigne 'ensemble de valeurs de la fonction f(p) (p€Z)
sur l'ensemble Z,
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