130 W . Sierpinski.

ensembles f(J,,,..q, %) seront tous non dénombrables et disjoints
(pour les systémes d'indices différents), et nous aurons toujours la
formule (2).

Posons
3) P= ¥ 0, bu Guaen-

]la sommation s'étendant & toutes les suites infinies ey, @y, a,...,
formées des nombres O et 1. Les intervalles 4., 6étant fermés,

il résulte tout de suite de (2) et (1) que l’ensemble P est fermé et

borné et contenu dans E. La fonction f(x) étant continue dans E,

Yensemble f(P) est done aussi fermé.
Or, de (3) résulte que

@ ()= (0 SusesBasar )

Je dis que I'ensemble f(P) est non dénombrable. Pour le prouver,

il suffira évidemment de démontrer que les termes de la série (4)
sont tout mon vides et sans éléments communs deux i deux.

Soit done @, @,, @;,..., une suite infinie formée d'indices O et 1:
daprés (2), Ouy Ouuanr Ouyupeyy--- 5t une suite infinie d'intervalles
fermés contenus chacun dans le précédant, et parsuite le produit
O, Oy 0 Oy aac--- €5t DOD vide, done aussi 'ensemble f(dy, 84,0, Foyapa-):

Or, soit f;, By, fs,... une suite infinie d'indices O et 1, distincte
de la suite @, @y, @y,... Soit k le plus petit indice, tel que f,==a,,
p. e. @,=0, f=1. D’aprés (2) et (1) on &

0o, Oay04 Gayonaye - C E 6m_m..y o Eda, [ PY
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or, comme nous 8avons, /(B 6yq, o, o) /(£ 0sa.q, ;1)==0: on a done

f(dat 6ax0: duxwxﬂi"‘) 'f(éih 651(19 6ﬂlﬂu ﬂa"’) = 07
e g £ d

I:.’ensemble 7(P) est donc non dénombrable et, comme fermé,
contient un sous-ensemble parfait.

L’ensemble de tous les nombres irrationnels étant un- Gy, le
théoréme de M. Souslin est démontré.
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Sur une généralisation des intégrales
de M. J. Radon.

Par

Otton Nikodym (Cracovie).

Le mémoire présent contient une partie de résultats que jai
présenté dans une communication pendant le I Congrés des Mathé-
maticiens des Pays Slaves & Varsovie 1929 (septembre).

M. Fréchet?) a genéralisé pour les ensembles abstraits la thé-
orie de la mesure et de lintégration de M. Radon ?). Il envisage
une famille additive & d’ensembles ) et, en considérant comme
 mesure“ une fometion (fixe mais arbitraire d'ailleurs) additive 4)
9 (E) d'ensembles de &, il donne l'esquisse d'une théorie d'intégration
analogue & celle de M. Liebesgue.

Jo préfere de construire la méme théorie d’intégration sur la
notion du corps d’ensembles. J'entend par la toute famille non vide
o de sous-ensembles d'une variété 1 (dont les éléments sont des
objets quelconques) jouissant de deux propriétés suivantes 5):

1) Sur Vintégrale dune forctionnelle étendue & un ensemble absirait. Bull.
de la Soc. Math. de France 1915. t. XLIIL,

%) J. Radon. Theorie u. Anwendungen der absolut additiven Mengenfunk-
tionen, Sitzber, der Math.-Naturwiss. Klasse der Kais. Akademie der Wiss.
Wien 1913. 112 Bd. Abt II a/2.

3) C'est-a-dire: 1° si E,, E,..., En,... appartiennent 4 &, leur somme y appar-
tient aussi, 20 si E,, E, appartiennent & &, il y en est de méme pour E, — K,
La famille & est donc ,close” par rapport 4 Paddition dénombrable et par rapport
4 la soustraction d'ensembles. i

4) Ca veut dire que, &i K, (r=1, 2,...) sont des ensembles digjoints de &, on
a ¢(E1+E,+)=¢(E1)+¢(E!)+ Jo m'exprime: ,parfaitement additive®.

5) Do telles familles se trouvent dans le travail de M, Bierpifiski, Un #he-
ordme géndral swr les familles d’ensembles. Fund. Math. t. XII 1928, p. 206.
Elles se trouvent aussi chez M. Radon 1 ec. )

Le mot ,corps d'ensembles® est employé par M. H, Hahn dans sa » Theorie
dar reellen Funktionen I Bd.“ p. 293 et p. 894, mais dans le sens différent.
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1o si B, B,..., E,,... est une suite infinie d’ensembles de o
e
ensemble 3 E, appartient aussi & Jf.
n=1

90 si Eed% lensemble co B, cest-a-dire le complémentaire de
E par rapport i I, appartient aussi b ok

D'autre part je me borne aux ,mesures‘ y(E) non négatives.

En effet, comme je vais le montrer tout de suite, les corps
semblent &tre mieux accommodés i la théorie d’intégration que les
familles & ,closes* par rapport & l'addition dénombrable et & la
soustraction, quoique la théorie d’intégration reste la méme.

On voit, que tout corps d’ensemble est aussi une famille additive
au sens de M. Lebesgue®) et Fréchet’) mais pas réciproque-
ment. En effet, la classe de tous les ensembles £ qui sont de I°
catégorie de Baire par rapport & lintervalle 0<Co<<1 est une
famille ,additive mais elle n’est pas un corps d’ensembles, puisque
co E est toujours de 2 catégorie,

Néanmoins la théorie d'intégration fondée sur la notion du
corps nest pas moins générale. En effet, soit & une ,famille“ addi-
tive et u(X)>>0 une fonetion 8) (parfaitement) additive servant de
,mesure® pour les ensembles de & On sait, que u(Z) est une fonc-
tion bornée dans & Soit M sa borne supérieure. Il existe une suite
infinie d’ensembles de &:

E,, E,..., E,...
telle que
lim u(E,) = M.

n—»0a

11 en résulte aisément que u(g‘ E)=M.
; ol

o0
v A
EO —ar 2 ; b’n'

el

Posons

Si E.E,=0, on a nécessairement u(E)==10; par conséquent la
opartie“ de la famille & se trouvant ,en déhors“ de E, ne joue
aucun role dans Pintégration. C’est seulement le corps ecomposé de
tous les sous-ensembles de E, et appartenant & & fwqui y intervient.

%) Ann, Ec. Norm. Rep. (3) 27. 1910),
"1 e

¢) La remarque qui suit, peut étre généralisée au cas de la ,,mesure” quelconque,
14

Intégrales. 133

Voils maintenant les raisons pour lesquelles nous nous bornons
A considérer des ,mesures‘ non négatives. Dans le cas général le
théoréme suivant ne subsiste pas:

Si mesE,—>0 pour n—>oco, on a

Hm Ef f=0.

Ce théoréme exprime une propriété qui combinée avec I'additlvité
parfaite pour les intégrales [/ rend la théorie de M. Lebesgue
E

si harmonieuse et importante.

Si T'on admet notre point de vue, la théorie se développe avee
une grande facilité et simplicité, étant donné quon a plus de
moyens pour les démonstrations. Le cas général, ot la mesure est
quelconque, se raméne aisément au cas, ol la mesure est positive °).

Les intégrales ffdu que je vais étudier jouissent d’une pro-
priété fondamentalef(mentionnée plus haut) qui représente une géné-
ralisation de la propriété de la continuité absolue des intégrales de
M.Lebesgue. La notion en question, qui fut introduit par M. Vitali
pour les fonctions d une variable réelle, se traduit pour les intégrales
lebesguientas par le fait suivant:

gi mesE,—0, ona dex—)();

et une propriété analogue subsiste pour les intégrales de M.Radon??).
Pour avoir une analogie avec la continuité ordinaire, nous allons
introduire la motion de la ,u-distance* de deux ensembles du corps
eonsidéré, en posant 11):

- HEaF”p?“(E'_F)‘!_”‘(F_E)

Cette notion jouissant des propriétés usuelles de la distance, le
corps J peut étre considéré corame un espace métrique au sens de
M. Hausdorff

%) Voir le § 6 du travail présent {le théordme de M, Hahn et Franck).

10) ot celles do M. Fréchet dansle cas, ‘ol Ia ,mesure® est non négative
(on non positive).

1) Dans le cas de la ,mesure* quelconque on peut poser:

Wk T—,‘f!d‘u| et considérer || E, Fll#.. (voir 1))
£
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Tl est complét, si Yon définit le passage & la u-limite: K, — E
par la relation
|E,, E|l,— 0 pour #-—>o0.

Or, la continuité (,ubsolue“) de la fonction d’ensembles

F(E) =7 J fau

est équivalente & la condition que Z,—>,E entraine
F(E,)—> FE).

La notion de la u-distance de deux ensembles est aussi trouvée
et étudiée par M. Aronschein!®) d'une maniére indépendante et

représente une généralisation d’un cas particulier de la notion de -

distance de deux fonctions introduite par M. Fréchet 8).

En partant de la notion du corps d'ensembles et de la fonetion
d'ensembles (parfaitement) additive, on peut développer toute la
théorie de mesurabilité et celle de intégrale parfaitement additive
ot continue. Remarquons que la mesurabilité pour les ensembles
et pour les fonctions n’a rien & faire avec la motion de la mesure.
(Pest pourquoi nous  préférons d'employer le mot ,appartenant au
corps¢ au lieu de dire ,mesurable“, Ce nest que la sommabilité
qui dépend de la mesure.

En ce qui concerne Varchitecture de la théorie que je vais pré-
senter ici, on pourrait imiter le procédé de M. Liebesgue. Néan-
moins, pour parvenir plus vite aux théorémes plus intéressants, nous
avons choisi des définitions différentes (quoique équivalentes) de
celles de M. Lebesgue. La théorie commence par une dixaine de

13) 1l va publier un travail correspondant.

13) Bulletin of the Caloutta Mathem. Society 1921. Sur les diverses modes
de convergence d'une suite de fonctions d'une variable.

En ce qui concerne la notion de la distance de deux ensembles mesurables
(L), j'ai 1a trouvée d’une maniére indépendante de M, Fréchet et en méme temps
j'en ai aper¢u (mais non publié) 'importance pour les intégrales lebesguiennes, en
trouvant que I'additivité parfaite etla continuité respective sont caractéristiques pour
les intégrales de M, Liebesgue considérées comme des fonctions d’ensembles, C'est
pourquoi M, Wasewski m'a cité dans sa note insérée dans les C. R. Puris 1923.
Voir aussi M. Fréchet Sur la distance de deun ensembles. Calcutta Math. Soc.
Bull. 15. (1924), ot M. Fréchet réclame sa priorité.
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théorémes auxiliaires 4, B, C,... et lemmes faciles & obtenir. Ce
qui est un peu plus intéressant, ¢'est le théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction &(X)
soit parfaitement additive et u-continue est qu’il existe une fonction
p-sommable f(x) telle que

#(E) = f fdu

pour tout Eedk

Ce théoréme qui fut démontré par M. Lebesgue et généra-
lisé par M. Radon au cas, ol la variété 1 est un sous-ensemble
de l'espace Euclidien, est chez nous démontré dans toute sa géné-
ralité. (La démonstration de M. Radon s’appuie sur le résultat
mentionné de M. Lebesgue et, par conséquent, elle est fondée
sur le théoréme ,des couvertures® de M. Vitali).

Le théoréme en question montre quil suffit d’envisager des
mesures non négatives pour donner une représentation générale des
fonctions parfaitement additives d’ensembles.

§ 1. Définition 1. Etant donnéune variété abstraite
1 (non vide) d'éléments quelconques, appelons corps re-
lative & 1, ou plus bridvement corps, toutes classe non
vide & de sousensembles de 1, telle que:

1° s E,Ey.., E,... €¢¥ ona

zm‘E',, ek,

20 51 Eed%, ona coEedk.

L’ensemble 7 s'appelle la variété du corps ok.

On voit aisément que la variété I ainsi que l'ensemble vide 0
appartiennent nécessairement au corps o :

On voit aussi que la différence, le produit fini ou infini dénom-
brable et la somme finie d'ensembles appartenant au corps &, lui
appartiennent aussi. Il y en est de méme pour l'ensemble limite
restreint lim E, et pour Pensemble limite complet 4) lim E,, dés que

A —»00

les E, appartiennent i

t4) Par lim E; on entend Pensemble

. (E,.E,.Ep..) (B, By..)F o
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Pour avoir des exemples des corps il suffit mentionner 1) la
classe de tous les ensembles mesurables (B) de points d’un espace
euclidien, 2) la classe de tous les ensembles mesurables (I) 3) la
classe Mg de tous les ensembles qu’on peut obtenir des ensembles
(4) ( de Souslin et M. Lusin) en leur appliquant successive-
ment Popération de la sommation dénombrable et celle du complé-
mentaire 15), 4) la classe composée seulement de deux ensembles: 1 et
0, B) la classe de tous les sous-ensembles d'un ensemble douné
p. ex. de I'ensemble de tous les nombres naturels.

Définition 2. Par une fonction parfaitement additive dans le
corps #nous allons entendretoute fonction d’ensembles
f(E), déterminée pour toat Eedl, dont les valeurs sont
des nombres réels et telle que, si Ky, K,,..., 1,,.. est une
suite d'ensembles disjoints du corps o, on a toujours:

M f( 2&)=2‘f‘<ﬂn.

n=l n=l

De la définition 2 il résulte immédiatement que, si £ =0, on
a f(E)=0. Il gensuit que la relation (1) subsiste pour un nombre
fini d’ensembles disjoints. ‘

En ce qui concerne les fonctions parfaitement additives, men-
tionnons la propriété connue suivantel®): Si K.ed (n=1,2....) et
limE, = lmE, = E, on a

im f(K,) = f(E,).

Il en résulte que, si Z,edt, (n=1,2,..), B, D ED..DED..,
E,,=ﬁE,,, on a

T lim £ (E,) = 1),

par {im E, 'ensemble
n—co
By By By ) (B By
8i lim B, = [im By, on éerit lim E,,.
n—o0 n-»co n—»00

1) Voir O. Nikodym. Sur les diverses classes d'emsembles. Fund. Math.
t. XIV. p. 192. Def. V. (La classe de tous les ensembles (4) ne comstitue pas
un corps). ‘

1) M. Fréchet. Des familles et fonctions additives d’ensembles abstreits.
Fund. Math. 1V, 1923. p. 345,
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D'une manidre analogue, si E,ed, B CEC...CEC...,
E=3E,, on v limf(B,) =7 (E).
n—1 : n—>00

§ 2. Définition 3. Soit donné un corps. Choisissons
une fonction fixe u(E), parfaitement additive du corps
et non négative partout. Nous lappellerons fonction
mesurante ou bridvement mesure (de ).

Théor. a. Il est remarquable que les ensembles EZdu corps
peuvent &tre considérés comme les éléments dun es-
pace métrique au sens de M. Hansdorff.

Définition 4. En effet, appelons la p-distance de deux
ensembles £ F du corps & le nombre:

1B, Fllu= a(E— F)+ p(F — E).

Définition 5. Dans le cas, ol [|E F|,=0, nous ap-
pelons E et F u-gales et écrirons E=, F.
Voila les propriétés de la distance introduite.

1) Evidemment | E Fijj, 20, la fonction u étant non négative.

2) On a ||E, Fll,— | F, El| .

3) La condition nécessaire et suffisante pour que E=,F est
que. || E, F|j,=0, ce qui résulte immédiatement de la définition
de la p-égalité.

4) | B Fl,<IIE G+ 1| G Fll.

En effet, on a toujours!?)

@ E—FC(E—6)+(G—F)
Comme (E— G).(G—F)=0, la relation (2) entraine

p(E—N<uplf— G+ (G—F)
<u(E— G)+p(@—F)

1) 8i ‘we B, xecoF, on 2, ou xe¢E — G, ou bien xe¢f.G, puisque
E=E.G-(E— G). Dans le cas premier: xe(E— @&+ (G — F). Dans le cas
restant: £€G et xecoF, done x6G — F, done a fortiori xe(E— &)+ (G — F).
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D’une maniére analogue on obtient:
w(F — )< p(F — &) + (G — F).

Les relations démontrées impliquent la proposition.

Théor. b. La notion de la u-distance est invariante
par rapport & la notion de la u-égalité de deux en-
sembles.

Démonstration. En effet, soit Z=,E". On a, d’aprés la

u(E—E)=puE —E)=0.

Comme
E'—FC((E' —E)+ (E—F)
et
(B — E)(E— F)=0,
on a:
(B — F)<u(E' — E) + u(& — F),
done

w(E — F) < p(E —I).
D’autre part
F—ECF—E)+(E—E)
ce que donne
uw(F — B) < u(F — B).
Par conséquent:
12 Fll. <<|| & F,
Mais, d’'une maniére analogue on démontre que
B Fll <SIE Fl
LI en résulte I'dquation
(3) “E7 F”u == ” E'\F

Nous avons ainsi démontré que la relation £ =, E’ implique (3).
On en déduit aisément que les relations E=, E', F'=,F' im-
pliquent

“y‘

2y Bl =11 2" F" |,

- ¥tant donné la notion de distance, introduisons la notion cor-
respondante de la u-limite d'une suite infinie d’ensembles du
corps o

icm
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Définition 6. Définissons E,—, E1¥) comme expri-
mant le méme que || £, Ef,—0.

Théor. e¢. La variété J/ metrisée ainsi est compléte.
Ca veut dire ce qui suit: la condition nécessaire et suffisante pour
que E, tend en u-mesure vers F' est que, quel que soit le nombre
positif o, on peut trouver un nombre » tel que les relations n =%,
m —= v entralnent '

HE'H E, ”u <o

Démonstration. Le nécessité est évidente, puisque elle
résulte immédiatement de la propriété ,du triangle“ de la distance.
Montrons qu'elle est suffisante. Supposons done qu’elle soit remplie.

Soient 0y, 0y,..., G,,... des nombres positifs tels que o, con-
n=1
verge. Déterminons les nombres naturels vy, #y,...,%,,... de sorte que
I'inégalité
(1) “Elﬂ Em”y, > 0,

subsiste dés que les indices n et m sont Z=w,, (k==1,2,...). Consi-
dérons l'ensemble

(2 E- (B, + B, + ). (B, E,+....
E est un ensemble du corps &
Or, on a
Eﬂ/, + E"k—}-l + s T sz + (Eﬂk+1 - Evk) + (Ev;l.{_g - Evk+1) + et

Done
(Evk + E”k-]—l + * ") - Evk C (‘Eﬂk+1 - 'Evk) + (‘Eﬂk_;_g - Eﬂk.}_l) + e
puisque le membre gauche est identique &
(‘Evk - Ei’k) + (‘El’j_'.] — El'k) <Co Evk + (Eil/,+g - E¢k+1) - €0 El-‘k + i
On a done:

”[(Evk + E"’H—l + "') - Evklgp‘(EvH] - Ev;,) + [‘(EnH_g— Evk+1)+“‘
<o+ Ot -

1%) Nous disons E, fend en u-mesure vers E.
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Par conséquent:
®) plB,, + By, + -

Comme

]-—)0 pour k —» oo.

— By Byt )=
["[ ( + v;,+1 ]=O7

ce qui donne avee (3):
si k—> o0

4) 1Byt Eppy +-oor Epllu— 05 s : .
D'autre part on a (puisque £C E, 4 E,, +1—{—...):
pE— (B, +E, +.)]=0
ul(E, +E, +.)—E]l=uE, +E,  +..)—u(E)
ce qui implique'
®) [ A
étant donné, d’apres (2), que

”‘(E) - hm [I'(Evk + Va4 +“')'

Par conséquent (vu (4) et (D)):

on a

vy Blj,—>0, si koo,

(6) | B,,, E||,—>0, si k—>oo.
Soit maintenant o> 0.

Choissons % de sorte qu'on ait a,,<2— et que | Z,, E|, < g
Soit n 2=, On a (voir (1)):

18y Bull, < 00 < g
Done
12, ENl < B, B,,)| + 1By,; Eflu <o.”
Cela prouve que
]|E,,,E||“—>0 pour %-—»>o0,

donc E,-», E. La proposition est ainsi démontrée.
Remarquons que la variété n'est pas nécessairement compacte,
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§ 3. Definition 7. Soit f(z) une fonction réelle dé-
finie dans 1. Appelons la fonetion f(z) simple, si elle
nadmet quun nombre au plus dénombrable de vale urs,
chaque valeur étant prise dans un ensemble de z for-
mant up ensemble du corps o

La fonction constante est simple. La somme, le produit de deux
fonctions simples f, ¢ ainsi que max| f(2), g(x)] et min[ f(x), g(z)]
sont aussi des fonetions simples.

Definition 8. Une fonection est appelée apparienant au
corps % 8i elle est la limite d'une suite infinie defone-
tions simples uniformément convergente.

Théor. A. Toute fonetion f(z) appartenant au corps
est la limite d'une saite infine uniformément conver-
gente de fonctions simples ¢,(2) telles que g,(2) < f(2),
(n=1,2,..)

Démonstration. En effet, soit { /,(z)} une suite uniformément
convergente de fonctions simples, telle que

[Jim £, (@) = f (2.

Soit {e,} une suite infinie de nombres positifs tendant vers 0.
Soit %, tel que k,>n et

f@) — £ @)] <

Il en résulte

0 <f(1‘)—*[ /k,,("t)"“ En] < 28&1'
Par conséquent '

lim [ Jo (@) — &)= f(=),

la convergence étant uniforme.

Les fonctions f, (x)— &, étant des fonctions slmples et puisque
e, (@) — 8. < f (), Ia proposition est établie.

Théor. A’. D'une manitre analogue on démontre qu'une fone-
tion f(x) appartenant au corps peut &tre considérée
comme limite dune suite infinie uniformément con-
vergente de fonctions simples supérieures & f(x).

Théor. A”. Remarquons que les suites en question peu-
vent étre choisies monotones: non décroissantes dans
le cas premier et non croissantes dans le cas deuxidme.
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Démonstration. En effet, soit lin:otp,, (@) =/(z), ot @,(2)
sont des fonections simples, telles que @, (z) << f(#). Posons’
I‘pi (2) 7—_?_ q’l (x) et wn-l-l (.’17) T max [wn (W), (pn—}-l (W)], (n = 17 2, . .).

On a o, (z) <S¢ (#)<<... et toutes les (%) sont des fonetions
simples.
Comme

9. () < () <Sf(®),

on trouve lim ¢,(z) = f(z), la convergence étant uniforme. La pro-

position est ainsi démontrée. Une démonstration analogue s’applique
pour établir I'existence d'une suite uniformément convergente et non
croissante de fonetions simples supérieures & f(x) et tendant vers f{(z).
Théor. B. La condition nécessaire et suffisante
pour quune fonetion f(z) appartient au corps J est que,
quels que soient les nombres réels a<<b, l'ensemble

#la <fl@)<b)

appartient & J%

Démonstration de la nécessité.

Soit @ un nombre réel, et {p,(x)} (d'aprés le T'héor. A”") une suite
infinie de fonctions sumples telle que:

P@Z @) =... > f(2)

lim ¢,(x) = f(=).
L'ensemble T
E, 7 o {p.(¢) < a}
appartient & &, comme la somme d’un nombre au plus dénombrable
d’ensembles ¢ d¥.
Posons

Ei{f(x)<<dh
On a évidemment £, C E, C...C E,C...C E, ce qui implique

) S ECE.

Nl

Pour démontrer Plinclusion inverse, envisageons un point quel-
conque z, le E. Il existe un indice » tel que

@ (z0) — fl@y) < @— flmy) > 0.
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Done ¢, (z) <ea, dob zye E,.
Cela donne: & CE°° E,, done, d’aprés (1):
n=l

e ¥

n=1

Puisque E,ed%, il en résulte que Eed D'une manidre aalogue

on démontre que l'ensemble & { f(x) > a} appartient & &%, quel que
soit le nombre réel «.

En vertu de la relation

o <fl@) <B=#{f0)>a). (/) < 1)

on obtient que I'ensemble figurant dans le membre gauche de cette ‘
équation, appartient & o

La nécessité de la condition est ainsi démontrée, Pour en dé-

montrer la suffisance, choisissons un nombre positif arbitraire o.
Posons

F.= 50{”-%<f(d:)<(n+1-)%},
(n=0, +1, +2,...).

Les ensembles #, sont disjoints deux-a-deux et

oo ‘
2Fu=1.

Posons
fﬂ(z)fn.g pour zeF,
(n=0, £1, +2,...)

La fonction f,(z) n'admet qu’un nombre au plus dénombrable
de valeurs et on a ' : '

0 1@)—folo) <o

. 1 . .
En posant successivement o=z (k=1,2,...), on obtient ube

suite infinie de fonctions tendant uniformément vers f(z). Pour dé-
montrer que ce sont des fonctions simples il suffit de prouver que
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F,ed% Mais cela est évident, puisque

Fo= J[# 03— <s@ <403

et tous les termes du produit appartiennent & oX.

Les fonetions f, (%) sont done des fonctions simples.

Le théordme est démontré,

Théor. C. Si f(x) appartient au corps & la fonction
f@)| y appartient aussi. _

En effet, si f(z) =lim f, (), ol f,(z) sont simples, on a

| f@)| == lim | fo(=)].

Les |f,(«)| sont simples et leur suite tend uniformément vers
| f@)| ce qui se démontre aisément & part pour les ensembles

&{f(@)> 0}, #{f(x) <0} et &{/(x) =0}.

Théor. D. Si f(x) et g(x) appartiennenta J; il y en est

deméme pour f(z)4g(z) et f(x).g(x).
En effet, les relations
|fl2)— fa@)| <&
g (@) — 9. (®)] <e
entrainent |[£(2) + 9(#)] — fu(e) + ga(&)]| < 2e of, si los f, () ot
9.(2) sont des fonetions simples, il y en est de méme pour f,(z) - g.(%).

Passons au produit f(z).g(x).
Posons .

B, &{| /(@) + |9 (@)| <=}
(n=1,2,..)

En vertu du Théor. C et de ce que nous avons déja établi:
E,e. On a aussi B, CE, (...
Soient ¢, (x) et y,(z) des fonctions simples telles que

o
lf(m)_ q’n(x)‘ < n’
(ob >0 est choisi arbitrairement), et

[
19 — w(o) < 5.
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On a

l‘pu (x)-'/’n(@‘) "f(z)g(x)l <
< @)] - [¥a(2) — 9@)]| + 19 @)] . | 9. () —f(@)}-

. Done, pour z¢ E,—E, , (en posant Ey==0):

192 (2)- (@)~ /(2). 9 ()] <§-[If(w)}+iy(z)t +§{]<o+ z.

nl
En définissant

Z(”):f%(“’)% (=) pour ern""Eu—h
n=1,2,..)

on obtient une fonction simple, telle que

|2(@) — f@). 9(2)| <04 0* < 20,

partout, ei l'on choisie o< 1.

Le théoréme est ainsi démontré.

On peut démontrer le théoréme suivant:

Théor. E. 8i f,(2), (r=1,2,...) sont des fonctions ap-
partenant au corps & et si f(z)=Iim f,(z), Ia fonection

f(x) appartient aussi au corps.
(Il y en est de mé&me pour lim £, (z)).

n~»00

Nous laissons la démonstration an lecteur, en remarquant que
dans le cas, olt la suite f,(x) est convergente et monotone, on peut
g'appuyer sur le #héoréme B. Le cas général s'établie par l'appro-
ximation des f,(z) par des fonctions simples p,(2) au moyen des-
quelles on forme les suites

Y, (%) 7 max (@A), Pua(@)-.., Pue(®))-
On a

P,4(x) < Yl <...,
ot la suite {lim v,,(z)} qui est non croissante, tend vers f).
Rpo0

§ 4. Fizons une fonction x(Z) mesurante du corps .
Si @(z) est une fonction simple et si

(1) Yiy Yareony Ynreoo

Fundamenta Mathematicae t. XV. 10
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en sont toutes les valeurs, rangées dans une suite finie ou infinie
(sans répétitions), il peut se passer que la somme

\J
@) DY ATeAN
olt E,,_d—:ffc{qJ(x)z Y}, est finie ou absolument convergente.

Définition 9. Dans ce cas disons que la fonection
p(z) est y-sommable et appelons la valeur de (2) son

p-intégrale: :
[e@an

On peut justifier la définition par la remarque que la valeur
de (2) ne dépend pas de la maniére de ranger les valeurs de ()
dans une suite (1).

1. Lemme. ¢'(z), ¢"(r) étant deux fonctions simples
et u-sommables, la relation ¢’'(2) <¢”(z) entraine:

[r@u< [o@an

Démonstration, Rangeons toutes les valeurs ¢’ et ¢” dans
des suites finies ou infinies respectives, en évitant des répétitions:

'’ ’ L L
Yis¥Yaees Y1 ¥z,
et posons

E, 2l @)=y, Bz z{p" @)=y}
(n=1,2,...; m=12,..).

f é"du=2‘y;p<ﬁx)= Z%#( Py E)

Les ensembles E, étant disjoints et puisque SE,=1, on a
n

©) f ¢’ du= Zy;:[ Z‘u(E;.E;:)]= Yo u(Es. By).

On a

icm
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D'une maniére analogue
@ [van= Yvum.E2)
Considérons la différence
(%) _ Ynn(Ex. E) —y, n(E,. Ey,).

Si E,.E, = 0, la différence est nulle. Dans le cas, ot E,. K 0,
on a, quel que soit zeE,. E.:

Y@ =4 9@ =yn
Done, eomme tp"(x) < @)
Yn S ¥my

done (B) n’est jamais négative.

En tenant compte de ce que les sommes infinies sont abso-
lument convergentes, on obtient

fwfd'ugfq)ud#

2. Lemme. ¢’(z) et ¢”(x) étant des fonctions simples
et y-sommables, la relation

[¢'(z) — 9" ()| < e
entraine .

fev@an— [ ¢"(x>dp|<e;#(1)-

Démonstration. Kerivons

f ¥ (@) dp = PYAEA

S v @an= Dz

comme d’habitude.
Il en résulte:

[r@an— [ @au< Fisi— s

ulEL. E2)
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Si E..E, =0, le terme correspondant est =0, donc il peut

&tre remplacé par K. u(E,. Ey).
Si E..E. =0, on a pour tout xekE, By

@)=Y @' ="Yn
et par conséquent:
[yp —¥m| <&
11 g'ensuit:

| [r@an— fo@a

done << . p(1).
Done, d'aprés (2):

)
fqz’d#<f¢”d#-

3. Lemme. 8i @(z) est simple et p-sommable, Tinté-
grale fpdu estlaborne inférieure (supérieure) de tous
les f¢'dp ot p@) < ¢'(x) [p(@) > ¢'(@)] et ol ¢/(z) est simple
et y-sommable.

Démonstration. En effet, d'aprés le lemme 1: 8i ¢(x) << ¢'(2),

on a fedup<<Sg'dp

11 en résulte le lemme, puisque @(z)<< @'(z). La démonstration
est analogue pour la borne supérieure.

4 Lemme. Si ¢'(x) et ¢’(#) sont deux fonctions sim-
ples et y-sommables, on a:

f @ +9")du= f g'dp+ f ¢ dp.

Démonstration. Kerivons, comme d’habitude
[ oin=viuE
[orau= FeuEs)

les sommes étant finies ou absolument convergentes.

On a
®  foiut [oan= i+ vm D

<s.2‘,l(E;.E;;)

n,m
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Si E,.E, =0, on a pour tout zeE,.E,:
P@) =9n 9"*)=yu,

done
Yo+ 9m =9’ (x) + ¢"(2).

Le nombre des E, Z, n'étant qu'au plus dénombrable et puis-
que ”EME,;.E,:,'= 1, la fonetion ¢'(x) 4 ¢"(x) est simple,

Les ensembles E,. E, étant disjoints deux-i-deux, on peut
écrire, en joignant tous les termes du membre droit de (1), pour
lesquels y, 4 y,. ont la méme valeur:

f g'du+ f ¢du= 2 Yo n(£,),

ol la somme est finie ou absolument convergente et, od ¥, ¥.,..-
gont toutes les valeurs de la fonction @'(x) -+ @”(x) et £, est défini
par l'équation

E, z{g'(z) + ¢"(@) = y,}-

11 en résulte la formule

[oant [oau= [ +oin

En tenant compte du lemme 2. généralisons la notion de la y-som-
mabilité et celle de la p-intégrale de la maniére suivante

Définition 10. Disons quune fonction f(z) est p-som-
mable si 1° elle appartient au corps et si 2° il existe
deux fonections simples ¢'(z) et p”'(¢) u-sommables, telles
que ¢'(z) < flz) < ¢(2).

Théordme 1. Toute fonetion f(z) bornée et apparte-
nant au corps est y-sommable.

Théoréme 2. Si fiz) est pu-sommable. la borne supé-
rieure de tousles nombres fepdu ol ¢'(z) sont des fone-
tions simples, y-sommables et < f(z), est égale & la
borne inférieure de tous les nombres fg“dy, ol ¢"(z)
sont des fonetions simples p-sommables et = [(=x).

Démonstration. f(z) étant y-sommable, il existe deux fone-
tions simples, y-sommables y'(z), () telles que

1) V(o) <f@<¥'@®)


Yakuza


150 Otton Nikodym:

Désignons par M" et M’ respectivement la borne supérieure
et inférieure en question,

Ces bornes existent, en vertu du lemme 1, en vertu de (1) et
en vertu de ce que ¥’ et ¢ sont y-sommables, On a aussi:

@ f vap< M < U< f v dp.

Le fonction f(z) étant y-sommable, elle appartient, en vertu de
la définition de la u-sommabilité, au corps &% Par conséquent,
d’aprés le théor. A, il existe une fonction simple @’(x) telle que

3 @< fle) < 9'@) o
Si 'on définit la fonetion @,(z):

9i(@) == maz [@/(2), @),

on obtient

4 (@) < g1(2) < f(0)

(6) P < e(r) << fl2) SY'(2)
De (3) et (5) on déduit:

(6) P < fle) < i)+ o

et de (4) on a
[r@<m,

puisque ¢;(z) est une fonction simple et u-sommable (d’apreés
V) < ils) <) '

Mais () 4 0 comme somme de deux fonctions simples et
p-sommables est aussi y-sommable et on a, d'aprés le lemme 4,

f(qvi(x) + o)du =f<p;dp+ o.p(1).
Par conséquent (vu (6)):
u' < [idp+ o.ut)

done (vu (7)):
MM+ o.p(1)

En faisant tendre o vers 0, on en obtient

M'<C M.
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Done, d'aprés (2) on obtient M= M". En tenant compte du
théoréme 2 et du lemme 3, nous pouvons généraliser la u-intégrale
pour des fonctions quelconques, que voici:

Definition 11. Si f(x) est y-sommable, désignons par

Srean

la borne supérieure de tous les nombres fe)dp, ol
@(x) <f(x) sont des fonctions simples et p-sommables.

On voit qu'on trouve une définition équivalente, en utilisant la
borne inférieure des ¢ (x) = f(x).

En appliquant des méthodes analogues & celles qui ont fourni
la démonstration du théoréme 2, on démontre le théordme suivant:

Théoréme 3. Si f(z) est p-sommable et 0>>0, il existe
deux fonetions simples et p-sommables (), ¢”(2)
telles que:

fE)—e=g@)=fl)<¢" @) =/flx)+o0

ffdp.-—oSfcp’dySffdy. S.f(p”dy.Sffdy.-}—a.

Théoréme 4. Si f(z) et g(z) sont psommables ef
| f@)—g@)| =,

ffdu“fgdu%ﬁmp(u

Démonstration. Soit o > 0. Il existe, en vertu du théoréme 3,
deux fonctions @ (%), ¥ (x) simples et u-sommables, telles que

[f—ol<<7, ]ffdu—fq:du}ga'
lg—y|< 7, ‘fgd#——fwd;tl<o’.
[f—9l<q

lp—y|<o+-2¢
done, en vertu du lemme 2:

| [oan— [van|<@t200u.

Comme

on en obtient:
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Il sensuit:
| [Fan— foin|<to+20)n@)+20.

En faisent tendre o’ vers 0, on en obtient

| frau— fyau|<o.n.

Corollaire 4'. Si f,(z) et @(x) sont des fonetions u-som-
mables et f,(#)—>@(x) uniformément, alors

lin ff,du— [fan

Théor. 5. Si f(z) et g(x) sont ysommables, il en est de
méme pour f(z)+ g(x) et on a:

f(f+9)du=ffdu+fydu-

Démonstration. Les fonction £, g étant u-sommables, il existe
des fonetions simples et u-sommables @', ¢, ¥, ", telles que

P <Y, PSSy
oY <fH9<oe’ +v",

ce qui prouve, en vertu du lemme 4, que f+-g est u-sommable.
Soit 0> 0. En vertu du théor. 3, il existe deux fonctions sim-
ples et u-sommables @, (z), ¥,(x), telles que

ffd.u—f%du‘<0

lg—l<o, }fgdn—fwlduKm
Il en résulte
® (f+9)— (@t <2
of, d’aprés le lemme :

@ | frav+ foan+ [@itvidu| <20

Si o tend vers 0, la fonction sixﬁple et p-sommable ¢, ¢,

Done

lf— <o,

et
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tend uniformément vers f--g; done, en vertu du coroll. 4 et en
tenant compte de ce que f-}-g est p-sommabble:

lim f(ptw)de= [ (/+0) e

De (2) on obtient

1imf(w:+wx)du=ffd9~+fgdy-,
f(f+9)dy~=ffd#+f9d.u~

Théor. 6. Si f(z) est p-sommable et a un nombre réel,

on a
faf(a;)dp.::a.ff‘\x),dy.

La démonstration s'appuie sur Papproximation de f par des fone-
tions simples.

Théoréme 7, Si
f; (.’L'), .fi(w)i ey fn(x)_'s“-

est une suite uniformément convergente de fonetions
psommables, on a

lim f,,dy.sffdpn,

done enfin

f (@)= lim f, ().

Dém. Si Pon savait que f(z) est p-sommable, le théoréme résul-
terait immeédiatement du coroll. 4. Par conséquent, il suffit de dé-
montrer la p-sommabilité de f. 11 existe un indice #, tel que

lf=Al<1
—1+fH<f<UtHf

La fonetion f, étant p-sommable, il existe deux fonetions simples
et p-sommables @ (z) et () telles que,

P (@) < ful®) S 9(@)

Done
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Done
— 1+ p(@) < f(@) < 149 (o).
Les fonctions — ! 4@ (x), 14 9(x) étant simples et y-somma-
bles, comme sommes de deux fonctions p-sommables, il en résulte
que f est p-sommable. Le théoréme démontré ainsi est un peu plus

fort que le corollaire 4.
Théorétme 8. La condition nécessaire et suffisante

pour que la fonetion f(x) appartenant au corps soit
wsommable est que |f(x)| soit sommable.
On a dans ce cas

Sraw= fis1an

Démonstration Supposons que f(z) soit p-sommable. Il
existe deux fonctions simples et p.-sommables ¢ (x), ¢ (%), telles que

p(@)=f(x) = y()
D’une manidre géndrale, étant donnée une fonetion g¢(z), appelons
sa partie positive la fonction
v | g(x) pour les x tels que g(x)=0
g _df‘{ 0 pour les z restants

ot appelons sa partie négative:

iy — | —9g(x) pour les z tels que g(x) <0
g (x)—f’f'{ 0 pour les x restants.

On a
9(@) =g*(=)—g ()
partout.
Si g () appartient au corps J%, il en est de méme pour g* et g—.
videmment
1) 0=f*@) = 9+()
@) 0=f{o) <g~(@),

Les fonetions 9t (x), ¢ (x) sont simples.
Je dis que y+(z) est p-sommable. En effet, écrivons comme d’ha-

bitude
Sviu= F @)
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Or, la série du membre droit étant finie on bien absolument
convergente, il en résulte qu'elle ne perd pas sa convergence absolue,
si l'on supprime tous les membres négatifs.

La série restante est égale & /y*dp.

D'une maniére analogue on démontre que f@~dy existe. Done,
les relations (1) et (2) disent que f*(x) et f—(z) sont p-sommables.

Comme |f|=f*4-/=, il en résulte que |f(x)| est p-sommable.

Réciproquement, soit | f(z)| p-sommable, done — [ f(x)| aussi.

On a
® ~f@ < F@ <|f@)-

Il existe des fonctions simples et p-sommables g,(z) et W, (z)
telles que

P(@)=—|f(z)] et [f(®)] =<,
Cela donne
() Sf (@) =, (»),

ce qui prouve la p-sommabilité de / dans le cas, o f(z) appartient
au corps o
La relation (3) entraine (comme on le voit aisément):

— finaes frap=fifan
| [free|= fir1an

§ 5. Théer. d. I/i!Jta.nt donné un ensemble non vide E
du corps & les ensembles E.F, ot Fest un ensemble
variable du corps, forment une classe % densembles
qui est aussi un eorps.

En effet E—E.F=E.coF et

jE.ﬁ;:E.jF,.

n=l n=i

ce qui donne

Déflnition 12. Nous désignerons ce corps par 1.

Théor. F. f(z) 6tant une fonetion du ecorps & la fone-
tion f, 57 (E1f)), cest-d-dire la fonection fneconsidérée
que dans E, appartient 4 (E1d).

%) Le symbole ‘I est introduit par MM, Whitehead et Russel dans leurs
Principic Mathematicae.
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En effet, .
#la<filz)<fy=E.&{a < flo) B},

done, en vertu du théor. B,
&{a<fi(@) <B}e(B] )

Il y en est de méme pour les fonetions simples: Si @(x) est

une fonetion simple appartenant & J% la fonetion £'{@ est une fone-
tion simple appartenant & E1JL.
" Ytant donnée une fonction mesurante p.(4) du corps J elle
donne naissance i une fonction ., (B) mesurante du corps 1L
En effet, il suffit de poser p(B)=zF w(B) pour tout Be(E1). La
fonetion p, (B) ne differe de p(B) que par le domaine, ou elle est
définie.

En ce qui concerne la théorie de la p,-sommabilité des fonctions
ot celle de la p-intégrale, elles ne présentent qu'un cas particulier
de la théorie générale que nous avons développée.

Lemme 5. Si ¢p(z) est une fonetion simple, p-somma-
ble et Eed% la fonction simple Egp ost p-sommable.

8i
fvrdu-_—‘-Zynzﬁ(En),

ol y, et E, ont la signification habituelle, on a

f(E1w)dm=2m(En.E)=

, ’ @(z) pour ze X
.:__.f(p dp. ol ‘I’(‘E):{O pour a€ .

D ém. En effet, 3y, p (%, . E) est absolument convergente, puisque
" 0<p(B,.B) < u(E.

D'antre part on voit que
B, E=#{(E19@) =)

et que, si E,.K =20, la valeur y, n'est pas admise par (& 1) et
réciproquement. L'ensemble de valeurs de (£ ¢) est contenu dans
ensemble de valeurs de .

La somme représentant [’ dp. ne differe pas de 2y, p(E,. E).
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Intégrales. 157

. Théoréme 9. Si f(x) est y-sommable et Eed la fone-
tion f;(x)=F £ f(x) est aussi w-sommable et on a

Jr@an=[rman

..« __ [ f(x) pour z¢ E
f(x)T{Opour xEEe.i

ol

Démonstration. Quoique la démonstration peut dtre con-
duite d'une maniére directe, nous préférons de nous appuyer sur
le théor. 3., pour parvenir plus vite au bout.

Soit {@.{x)} une suite de fonetions simples p-sommables, con-
vergente uniformément vers f(z).

Done {£1¢,(x)} converge uniformément vers £ f(x).

Comme les E¢,(2) sont, d’aprés le lemme précédent p,-som-
mables, il en est de méme pour E1 f(z). On a de plus (vu coroll. £)

(1 lin [(E19)de = [E1f)dm.
En posant
@(x) pour z¢ E

(p,,(x)?{ 0 pour z¢ %,

.

on voit que {@,(x)} converge uniformément vers f'(z).

Les @,(x) étant p-sommables, on a, d’aprés le lemme précédent,
que @,(z) et, par conséquent, /' (x) sont p-sommables.

On a aussi, en vertn du coroll. £,

lin [g,dp= [fdgp.

fq’;dyt=f(E1%)dm, (lemme 5.),
il résulte de (1) que:
f(E1f)d:¢1=ff'dzL-

Définition 13. Le théortme démontré nous permet d’e m-

ployer la notation
l/fd&L

Comme

aulieu de f(E1f)dy,-
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Considérons la fonction d’ensembles J(Z) définie par
IE) % f fdw

la fonction f étant fixe et E e d¥ variable.
Dans le cas, ot £==0, posons

@7(1'7)70”77'[)’03!*-
) E
Théoréme 10. La fonetion densembles

IE) = ffdu

jouit de la propriété suivante:

si E,ed et limu(E,)=0,
on a
lim §(E,) = 0.

B-pOO

Démonstration. Soit E,, E,,..., Z,,..., une suite infinie
d’ensembles du corps, telle que

lim p(E,) = 0.

1l suffit de supposer que Z,=0, (n=1,2,...).

Considérons d’'abord le cas, ol f est une fonction simple, soit
@(x), n’admettant qu'un nombre fini de valeurs.

On a ‘

Soau=pp@E)+.. . +ypF),
ol ¢;,..., ¥, sont les valeurs admises par ¢ et ol

Fisra{ple) =y, (k=1,..,9).

Sodu=pp BB+t (BB,
EII

On a

Comme p.(£,)—>0, on a p.(F, E,)—0 pour n—»oo, (k==1,..., s).

Il en résulte que

limJ¢dp=0.

n
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Passons maintenant au cas général.
On a
) 9E) < fif1dr

La fonction | f| étant p-sommable, il existe une fonetion siniple
Y =f et p-sommable. On a .

@) 0= {Iflan=[yap
) E, E,
Ecrivons, comme d’habitude”

3) ftpdp.zz'z,,p(ﬁ',,), 4=0
“ :
done, d’aprds le lemme 5.,

z/zpd;L:Zz,p(E,,.G,).

n

Dans le cas, ol la somme (3) contient un nombre fini de termes,
on a, d'aprés ce que nous avons établi précédemment: ‘

”lini‘lfq;dpz. 0,

lim ﬁf|ap=o,
Eﬂ

lim §(Z,) = 0.

A~—»00

done, d'aprés (2):

done, d’aprés (1):

Considérons maintenant le cas, ot la somme (3) contient un
nombre infini de termes.
Soit 6>>0. Il existe un indice m, tel que

o
OSZZ,.(.L(G,)SE,
kemtl
done, & fortiori
@) 0= Ya.p(6r B <3,
-t
et cela, quel que soit n.
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Comme

lin:czzk.p(G,,.E,,)=0,
kw1

on a, & partir d'un certain indice n ==¥:

m . ¢
0= YapG BE)=3

Kkl

1l s’ensuit pour n =»:

OSZZ,‘.(J.(G‘.E,‘)S a.

k==

limfwdpno,

Done

ce qui donne, vu (1) et (2):
lim §(&,) = 0.

500

Le théordme est ainsi démontré.
Théoréme 11. Si f(x) estp-sommable, la fonetion d'en-

sembles
I(E) =ffdg
E

est parfaitement additive,
Démonstration. Soient Ei,..., £, des ensembles disjoints du

corps &% Posons
__{ f(=) pour wekE,
f‘(w)T{ 0 pour x¢ E,,

(k=1,..., n).
Posons E=E, +... 4 E,.

On a
Effdtt=ffndt~

(E1f@)=fi@)+ ... +fal@)-

et

icm
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Il en résulte

Effdu=§ffndu =j}ff«im

IEy ..+ By = (E) + ...+ 9(B,).

Cela étant posé, soit maintenant une sumite infinie d’ensembles
disjoints

¢'est-d-dire

Fy, Fy..., F,,...

et appartenant au corps o%.

Posons
F?ZF”'
]
On a
lim { F— F,|=0
(v 3r) o
done

’El_lzzop(F *2”; F,,) =0.

nw=l

1l en résulte, d’aprés le théoréme préeédent, que

lﬂ@(F—jF,):O

am]

Mais, comme EmF,,CF, on &, d’aprés ce qui précéde,
nm=l

o(r— 3 r)=smro{ 35)

=1 Rl

= 9(F)— Y (F.).

ne=l

Par conséquent

Iim [a(m - )fa(m]=o,

n={
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d'olx
J(F) =lim 2 I(F,),
m—bwn-l

¢'est-a-dire

J(jF")=jﬁ(Fm).

=] me=1

Le théoréme est ainsi établi.
Lemme e. Si les ensembles F, F,,... F,,..., appartien-
nent au corps et si

. u(F) >ae>0.
on a
lim F, &= 0.

n—rod

Démonstration. Supposons que lim F, = 0. Aucun élément

700

x ne peut pas appartenir & un nombre infini des F,. Donec pour

tout zeF, il existe un mombre %= k(n), tel que zxeF} -+ Fepy -+ ...
Evidemment &> n.
Done, si I'on pose, d'une maniére générale

Fot9 = F,. (F,,Jrs_, — ZF,), (s=1,2,.)

peitfs
tout point zeF, appartient & au moins un des F{"*, Done

F,= F@ | Fosd

q
k Fotn | — y(F,).
Lim #( 2 ) u(F)

Il en résulte:

p=1

En particulier

q
e ()

p=1

Mais, on 8, en vertu de ’hypothése u(F;)> a.
Done il existe un nombre paturel s, tel que:

&) pEP PP A+ FO) > 2

icm
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D'une maniére analogue on a:

lim u(F. s‘;‘_“{"’"’) j= #(-F‘q-}-]) >a.
g—b00

Done il existe un nombre naturel s, > s, 4 1 tel que

@) - p(Fe® | Fed® 4 &y > 12'_.

163

En procédant ainsi indéfinjement, on obtient des nombres na-

turels s, << 8, < 83 < ...
Je dis que les ensembles

H, o Ford 4 .+ Férpy

Syl

sont disjoints deux-a-deux.
En effet; soit 1 <<n<{m. Qn a:

H, Hy= (Fort? ... Fogp). e+ ... 4 Femn),

Les ensembles spécifiés dans les premiers parenthdses n’ont pas

de points commmuns respectivement avee
Nl ni
FontFont-
nl
Foat Fopat o

F Snd1 + SppatH! + b

done ils n’ont pas, a fortiori, des points communs avec
pas, )

F, 11, puisque, comme m > n,

ON & 8, 23 Sy, done 8, 4+ 1> 8,4,

Les ensembles {H,} étant digjoints et leur p-mesure étant > 59

on en obtient
- a
p<1)>p(2‘ﬂ,)>p-—2—
n=l

pour p==1,2,..., ce qui est contradictoire.
Le lemme est ainsi établi.
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Théoréme 12. 19 8i fy(z), fa(®),..., f/{®),... appartiennent
au corps o,
2° f(z) = lim f, (),
n-—ru
80il existe un nombre M >0 tel que | f,(2)|<<M pour
n=12..,0na

,El.?:ofﬁ‘(x)dﬂ =ff(x)dp.

Démonstration. f appartient nécessairement au corps J¢ et
on a |f|<<M, dob il résulte que f est y-sommable. Il en est de
méme pour la fonetion

0u®) = f@) — fo(@)
On a, de plus, |@,(2)| <2 M, lim |, (x)|=0.

Comme ’
| [fan— [r.an|< finldn

il suffit de démontrer que [|p,|du tend vers 0. Soit ¢> 0; en-
visageons les ensembles

o | 9a()| > o}
Je dis que limu(F,)=0.

En effet, dans le cas contraire, on aurait une suite partielle d'in-

dices by <ky <...<hn<<..., telle que u(F,)>a>0, (n=1,2,...).

Par conséquent, on aurait, en vertu du lemme précédent:

Tim £, = 0.

n—>o0

Il existe donc un élément x, et une suite infinie d'indices {I,}
tirée de {%,}, telle que

xoe.p',‘.f/'“... Fln“'

Done ig, (%,)|<X o, contrairement au fait que |@,|-»0 pour

7 —» oo,
S1odan= [ g+ figuan

Nous avons
co F,‘

icm
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L‘intégralep S|@a|dp tend vers 0, puisque elle est < u(F,).2M.

f](p,,|d[u est < o.pulco ) <o u(2)
coF,
Par couséquent, & partir d’un certain indice, on a

[ipdin<2o.u0,

ce qui prouve le théoréme.

Théoréme 18. Si f(x) et g(x) sont des fonetions y-som-
mables telles que

[tr—gan=0

E

pour tout Eed I'ensemble

{ f(z) — g () # 0},

est de y-mesure nulle.
Démonstration. Supposons que u(@) >0, ol

G = &{ fla) — gla) == 0},
En faisant la décomposition G = G' -+ G”, ou
@' = & f(@) — g(@) > O},
et
¢ = x{f(a) — g(a) <O}
on a
p(G) = u(G) + n(G")

donc Pun au moins des ensembles G’ et G*' est de u-mesure posi-
tive. Soit u(G’)>> 0. 11 existe un nombre positif a tel que

ule{ f(z) — g(z) > )] > 0.

La fonction constante, égale partout & o et définie dans @, est
une fonction simple appartenant au corps (G' 4 ). Done

W [(f—9au> [adu=a.nE>0,

H
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ol
Ha i {f) —g(2)> o}

La relation (1) exprime une contradiotion avec 'hypothése:

SF=gdu=0.

H

Le cas, ot u(G@”)> 0, se traite d’une maniére analogue,

§ 6. Definition 14. Soit J¢ un corps d’ensembles et &F(E)
une fonction d’ensembles de &%, ses valeurs étant des nombres réels.

Soit u(£) une fonetion mesurante du corps. F(£)sera appelée
u-continue, si la relation

X | Zw E|,—>0
entraine

lim #(B,) = & B).
n->00 ;
Théoréme I La condition nécessaire et suffisante
pour quune fonction #(E) parfaitement additive soit
p-continue est que la relation

lim ,,L(E,,) =0
entraine e

lim #(E,) = 0 19).

n-roa

Dém. La ndcessité de la condition est évidente.
En effet,
(B)=|E,, 0 n
Dons B £, 0],
lim #(E,) = &#(0).

Mais, comme en vertu de l'additivité,
F0) + #10) = #(0),

il en résulte que F(0)=0.
Supposons done que la’ relation
lim I (E,,) =90
entraine e
lim #(L,) = 0.

n-—»0a

19) Il en résulte tont-de-suite que u(K) est u-continue.
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Soit
M, My, My, M,
une suite d’ensembles de o, telle que

| M.y M||,~>0 pour n-—>oo.

On a
p(M—M,)—> 0,
done '
1) lim F(M—M,) = 0.

D’une maniére analogue on obtient

(2) lim #(M, — M) = 0.
Mais
M= M,+ (M— M,) — (M,— M);
en outre
M,—~MCM, 4 (M—M,)
et

M,.(M—M,)=0.
Par conséquent

F(M) = F(M,) + &M — M,) — F(M,— M).
Il en résulte, h I'aide de (1) et (2), que
F(M) = lim F(M,,).

Nous prouvergns tout-de suite qu'une autre condition, (considérée
par M. Radon), va se montrer comme nécessaire et suffisante pour
la g-continuité.

Nous démontrerons un peu plus loin que les fonetions (d'ensem-
bles) parfaitement additives et y-continues coincident avec les inté-
grales Ef fdu des fonctions p-sommables.

Théoréme II. Si la fonction densembles (&), par-
faitement additive dans un corps & est uy-continue,

la relaton ()30 entraine u(Z)>0.
Démonstration. Supposons qu'on ait pour un ensemble E':

F(E)YFE0 et u(E)=0
Envisageons la suite infinie £, B’ (=1, 2,..)
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On a yu(E,)—>0 pour n—>o0, done, en vertu de la y-continuité
de &: F(E,) >0, cest-h-dire F(£’)="0 contrairement & I’hypothése.

Le théordme est établi.

Théoréme III. Si &#(E) est une fonetion parfaitement
additive densembles du corps & et si 2° la relation
F(E)#=0 entraine w(E)>0, il existe une fonection f(x),
telle que

pour tout Eeds Si

pour tout Eed Pensemble

&{|f @) —g(»)| =0}
est de p-mesure nulle.

Démonstration. Considérons d'abord le cas, od &F(E)=0,
pour tout Eedh '

Dans le cas, ot #(E) est identiquement nulle, la fonction f(x)=0
satisfait évidemment aux exigences de la thése.

Supposons done que &(I) > 0.

Fixons un nombre @=0 et soit P un ensemble fixe du corps
J Désignons par £, la classe de tous les sous-ensem-
bles £ de P jouissant de la propriété suivante: quel
que soit lensemble B, o0 E'C E, E'¢d, on a

a.n(B) < F(&).
Je dis que, si E,e£5 E,eff, on a aussi
B+ Es e ,Bf

et une chose parcille se présente pour la somme d'une infinité dé-
nombrable d’ensembles appartenant a ££.
En effet, soit E,e£f (n=1,2,...). Posons EWEE,, et sup-
Rl
posons que E’'(C E, E'¢eo¥,
On a
E=E;+E;+O."

ol on a posé

B 7 E, B, E—E, E E—E+E),..

.
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On obtient ‘
E'=E'. E+E.E+...

ot tous les termes du second membre sont des ensembles du corps
P4 et digjoints deux-d-deux. Comme

e.w(B' E)<FE.E), (n=1,2..),
il en résulte par l'addition
a.un(EY< FE,

ce qui démontre la proposition. Pour en déduire le cas de la somme
fini, il suffit de remarquer que Og £5.

Appelons ensemble maximum de £ tout ensemble De £y, tel
que p.(£—D)=0 pour tout ensemble Zapartenant & £

Montrons d'abord que deux ensembles maximums de £; sont
nécessairement p-égaux.

En effet, si D, et D, sont maximum, on a

w(Dy—D)=0 et wp(Dy—D,)=0,
d'od
| Dy, Dyl = 0.
Réciproquement, si D, est un ensemble maximum pour £ et si

D, =, Dy, Yensemble D, est aussi un ensemble maximum pour £5.
En effet, on a quel que soit Ee£y:

w(E—D,)=0.
D’autre part y. (D, — D;) = 0; done, comme
E — D, C(E—Dy)+ (D —Dy),

on obtient
w(E— Dy = F'(E—Dx)+!‘(1)1 —D,) =0,

ce qui prouve que D, est maximum pour f7.
Démontrons maintenant l'existence d’un ensemble maximum de £7.
£P west pas vide, parce que O£, Donc on peut parler de la
borne supérieure m des nombres .(4), ot Ae £l Soit

mSm=<.., imm =m
SO0

upe suite de nombres et .
E,, Ey,...; Eeff (=1, 2,...).
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une suite d’ensembles telles que
() =ms, (s=1,2,...)
Draprés ce qui précéde

Puisque
WE) = u(E), 6=1,2,.),

on a u(Z)=m, done
1) u(E)=m,

le nombre m étant la borne supérieure des u(4), o A4 e£f.
Or, £ est un ensemble maximum de £7.
En effet, soit Q¢ £f. Sl était

n(@—£)>0,

on aurait:
p(Q+E)=u(Q—E)+ u(Z)>m.

ce qu‘i est impossible puisque Q-+ E'¢ £, et puisque m est la borne
supérieure. On-a done u(Q — F) =0, c'est-h-dire £ est maximum.

Nous allons montrer maintenant que, si &F(P)>0 et

F(P)
@ 0 a<T—5 20
' p(P) )

la classe £ contient des ensemhbles &, pour lesquels
p(E) > 0.

La proposition est vraie pour @ = 0, puisque l'ensemble P jouit
de la propriété exigée.

Supposons que la proposition soit fausse pour un certain nombre
a > 0, satisfaisant & la condition (2). '

L'engemble P n’appartenant pas & £7 (puisque u(P) > 0), il existe
un ensemble Z,, tel que

Eie(P1X) et a.u(B)>F(E,).
Done ;(Z,)> 0, puisque &> 0.

Supposous qu'on ait choisi tous les ensembl
‘ es Ey pour gy
ol y==2 est un nombre transfini de 17 ol de 2¢ clas‘;e de Oantorz

™) En verta de V'hypothése, I'inégalité F(FP) > 0 entraine u(P)> 0,

cm
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L’ensemble
(3) p -—2‘ E,
a<y

appartient au corps P/, si lon suppose que tous les E; en que-
stion y appartiennent. Dans le cas, ot la y-mesure de l'ensemble (3)
est nulle, le procédé s’arrdte. Dans le cas contraire, il existe un
ensemble F, tel que :
E,e(P] %), EyCP—-ZEB.
B<y
@) a.u(E,) > &(E,).

Pour préciser le choix de E, il est commode de ranger aupa-
ravant tous les ensembles du corps (P4J¥) dans une suite bien
ordonnée.

Remarquons que (4) implique u(E,) > 0.

Or, le procédé que nous venons de définir, s'arréte nécessairement
pour un nombre ordinal <, soit 4. En effet, dans le cas contraire,
on obtiendrait une infinité non dénombrable d’ensembles disjoints
E,, BE,,..., E,...., dont les y-mesures soient positives.

On aurait
P =HZ By,
)
la somme ne contenant qu'un nombre au plus dénombrable de ter-
mes disjoints. Par conséquent

; \u
u(P)= Y u(Ep.
‘ 8<s
Cette équation n'est pas d'accord avee l'inégalité

a. 3 u(B)> Y &(Ey

g<s p<s
que 'on obtient de (4) par sommation. En effet, la dernidre inégalité
entraine '
a.u(P)> &F(P)

contrairement & (2): « <%~E%

Notre proposition auxiliaire est ainsi établie. On peut en tirer
la conséquence suivante:
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. &F.P)
Si 0<e<—5,
u(P)

dont la y-mesure est positive,
Remarquons que, si 0 <<ea, <a,, on a

Lo C Ly

ce qui veut dire que tout ensemble appartenant & £f appartient aussi
a £F. Si E, et E, sont respectivement leurs ensembles maximums,
linclusion E, C E, subsiste 4 un ensemble de y-mesure nulle prés,
¢e qui veut dire que u(E, —E,)=0.

En effet, on a F,e£) et, comme E, est maximum pour £7, il
en résulte y (B, — E\) =0.

Montrons maintenant que, si K est un ensemble maxi-
mum de £}, 'ensemble E.P est un ensemhble maximum
de £7.

Dans le cas contraire il existerait un ensemble £'¢£% tel que
u(B' ——E.P)>0. Mais on a Ii = E. P+ (E—P) et E'(CP. Con-
sidérons Uensemble '

la classe £7 contient un ensemble maximum

E" 5 E+ (E'—E.P).

Puisque B'— E.P(CE', on a E'—E.Pe£E, done E’—-E.Pe).’;.
Par conséquent E" ¢ L2,
La relation

E(E'—E.P)==E.E' — E.P=E(E —P)=0

dit que E et E'— E.P sont disjoiuts,
Done
w(E")= p(E) + u(E - B.P),
d'od
p(B"—E)=p(E'— E.P) >0,

ce qui est impossible, étant supposé que Z est un ensemble maxi-
mum pour LI,

La proposition est done établie.

Considérons maintenant tous les nombres rationnels non négatifs
¥, déterminons les classes y correspondantes £}, et leurs ensembles
maximums. Choisissons, au moyen de laxisme de M. Zermelo,
un ensemble maximum pour tout ' et désignons le par @ (b')
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Posons G(0) 57 1, (qui est p-égal & G/(0)). Si 5> 0 est rationnel,
posons
® ¢®) 7 Jf o v
b'b
le produit étant etendu & tout les b’ rationnels =0 ¢t <b Je dis
que G(b)=, @ (). En effet, rangeons tous les nombres rationnels

"==0 et =< b dans une suite infinie by, by,.., b,,... On a

G(b)= ji & (b,).

n=l.
Done G{b)C G'(b), d'od
Go)— G b)=0, plG@d)-—&®))=0.
D’autre part:

o

¢ B)—60)=_J'[¢'®)—6 (),
done -

[ ®)— GO =Y ul@®)— 6 G
n=1
Mais, comme b, <<b et G'(b) et G'(b,) sont des ensembles ma-
ximums respectifs, on a

ul@ ) — @6 = 0.
ul6 (6)— G =0,
1l gensuit que ||G(b), & (b)][,=0. . L
Remarquons, ce qui sera important dans la suite, que, si o' <a
sont rationnels, on a
®9) G(a") C G(d).
Cela résulte immédiatement de (5). Remarquons, en outre, que
G (b) est un ensemble maximum pour £, parce que G =, & 0)
Les préliminaires étant posés, souvenons nous de ce que H1)>0
et considérons un nmombre rationnel a >0 tel que
b a<f(i).
®) ()
On a, d’aprés ce qui précéde:
GO)DFa)DERa)D...DG(Ea)D) -.

done
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L’ensemble G(sa) st maximum pour £.
Cousidérons la fonetion ,'x) définie que voici:

Y (x) =0, si weG(0)— G(a)
V(@) =a, si zeG(a)— G(2a)

;pa('w);——‘;a, . si- a;e G(sa.)-—; G+ 1)a).

La fonetion 4,(x) =0 est bien déterminée dans 1. En effet, les
ensembles ‘
H,7 G(8a)— G(s+1)a), (s=0,1,2,.)
sont disjoints deux-h-deux. Comme ils appartiennent tous au corps
J, la fonction y,(a) est simple. Je dis qu'elle est u-sommable et
je vais ealeuler son intégrale ,;f Y, A

On a
#{Y,(x) =sa}=H,, done Z{(P1y,)==sa}=H,.P.
Puisque G'(sa) est un ensemble maximum de £, P.G(sa) est

un ensemble maximum de £~
Puisque P.H,(C P.G(sa), on a

sa.u(PH)< &(P.H,)

ce qui donne

2‘ sa.u(P.H) 52‘ #(P.H,) = &(P),

d'ob résulte la p-sommabilité de ,(x).
' On a en méme temps

® -fzpad,lsaﬂp).

Démontrons que
M (¢+1a.u(H P)=#(H,.P).

En effet, si u(H, P)=0, on doit nécessairement avoir F(H,P)=0
et cela en vertu de I'hypothése du théoréme. Soit done u(H,P)>0
et supposons que (7) ne subsiste pas. On a done

0<(s+1)a<f<H‘ P)

En vertu de ce que nous avons démontré plus haut (dans les

p(H, P)
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préliminaires), l'ensemble maximum ') H’ de Lt 8 1a y-mesure
positive,

Comme H’ =, G((s-+1)a). H P et comme
H'CH, . PC[G(sa)— G(s+41)a)]. H, P,
il en résulte que u(H')==0, ce qui est contradictoire.

Les relations (7) étant ainsi démontrées, sommons les de s=0
jusquwa Dinfini. On obtient:

a.Z#(H,. P+ Y sa.u(H,P)= j&‘(H,.P).
Sua) s S}

Les sommes y figurant existent, d’aprés ce que nous avons établi
plus haut. L’inégalité obtenue pent s'écrire que voici:

®) auP)+ [ @du= ().

En faisant tendre a vers zéro et en tenant compte de (6), on
obtient

©) lim f vu(z) dw = F(P).

Démontrons que w,(#) converge uniformément pour a tendant
vers 0 et restant toujours rationnel.

En effet, soient a’ et ¢ deux nombres rationnels, positifs et
satisfaisant & la condition analogue & (5”). Fixons un point z ¢ 1.- Soit
8’ le plus grand nombre (naturel on nul) tel que ze G(s.a') %)

Si ze G(ta”), (oOh t=0,1,2,..), on a

(10 ta" < (8 +1)d,

parce que, dans le cas contraire, on aurait, d’aprés la définition des'G(b)

G(taYC G (s +1)a),
ce qui donnerait xe G (s’ 1)a’) contrairement & I'hypothése que s’

est maximum. Comme #,.(x)<ta"” et ¥, (x)=4¢ a’, la relation (10)

) nous Je choisissons arbitrairement,
) Un tel nombre 8’ existe puisque

1=;§[G(sa’) — G+ 1)),
et G((z1)a’C Glia’).
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implique

%H(‘”) <"pa'(x) + a.

En échangeant les roles de a’ et a”, on obtient
wa' (x) < 'pall(w) + a”.
Par conséquent
[War(2) — Ware (2) | <0 + 0",

done la convergence en question est uniforme. En choisissant une
suite spéciale {s,} de nombres positifs et rationnels tendant vers 0,
posons

@) lim ,,(@)

On a f(x)=0. En vertu du théoréme 7. on peut dire, d'aprés (9),
que f est p-sommable et que: '

F(P) = f fdy

En tenant compte du théoréme 13, on voit que notre théordme
88t démontré pour &F(E)=0.

Envisageons maintenant le cas général.

Soit done #(E) une fonction arbitraire d’ensembles du corps o,
parfaitement additive et telle que la relation &(E)-=:=0 entraine
toujours u(Z)>0. On sait qu'une fonction parfaitement additive
est bornée 23). Soit done M la borne supérieure et m la borne infé-
rieure de & Le cas, ot M <<0, ainsi que le cas, ol m =0, s'établie
immédiatement par le résultat que nous avons déjh obtenu. Sup-
posons done que M>0 et m << 0.

Appelons positif tout ensemble £ du corps, pour lequel & (&) > 0
ot, si £'CE et E'edH, on a toujours &(E')==0, D'une manidre
analogue on définie les ensembles négatifs.

Je dis que, si #(£)>0, E contient un ensemble positif 1),

Pour démontrer cela, supposons que la proposition - n’est pas vraie

" M. Fréchetl c

M) Ce resultat se trouve chex M. Hahn (Theoris der restlen Funktionen
Berlin 1921, p. 404) ot a été retrouvé par M. R. Franck. Fund. Math. T. V.
Sur uns propridid des fowctions additives d’ensembles p- 262. Voir aunesi la note
de M. M. Fréchet, Fund Math. T. V. p, 251 et une note de M, W. Sier-
pitski. Fund. Math. T. V. Démonstration d'un théorime sur les Jonctions ad-
. ditives d’ensembles, p, 262. .

Poar &tre complet nous en donneroms une courte démonstration,
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pour un certain ensemble E, ot #(Z)>0. Il existe donc un sous-
ensemble %, de E, tel que &(Z£;)<C0. Supposons quon ait choisi
les ensembles K pour tous les nombres ordinaux §<Ca, oh @>=2
est un nombre ordinal de I¢ ou de 2¢ classe de Cantor. En sup-
posant que &F(Ey) <0, et que les Ky sont des sous-ensembles dis-

joints de Z, on a
#( 3 £)=3 swp<o

#<a f<a
Par conséquent

#(£— 3 5) =By —¢( I 5;)>o0.

gl p<a
Done E — 3 E, contient, en vertu de la supposition, un nouvel
(<}

ensemble X, pour lequel
F(kg) < 0.

Le procédé peut étre prolongé pour tous les -nombres ordinaux
de la deuxiéme classe de Cantor. Les ensembles E,, pour << @,
étant disjoints et, comme &(E,)<C0, il en résulte que |2<' f(Ea)l <|m),

ce qui est impossible parce que F(E,) est toujours négatif.
- La proposition est ainsi établie.

On voit aisément que la somme d'un nombre fini ou infini dé-
nombrable d’ensembles positifs est ausi positive.

On voit aussi qwil existe au moins un ensemble positif. En
effet, M>>0 étant la borne supérieure de & il existe un ensemble
E, pour lequel &(Z)>0; donec, en vertu de ce que nous avons
démontré plus haut, il existe un sous-ensemble E' de £ qui est
positif.

Soit M’ la borne supérieure de tous les nombres &#(E), od E est’
positif. Ilvidemment M’ existe, puisque &(Z)< M. Soit By Byyry By
une suite infinie d’emsembles positifs, telle que ’}1;1)1:0«7’(E,)=M'.

Comme H 7§En est anssi positif, on démontre aisément que
ne=l

F(H)= M’ ).
. Je dis que, si H.A=0, on a #(4) <0. En effet, dans le cas
contraire, on aurait &(4)>>0 et, par conséquent, on poulrait trouver

1) 11 est évident que M'=M,
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un sous-ensemble positif 4’ de 4. On aurait done &F(H - 4) =

= F(H) + F(4)> M ce qui est contradictoire.

D’une manitre analogue on peut démontrer Vexistence d’un en-
semble G négatif et tel que, si G.B=0, on a nécessairement
&#(B) =0. On démontre aisément que, si £ H, G, on a F(F)==0.
De méme, si £C1--(H+ @), on a F(&) =

Considérons le corps H1 ¥ et la function &+ (£) définie comme
égale & F(E), si Ee(H1J). La fonction #* (k) étant non négative,
parfaitement additive et satisfaisant & la condition que &#+(Z)>0
entraine u(E)> 0, il existe une fonction /() définie dans la va-
riété H du corps H{r et telle que

[ ) = [ a)dn

pour tout E appartenant & 1%

D'une maniére analogue, en considérant le corps G{d% et en
y définissant la fonction #-(E) par la relation & (&)= - & (),
on obtient une fonetion d'ensembles parfaitement additive dans
G et jouissant de la propriété que &~ (Z)>> 0 entraine u(E) > 0.
Par conséquent, il existe une fonction /~(x) définie dans & et telle que

(12) (B = [f-@

si B e(G]%).
Il est aisé de voir qu'on a presque y-partout dans H.G

@) =f"@)=0.

Cela résulte, au moyen du T%éor. 13, du fait que la relation
£ H.G entraine &+ (E)= &~ (E)=0.
Définissons la fonction f(x) dans 7, en posant:

Sf@) 7 fr@) dans H—@
S@) % —f(x) dans @ — H
Jf(@) 770 dans tous les.points restants de la variété 1.

Soit £ un ensemble quelconque. On a

ffd#—~ffd/1 + [fau+ [ rax + [ fan

E(H-0)  E(G~H) EGH Im(GeH)

icm

~
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Les deux intégrales derniéres disparaissent; donc

ffd/i——ffd#-l—ffdu—c?*[ff (H—6))~ #~[E.(6— H)]=
E(H-0) E(G=H)
= FIE.(H— )| + F(E.(G— H)].
Comme
F(G.H)y=0 ot FI—(G+H)=0

on a
[ran=s1B.B— @)+ 1B G~ B)+
+ #E. 6. H) + FE—(6G+ H)].

Les quatre. ensembles étant disjoints, il en résulte que

ffdprE

Le théoréme est démontré complétement.
Les théorémes I, I1, III et 10 permettent d'énoncer le théoréme

fondamental suivant:
IV. Théoréme: Etant donné un corps & densembles,

une de ses fonctions mesurantes u(E)=0, et une fone-
tion &) densembles du corps & parfaitement addi-
tive, les quatres conditions suivantes sont équiva-

lentes deux-a-deux:

1. &(E) est ycontinue
2. larelation &#(Z)3=0 entraine u(&)>0
3. s8i u(E,)—>0, on a lim #(E,)=0

4. il existe une fonction psommable f(») définie
dans la variété du corps, telle que

#&)=[fau

pour tout Ked.
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