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Ensembles absorbants pour les classes projectives
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Robert Cau ty (Paris)

Abstract. We prove the existence, in the Hilbert space, of an absorbing set for the
nth projective class.

1. Introduction. Nous nous intéressons ici à l’existence d’ensembles
absorbants pour les classes projectives. La notion de sous-ensemble C-ab-
sorbant de `2, où C est une classe d’espaces métriques séparables, a été
introduite dans [2] par M. Bestvina et J. Mogilski, qui ont prouvé que deux
tels ensembles sont homéomorphes (bien qu’il n’existe pas nécessairement
d’homéomorphisme de `2 sur `2 envoyant l’un sur l’autre; voir [5] et [6] pour
des exemples). Pour formuler nos résultats, rappelons quelques définitions.

Par un couple (X,Y ), nous entendons un espace X et un sous-espace Y
de X. Soient C1 et C2 deux classes d’espaces métrisables et séparables. Un
couple (X,X ′), où X est un rétracte absolu de voisinage, est dit (C1, C2)-
universel si, pour tout couple (C1, C2) où C1 appartient à C1 et C2 à C2,
toute fonction continue f de C1 dans X et tout recouvrement ouvert U de
X, il existe un Z-plongement g de C1 dans X qui est U-proche de f et
vérifie g−1(X ′) = C2. Le couple (X,X ′) est dit fortement (C1, C2)-universel
si, pour tout couple (C1, C2) où C1 appartient à C1 et C2 à C2, tout fermé
D de C1, toute fonction continue f de C1 dans X dont la restriction à D
est un Z-plongement vérifiant (f |D)−1(X ′) = D ∩C2 et tout recouvrement
ouvert U de X, il existe un Z-plongement g de C1 dans X qui est U-proche
de f et vérifie g|D = f |D et g−1(X ′) = C2.

Nous noterons M la classe des espaces (métrisables et séparables) topo-
logiquement complets, K celle des espaces compacts et, pour n ≥ 1, Ln la
nième classe projective.

Nous prouverons ci-dessous le résultat suivant.

Théorème. Soit n ≥ 1. L’espace de Hilbert `2 contient un sous-espace
vectoriel Πn qui est Ln-absorbant et tel que le couple (`2,Πn) soit fortement
(M,Ln)-universel.
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D’après le théorème 2.1 de [4], ce théorème caractérise topologiquement
le couple (`2,Πn). Nous avons donné dans [3] et [4] des modèles concrets
des espaces Π1 et Π2.

La terminologie utilisée ici est la même que dans [3] et [4]. Nous noterons
I le segment [0, 1].

2. Démonstration du théorème. La démonstration du théorème est
identique à celle du théorème 4.2 de [6] une fois établi le lemme suivant.

Lemme. Soit n ≥ 1. Il existe un couple (An, Bn) vérifiant

(i) An est topologiquement complet ,
(ii) Bn appartient à Ln et est dense dans An,
(iii) pour tout couple (X,Y ) où X appartient à M et Y à Ln, il existe

un plongement fermé ψ de X dans An tel que ψ−1(Bn) = Y .

D é m o n s t r a t i o n. Pour n ≥ 1, soit In le produit de n copies de I, et
soit Cn l’espace des fonctions continues de In dans R avec la topologie de la
convergence uniforme. Identifions In+1 à In×I; pour f dans Cn+1 et t dans
I, nous notons ft l’élément de Cn défini par ft(a) = f(a, t). Définissons par
récurrence des sous-ensembles M2n−1 et M2n, n ≥ 1, de Cn comme suit. M2

est l’ensemble des fonctions partout dérivables de I dans R, M1 = C1 \M2.
Supposant M2n défini, posons

M2n+1 = {f ∈ Cn+1 : ∃t ∈ I tel que ft ∈M2n} ,
M2n+2 = Cn+1 \M2n+1 .

L’ensemble M3 est un exemple, dû à Mazurkiewicz [9], d’espace exacte-
ment de troisième classe projective.

Nous allons montrer que (A2n−1, B2n−1) = (Cn,M2n−1) et (A2n, B2n) =
(Cn,M2n) vérifient les conditions du lemme. C’est évident pour la condi-
tion (i).

V é r i f i c a t i o n d e (ii). Il est connu que M2 appartient à L2 (voir
[8]), donc M1 appartient à L1. Supposons prouvé que M2n appartient à
L2n. Définissons une fonction % de Cn+1× I dans Cn par %(f, t)(a) = f(a, t)
(a ∈ In). Cette fonction est continue, donc Z = %−1(M2n) appartient à L2n

(voir [7], §34, III). Comme M2n+1 est la projection de Z sur Cn, ceci montre
que M2n+1 appartient à L2n+1; son complémentaire M2n+2 appartient donc
à L2n+2.

Pour n ≥ 1, soit Dn le sous-ensemble de Cn formé des fonctions différen-
tiables en chaque point, et soit En le sous-ensemble des fonctions qui, en
chaque point, n’ont de dérivée partielle par rapport à aucune des coor-
données. Alors, Dn est un sous-espace vectoriel partout dense de Cn, donc
Cn \Dn est localement homotopiquement négligeable dans Cn. Si ϕ est une
déformation instantanée de Cn en Dn et g un élément de En, la fonction
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χ : Cn × I → Cn définie par χ(f, t) = ϕ(f, t) + g est une déformation in-
stantanée de Cn en En, donc Cn \En est aussi localement homotopiquement
négligeable dans Cn. Nous avons D1 = M2 et E1 ⊂ M1, d’où D2 ⊂ M3

et E2 ⊂ M4. On vérifie alors par récurrence que, si n est impair, alors
Dn ⊂ M2n et En ⊂ M2n−1 tandis que, si n est pair, Dn ⊂ M2n−1 et
En ⊂ M2n. Chacun des ensembles M2n−1 et M2n contient donc un sous-
ensemble de Cn dont le complémentaire est localement homotopiquement
négligeable dans Cn; ceci entrâıne que M2n et M2n−1 sont denses dans Cn.

V é r i f i c a t i o n d e (iii). Puisqu’un sous-ensemble d’un espace complet
appartient à L2n si, et seulement si, son complémentaire appartient à L2n−1,
il est clair que (Cn,M2n) vérifie la condition (iii) relativement à L2n si, et
seulement si, (Cn,M2n−1) vérifie la condition (iii) relativement à L2n−1. Il
est prouvé au lemme 3.2 de [4] que (C1,M2) vérifie (iii). Supposons démontré
que (Cn,M2n) vérifie (iii), et soit (X,Y ) un couple où X appartient à M
et Y à L2n+1. Alors, Y est la projection sur X d’un sous-ensemble Z de
X × I appartenant à L2n (voir [7], §34, IV). Puisque (Cn,Mn) vérifie (iii)
relativement à L2n, il existe un plongement fermé ϕ de X × I dans Cn tel
que ϕ−1(M2n) = Z. Définissons alors une fonction continue ψ de X dans
Cn+1 = C(In × I,R) par

ψ(x)(a, t) = ϕ(x, t)(a), x ∈ X, (a, t) ∈ In × I .

Il est facile de vérifier que ψ est un plongement fermé tel que ψ−1(M2n+1)
= Y . Ceci montre que (Cn,M2n+1) vérifie (iii).

R e m a r q u e. Il y a un plongement canonique de Πn dans le cube de
Hilbert Q. Si ϕ est un homéomorphisme de `2 sur le pseudo-intérieur P
de Q et si Π ′

n = ϕ(Πn), on peut vérifier que le couple (Q,Π ′
n) est forte-

ment (K,Ln)-universel; cette propriété caractérise topologiquement (Q,Π ′
n)

parmi les couples (X,Y ) où X est homéomorphe à Q et Y à Πn.
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[3] R. Cauty, Caractérisation topologique de l’espace des fonctions dérivables, Fund.
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