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continu, et ’ensemble de tous les sous-ensembles de l'intervalle (2, 3
] ) )

a une puissance supérieure & celle du continu. Il existe done dans.

Iintervalle (2, 3) un ensemble @, qui n'est pas une image continue
de P. Posons @ ==P, 4 @,: on voit sans peine que F,, donc aunassi
P, est une image continue de @: on a done cP<Cc Q. Or, Q, est
aussi une image continue de Q: s'il était cP=c@, @ et parsuite
anssi ¢, serait donc une image continue de P, contrairement & la
définition de @,. On a done ¢ P < cQ, c. q. £ d.

Cette remarque permet de déduire de notre théoréme le suivant

Corollaire 1. S: & est une famille de puissance du continu d'en-
sembles (linéaires), il existe un ensemble Q, tel qw'on a ¢Q > cP, pour
chaque ensemble P de la famille &.

En effet, d'aprés notre théoréme il existe un ensemble linéaire H,
tel que qu'on a, selon les notations adoptées: c¢H=cP pour tout
ensemble P de la famillet&# Or, comme nous venons de démontrer,
il existe un- ensemble (linéaire) @, tel que ¢ > cH, et il est évi-
peut que cet ensemble @ satisfait aux conditions du corollaire 1
qui est ainsi démontré,

Du corollaire 1 on peut sans peine déduire encore ce

Corollaire 2. IU existe une suite transfinie de puissance > AW,
d'ensembles linéaires

ni nl
By, By, B,y By, Eyp,..., E...

telle qu'on a to_uj‘ours cEy < cEn, pour &<

Du corollsire 2 résulte qu'il existe une famille de puissance
supérieure & celle du continu d'ensembles linéaires distincts, tels.
que de deux ensembles de cette famille un est toujours une image
continue de l'autre
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Sur les fonctions semicontinues par rapport
a chacune de deux variables.
Par

Stefan Kem pisty (Wilno, Pologne).

M Baire a établi, dans sa thése!), qu'une fonetion f(z,y), con-
tinue par rapport A chacune de variables, est ponctuellement dis-
continue relativement & tout ensemble parfait dans le plan zy, et
par suite est limite d’une suite de fonetions continues.

Une méthode simple de construction de cette suite a été ensuite
donnée par M. Lebesgue?) .

Or, comme il résulte dun exemple de M. Sierpifiski, une
fonction de deux variables, semicontinue supérieurement par rap-
port & chacune d’elles, peut &tre méme non mesurable f).

Cependent, nous allons le voir, une fonction f(,y), semicontinue
supériewrement de Uune des variables et semicontinue inférieurement
par rapport & Uautre, est limite des fonctions continues.

On arrive & ce résultat en étudiant les bornes de la fonction
f(2,y) sur les segments paralleles aux axes.

Ces bornes interviennent dans une note récente de M. Baire
nSur lorigine de la notion de semicontinuité“ #), oi nous tronvons
le théoréme suivant:

Si f(z,y) est continue dans un rectangle paralléle aux axes,
par rapport & chacune de variables, la borne supérieure des valeurs

1) Sur les fonctions des variables réelles, Annali di Math., 1899.
3) Sur les fonctions représentables analytiquement, Journal de Math,, 190 p. 201
%) W. Sierpineki, Funkeje prasdstawialne anlityezne, Warszawa, 1925

p. 68 note %),
4) Bulletin de lu Societé Mathematique de Framce t. 54 (1927) p. 141
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de f(z,y) sur un segment du rectangle paralldle & oy est, en tant
que la fonetion de =z, semi-continue inférieurement.

Considérons la borne supérieure de f(w,y) sur un segment dé-
fini par les conditions:

Yo—k<y<yo+ k-

Elle est alors une fonection semicontinue inférieurement de z,.

Nous verrons que cette borne, considérée comme la fonction de
deux variables x, et y,, est aussi semicontinue inférieurement, quand
le segment est ouvert,

Désignons par M¥(x,, y,) la borne supérieure de la fonction

o (y) = f (20, ¥)s
Yo—k<y <<y +Fk

Nous -avons alors ce

xr=ux,

pour

Lemme 1. Si f(x,y) est semicontinue inférieurement, par rap-
port & @, la borne MY (v, y), considerée comme la fonction de =z et y,
est semicontinue inférieurement.

Supposont d’abord que M® est fini.

X

Par définition de M, il existe, & Pinterieur de lintervalle
(yo—Fk, y,-+%), une valeur y, telle que

M ) > MY (.90 — 3,

En vertu de la semicontinuite inférieure de f(z, y), pour =uz,,
il existe un nombre positif ¢ tel que, pour

|z — 1, < a,

nous avons
) f(xr Y1) >f(”o: %) — % .

D'autre part il suffit de choisir un nombre positif 8 égal au plus
petit de deux nombres:

Yo+ E—yy,

pour que la condition

h1— Y+ k

ly —yol <8
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implique la double inégalité
Y—k<p<g+k

Le nombre y, appartenant ainsi 4 intervalle ouvert (y—ky+k),
on a

3 MY (2,y) = f (2 yy).
Des inégalités (1), (2) et (3) on deduit
M¥ (2, y) > MP (20, yo) — &

avec les conditions:

|y“‘.’/n' <g

Ainsi M® est semicontinue inférieurement au point (z,, y,).

|2 — x| < &

2

Lorsque M (2,, y,) = — oo, notre lemme est évident."
Pour M (z,,9,) = -+ oo, il suffit de remplacer, dans ce raison-
nement, M% (2, y,) — : par un nombre arbitraire A.

En désignant par m® (2,,y,) la borne inférieure de la fonetion

P(y) =1 (% 9)

dans l'intervalle ouvert (y, —k, y, -+ %) on a le

Lemme 2. Si f(z,y) est semicontinue supérieurement par rap-
port & x, la borne mP (x,y) considérde comme la fonction de deur
variables, est semicontinue supérieurement.

Les bornes sur les segments paralltles & l'axe de y nous dom-
nent des bornes au point (w, y,) relatives & la droite x=x,.
Ces sont

M (0, Yo) =}L“:° M (2, %)

et
mo (2:09 !/o) = Eim mh(u) (1'0, Yo)-

Comme la borne supérieure sur le segment, M, ne croit pas
quand % décroit vers zéro, la borne ponctuelle M@ est la limite de
la suite non oroissante

MYSMPZMPZ .. ZUR>. .,
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composée de fonctions semicontinues inférieurement, c'est-d-dire M®
est une fonction de type wl suivant la classification de M. Young?).
De méme la borne inférieure m® est la limite de la suite non
decroissante '
mp < mP <mP <. <KmPP <<

de fonetions semicontinues supérieurement. Donc mY est une fonc-
tion de type lu de M. Young.

Théoréme, Si f(x,y) est semicontinue supérieurement, par rap-
port & une des variables, et semicontinue inférieurement par rapport
& Vautre, elle est de premiére classe de M. Baire au plus.

Supposons, pour fixer les idées, que la semicontinuite inférieure
a liew par rapport & x et la semicontinuité supérieure par rap-
port & y. )

D'aprés la définition de M. Baire d’une fonction semicontinue,
nous avons, pour notre fonetion, I'égalité

S (@ y0) = M (9, yo) = m® (2, Yo)-

Or, la fonction f étant semicontinue inférieurement en z, la
borne M@ est, comme nous avons démontré, limite d'une suite non
croissante de fonetions semicontinues inférieurement (type ul).

Comme, d’autre part, f(z,y) est semicontinue supérieurement
en y, la borne m® est limito d’une suite non decroissante de fone-
tions semicontinues supérieurement (type [u).

Or, d’aprés un théoréme de M. Young, une fonction qui est
en méme temps de ces deux types, wl et [, appartient & la classe O
ou 1 de M. Baire?) .

Pour cbtenir effectivement la suite de fonctions continues ten-

dant vers f(z,y), il suffit de remarquer que

mip (@ y) < [ (@ y) < M (2, ).

Or, en vertu d'un théoréme M. Hahn %), nous pouvons détermi-
ner une fonction continue intermédiaire entre deux fonctions g (x,y)

1) W. H. Young. On functions and their associated sets of points. Proc. Lond.
Math. Soe, v, 12 (1913).
N W. H. Young. loc. cit.

3) H. Hahn. Uber halbstetige und stetige Funktionen Siteungsberichte Akad.
Wien, 196 (1912) p. 103.
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et h(x,y), telles que
9@ y) < h(x,y),

lorsque la premiére de ces fonections est semicontinue supérieure-
ment et la seconde semicontinue inférieurement, C'est justement notre
cas, puisque la borne m{?(x,y) est une fonction semicontinue su-
périeurement' et Mif) (v, y) — semicontinue inférieurement.

Soit alors £, (2, y) la fonetion continue intermédiaire. Cette fonc~
tion tend évidemment, avec les bornes m{) et M), vers f(x,y)
quand 7 croit indéfiniment. Donc

fh.f!'.f!"": ny o

est la suite cherchée.
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