Sur l'existence de diverses classes d’ensembles.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Nous exposerons ici une méthode permettant de démontrer l'exi-
stence de plusieurs classes d'ensembles de points qu'on ohtient par
des opérations élémentaires en partant densembles fermés. Notre
méthode sera basée sur la conception des ensembles universels (§1)
et sur un lemme fondamental (§ 2). Dans les §§ 3, 4 et 5 nous
appliquerons notre méthode & la démonstration d’existence de quel-
ques classes d’ensembles de points.

1. Ensembles universels. La méthode d’ensembles universels est,
au fond, celle de diagonale de Cantor. Plusieurs auteurs Pont em-
ployé avec suceés pour démontrer I'existence de certaines ensembles,
en particulier M. Lebesgue (en 1905) dans la construetion d'un
exemple effectif d'un emsemble non mesurable (B), MM. Souslin
et Lusin (en 1917) dans la construction d’un ensemble (4) non
mesurable (B), M. Kuratowski (en 1923) dans la construction
d'un exemple effectif d’une fonction de classe a.

Soit J% une classe d'ensembles linéaires ou plans. Nous dirons,
d’aprés M. N. Lusin, quun ensemble plan U est un ensemble plan
9 universel, si les intersections de U par les droites y = const.
donnent tous les ensembles linéaires de Jr possibles (c’est-a-dire s,
£ étant un ensemble donné quelconque, appartenant A la classe %
et situé sur la droite y = 0, il existe toujours au moins un nombre
réel b, tel que la droite y =10 rencontre [/ en un ensemble de
points dont la projection sur ls droite y==0 est l'ensemble A).
Supposous que la classe f jouit encore de deux propriétés sui-
vantes: ‘
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1) L'intersection d’'un ensemble de o par une droite est un en-
semble de o

2) Un ensemble semblable (au sens géométrique) & un ensemble
linéaire de o% est un ensemble de o

Dans ces conditions, en désignant par D Tensemble de tous
les points de la droite Yy =2, nous pourrons affirmer que DU est
un ensemble de %, dont lo complémentaire par rapport & la droite D
n'est pas un ensemble de 5,

Admettons, en effet, que le complémentaire @ de DT par rap-
port & la droite D est un ensemble de oy d’aprés la propriété 2)
de &, la projection P de Q sur la droite y =0 serait donc aussi
un ensemble de Jr et parsuite, d'aprés la propriété de Pensemble
U, il existerait un nombre réel b, tel que la droite y =5 rencontre
U en un ensemble H, dont la projection sur la droite y=—0 est
Pensemble P.

Désignons par IT la projection de DU sur la droite 7==0: l'en-
semble P sera évidemment le complémentaire de 17 par rapport
4 la droite y =0 (Q étant le complémentaire de DT/ par rapport
& la droite D).

Or, désignons par p le point (5, &) et distinguons deux ecas.

1°). peDU. Tl en résulte que bell, donc bnoneP et parsuite
(6,5)non e H (puisque P est la projection de H sur I'axe y = 0). Or,
H est I'ensemble de points communs & U et & la droite y=>0:le
point p(b,b) étant situé sur la droite y=", il résulte de (b, b)none H
que pnone U, contrairement & I'hypothése que pe DT

2°) pnone DU. D'aprés peD et Q =D — U, il en résulte que
pe@, done beP (P étant la projection de Q sur la droite y =0
et b étant I'abscisse du point p) et parsuite (b,b)e H (puisque H
est un ensemble situé sur la droite y =2, dont la projection sur la
droite y =0 est P), dome (5,8 eU (puisque H ) et, d’aprés
peD, pe DU, contrairement ¥ Phypothése.

L’hypothése que Iensemble D— U appartient & la classe & im-
plique done toujours une contradietion. Or, d'aprés la propriété 1)
de &, l'ensemble DU appartient & o Les propriétés annoncées de
l’ensemblq DU sont done démontrées, _

Observons qu'en modifiant légérement notre démonstration, on
pourrait prouver que foute droite non paralléle aux axes des coor-
données rencontre Vensemble U en un ensemble de points qui appar-
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tient & I et dont le complémentaire par rapport & cette droite n'ap-
partient pas & .

2. L’ensemble de tous les intervalles ouverts aux extrémités ra-
tionnels est, comme on sait, effectivement énumérable: soit

1) I, 1, I, L,...

une suite infinie formée de tous les intervalles ouverts aux extré-
mités rationnelles, ot I, désigne 'ensemble vide; I, =0.

Soit %,, kg, ky,... une suite infinie croissante donnée de nombres
naturels.

x étant un nombre irrationnel, désignons généralement par

11, 1
@ =Bt e Thme ThEe T

son développement en fraction continue arithmétique.
Posons, pour tout nombre irrationnel z:

(3) Pla) = P(@; byl iy ) = C Y Loty

im]

— ce seront évidemment des ensembles linéaires fermés.

Désignons maintenant par M == M (%, ky,k;,...) Pensemble de
tous les -points (z, y) du plan, tels que y est un nombre irrationnel
et xe P(y). Posons

@) F="F(ky, by, Fiyy...) = M 4 M".

L'ensemble ¥ sera évidemment fermé.

Nous affirmons que l'ensemble plan F jouit de la propriété sui-
vante: pour tout nombre irrationnel % lintersection de F par la
droite y =7 est un ensemble fermé dont la projection sur laxe
y =0 est 'ensemble P(7).

Soit, en effet, # un nombre irrationnel donné et désignons par

H Yensemble de tous les points de la droite y=17. Nous prouverons
d'abord que HF = HM,

D'aprés (4) il suffira évidemment de démontrer que HM'(C M.
Soit done p(£, 7) un point de HM’ D'aprés pe M’ il existe une
suite infinie p,(2,,¥.) (n=1,2,38,...) de points de M, tels que
{13 po=p, done limx,=§ et limy,=n Sl était pnonelM, on

aurait, d'aprés la définition de l'ensemble M (7 étant un nombre
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yerationnel), §none P(r), c'est-a-dire £¢ CP(y), done, daprés (3), il
existerait un indice %, tel que £ €1, ¢, »=1I. (o nous avons posé,
pour abréger, ¥ (7, k)=m). L’ensemble I, étant ouvert, on aurait
done, d’aprés lim z, =& x,el, pour n>u.

Or, d’aprés lim y, =7, en vertu de la définition de la fonction
v(x, k) et d’apré:s “ime propriété connue de fractions continues, on
& ¥ (y., k)=»(nk) pour n>>4 (ob 1 dépend de 7 ot de k), done
Ly.n=1, pour n>>2, et parsuite (d'aprés x,el, pour un>>pu):
Zuel, n, pour n>pu-+2, ce qui donne, d'aprés (3): x,eCP(y.),
pour n>pu+ 1, et parsuite, d'aprés la définition de l'ensemble M,
(@, 9.)non e M, done p,noneM, pour n>>pu-}4, contrairement i la
propriété de la suite p,(n=1,2, 3,...). Nous avons donc peM et
la formule HF = HM est démontrée.

Or, d’aprés la définition de Vensemble M, HM est I'ensemble de
tous les points (x,7) du plan, tels que ze¢P(7): la projection de
Fensemble HF = HM sur Paxe y=0 est donc l'ensemble P(1),
e q f. d

Nous avons ainsi démontré le suivant

Lemme. ky, &y, ks,... élant une suite infinie croissante de nombres
naturels, F(ky, ky, ks, ...) est un ensemble plan fermé, tel que pour fout
nombre irratonnel 7 Vintersection de F(kyy gy bsy...) par la droite
y=m est un ensemble, dont la projection sur laxe y=0 est Ven-
semble P(n; ky, ks, ky,...) (défini par la formule (3)).

3. Nous appellerons F, tout ensemble (dans un espace & m di-

_ mensions) qui est une différence de deux ensembles fermés %),

n étant un nombre naturel domnné, soit o la classe de tous les
ensembles linéaires ou plans qui sont sommes de n ensembles F,
Posons
(6) D=F@n-+k—1, dnt+k—1, 6n+k—1,..) (k=1,2,.,20)
et
(6) U= (0, — &,) -+ (0, — D) +...+ (D5, — D).

De (6) et (5) résulte que U est une somme de n ensembles F,
plans, donc un ensemble de la classe . Nous prouverons que U
est un ensemble plan Jf universel.

1) Plusieurs propriétés des ensembles F, ont été éiudiées par C. Kuratow-
ski et W. Sierpifiski (Téhoku Mathematical Journal. vol. 20, 1921, p. 22 ss).
Citons p. 6. le théoréme suivant: Pour q'un ensemble E soit un Fy, il faut et il
suffit que l'ensemble E/ — E soit fermé {ou vide).
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En effet, soit £ un ensemble linéaire donné quelconque appar-
tenant & &% Nous pouvons done éerire

) E=@—F)+E—F)+ ...+ (Foa—F),

ol K (k=1,2,..,2n) sont des ensembles fermés (linéaires).

Soit 4 un indice donné <C2n. L’emsemble CF, est ouvert: soi-
ent Ly, Ly, Iy,..., les ensembles consécutifs de la suite (1) con-
tenus dans CF,; si CF,=0, posons rf=1, pour i=1,2 3, ...
On voit sans peine que

O‘FL“—:Irf '—Ir§+‘[f’é+"‘7

done

CHE neo 1
Posons =1

® =t e

ol

D'aprés (5) et en verta de notre lemme (§ 2) lintersection de
l'ensemble @, par la droite y = 7 est I'ensemble dont la projection
sur I'axe y =0 est l'ensemble P(7; 2n—tk—1, dn4-k—1, 6n--
~+%-—1,...), done, d’aprés (8), 'ensemble

oa
c 2 va. 2ni+k~—1)y

I=]1

c'est-a-dire, d'aprés (9), (10) et (8), I'ensemble F,.

On en déduit tout de suite, d’aprés (6) et (7), que lintersection
de U par la droite y =% est l'ensemble, dont la projection sur
Paxe y=0 est Pensemble E. Done, I est un ensemble plan o
unijversel, '

Or, on voit sans peine que la classe & jouit des propriétés 1)
et 2) du § 1. Il en résulte que E=DT est un ensemble de
dont le eomplémentaire H par rapport & la droitr D n'est pas un
ensemble de o

Or, H est une somme de 2" ensembles F,. En effet, E étant
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un ensemble de % nous pouvons Pécrire sous la forme (7), od
F.(k=1,2,..., 2n) sont des ensembles fermés linéaires, qu'on pent
suppogser contenus dans D (puisque E=DU(C D). En désignant
par CP le complémentaire de l'ensemble P par rapport & D, nous
pourrons écrire la formule (7) sous la forme

E=F,CF,+ F,CF,+...+F,,_CF,,
ce qui donne
H=D—E=CE=(CF4F,)(CF,+F)...(CF,,_, + F.).

En développant le produit & droite nous obtenons une somme
de 2" ensembles de la forme

F,F,...F,.CF,.CF,. .CF,=F,F,. . .F,—(F, 4+ F, ...+ F,)

(ot r—4s=mn) qui sont évidemment des ensembles F,.

Si tout ensemble-somme de n- 1 ensembles F, était une somme
de 7 ensembles F,, il serait de méme pour tout ensemble-somme
de n+k ensembles F,, oh k=1, 2, 3,... (ce qu'on prouverait par
Pinduction), done aussi pour une somme de 2" ensembles F,, et
et l'ensemble CF (défini plus haut) serait une somme de n ensem-
bles F,, donc un ensemble de la classe J%; contrairement 3 la pro-
priété de l'ensemble E. Par conséquent il existe pour fout nmombre
n naturel un ensemble (linéaire) qui est une somme de n--1 ensembles
F,, sans étre une somme de n ensembles F,.

Appelons F,, tout ensemble qui est une différence de deux en-
sembles F, '), F,,,— tout ensemble qui est une différence de deux

e -
ensembles 7, et ainsi de snite. On voit sans peine que 'ensemble

U, =(9,— d;a)_ (Qt o di‘)’

ou @, (k=1, 2, 3, 4) sont des ensembles fermés plans, définis par
la formule (5), pour n=2, sera un ensemble plan F,, universel.
Pareillement, en posant

Uy =[(9, — @) — (D, — @,)] — (@5 — D) — (&; — By)],
ot @, (k==1,2,...,8) sont des ensembles définis par la formule

1) Les ensembles F,

00 coincident avec les-sommes de deux Fe: voir Fund,
Math. t. 11, | 119.
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(8), pour n=4, nous obtiendrons un ensemble plan F,, universel,
et ainsi de suite.

On en déduit sans peine que DU, est un ensemble F,, et que
D—U, v'est pas un eusemble F,,. Or, D—U, est évidemment un
Fyy, (puisque D et U, sont des K ): donc il existe un F,,, qui
west pas un F,. Pareillement D—U, est un ensemble F . qui

eee0
n'est pas un F,,.. On démontre ainsi que chacune de classes
’,

FQ’ F(’(” F(’(’("’ F??QQ""‘

contient des ensembles qui n'appartiennent pas aux classes précédentes.
4. Le lemme du § 2 permet de construire sans peine les en-
sembles plans universels F, F , F , F.,...
Nous montrerons p. e. comment on pourrait construire un en-

semble F; universel.

Posons, pour p, ¢, » naturels:
(11) D, ., =F(23517 2815772 20325778,..)
et

02 o= 3.

p=l =1 rm=l

De (12) et (11) résulte que U est un ensemble plan F,,: nous
prouverons que [/ est un ensemble plan F,,, universel,

Soit £ un ensemble linéaire F,,, donné quelconque.

Nous pouvons done éerire

(13) EzjﬁjFp,a,r,

p=1 g=1 re]

ot F, .. (p ¢ r=1,2,8,...) sont des ensembles lindaires fermés,

Soit (p, ¢, ¥) un systéme donné de trois indices.

L'ensemble CF,, . est ouvert: soient I, . .y, I, 1m0 La g
les ensembles conséeutifs de la suite (1) contenus dans CF, ..; 8
OF,,,=0, posons A(p, ¢,r,i)=1, pouwr i=1,9 3,... On voi
sans peine que

(14) Fm.r= 02 Iun.w,w

fom)
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Posons
1], 1}, 1]
15 S Y Wl O EStl S
(15) Kl P B P o Pl
ol
(16) Vs syt =24(p, ¢, 7, 9

pour p, ¢, r, i naturels, et »,=1 pour les indices » qui ne sont
pas de la forme 2° 375 T

D'aprés (2) et en vertu de notre lemme (§ 2) lintersection de
Yensemble @, . . par la droite y=17 est I'ensemble dont la pro-
jection sur l'axe y =0 est I'ensemble P(n;273¢5"7, 23¢5°7%..),
done, d'aprés (3), I'ensemble

oo
0219 (o 27 8957 7‘)1

fe=]

c’est-h-dire, d'aprés (15), (16) et (14), ensemble F, , ..

On en déduit tout de suite, d’aprés (12) et (13), que lintersection
de ¥ par la droite y = 7 est ensemble dont la projection sur l'axe
y =0 est I'ensemble E. '

Done U est un ensemble plan F;, universel. Or, on voit sans
peine que la classe ¢ de tous les ensembles F;, linéaires jouit des
propriétés 1) et 2) du § 1. Il en résulte que E= DU est un en-
semble F;, et que D —U n’est pas un F, , et parsuite que X n'est
pas un (4,5 Il en résulte, comme on sait, que la fonetion cara-
ctéristique de Pensemble £ est une fonetion de classe 4 dans la
classification de Baire?)

Or, on voit sans peine que le complémentaire de l'ensemble U
par rapport au plan est un ensemble plan G,,; universel. Notre
méthode permet donc aussi de. construire des ensembles plans uni-

_versels @, G4, G4y, Giyos,.-- Elle pourrait méme étre étendue aux

ensembles mesurables (B) de classes transfinies.

5. Si, au lieu de la suite (1), on prend la suite I, Iy, Iy ... de tous les
intérieurs des cercles rationnels du plan (c'est-i-dire dont les rayons et
les coordonnées des centres sont rationnels), et si, n’altérant pas la défi-
nition des ensembles P(x) (formule (3)), on désigne par M =M (k,, ks,...)

1) Cf. W. Bierpinski: Sur une fonction de classe 4 ,In memoriam
N. I. Lobadevski“, vol. II. Kasan 1926,
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'ensemble de tous les points (z, y,2) d’espace, tels que z est un

nombre irrationnel et (z, y)e P(z), on voit sans peine (en modifiant’

légérement la démonstration du § 2) que F(k, ky,...) == M -+ M’
est un ensemble fermé, tel que pour tout nombre irrationnel { I'in-
tersection de F'(ky, ky,...) par le plan 2 ={ est un ensemble, dont
la projection sur le plan z==0 est I'ensemble P((; k;, k,,...) (défini
par la formule (3)). On en -déduit facilement (par un raisonnement
tout & fait analogue & celui du § 4) lexistence des emsembles fer-
més (resp. G, F,, G4, F;,...) dans Dlespace & 3 dimensions, dont
les intersections par les plans z = const. donnent tous les ensembles
fermés (resp. G, F,, Gy, F,...) plans Y. On pourrait démontrer
sans peine que de tels ensembles fermés (vesp. G, F,, G,,...) jouis-
sent de la propriété suivante: tout plan non paralléle au plan z =0
les rencontre en un ensemble plan fermé (resp. @, F,, Gy,...)
universel.

Appelons ensembles (4) (de M. M. Souslin et Lusin) les pro-
Jections des ensembles G, et soit I' un ensemble G, dans l'espace
4 3 dimensions, dont les intersection par le plans y = const. don-
nent tous les ensembles G; plans. Il est évident que la projection
IT de I' sur le plan 2==0 est un ensemble plan (4) universel. Or,
on voit sans peine que la classe 9% de tous les ensembles (4) liné-
aires jouit des propriétés 1) et 2) du § 1. Il en résulte que Din-
tersection de I7 par la droite y==2x est un ensemble (4) dont le com-
plémentaire n’est pas un ensemble (A4).

Appelons 4, les différences de deux ensembles (4). Une modi-
fication convenable du raisonnement du § 3 permettrait de dé-
montrer qu'il existe pour tout nombre naturel n un ensemble lindaire
qui est une somme de n--1 ensembles A, sans étre une somme de n
ensembles A,. Pareillement, en introduisant les notations 4,,%,
Agper--- (analogues & ¥, , F .) on pourrait prouver que chacune

ee? T eper”
de classes

Agy Agpr A

ee? “Teeer: -

contient des ensembles wappartenant pas aux classes antérieures.

!) Quant a I'ensemble fermé jouissant de cette propriété, cf, W. Sierpin-
8ki, Fund. Math, t. VII, p. 200.

%) lci encore les ensembles A‘,(, coincident avec les sommes de deux 4,.
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On pourrait traiter pareillement les ensembles 4,; (sommes
d'infinités dénombrables d’ensembles 4,), 4,59, les sommes de n en-
sembles 4,,,, les ensembles Aoseer Agaps -0tc. La méthode d’ensem-
bles universels s’applique aussi aux ensembles projectifs de M.Lusin
(ensembles qu'on obtient en partant d’ensembles fermés et en appli-
quant un nombre fini de fois les opérations P (projection) et C
(eomplémentaire)).
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