144 Casimir Kuratowski.

En effet, imaginons l'ensemble A transféré sur la surface sphé-
rique et considérons comme tranches de la décomposition de cette
surface, outre les tranches de la décomposition de A, les points
individuels qui n’appartiennent pas 4 A. L'hyper-espace de cette
décomposition étant, comme nous venons de prouver, de dimension
<2, il en est doe méme de H (= hyper-espace de la décomposition
de A), puisque H en est un sous-ensemble.

iom

Sur les diverses classes d’ensembles.

Par
Otton Nikodym (Cracovie).

Le but du présent travail est de compléter dans une certaine

direction les résultats contenus dans le joli travail de M. W.Sier-

pitiski: Sur Dewistence de diverses classes d’ensembles V).

M. Sierpifiski y a développé une méthode trés générale et
élégante permettant de démontrer I’ existence“ le diverses classes
d'ensembles. Elle est basée sur la conception de l'ensemble univer-
sel 2) appartenant & une classe donnée d’ensembles. Si I'on sait
qu'une classe B admet un ensemble universel on en peut déduire 3)
Jexistence d'un ensemble n’appartenant pas & B.

Ce principe permet de démontrer existence des ensembles
,Spécifiques“ appartenant aux diverses classes que l'on obtient en
partant d’une classe donnée d’ensembles et en leurs appliquant suc-
cessivement — suivant un principe, donné d'avance — des opé-
rations élémentaires comme celle de la somme, du produit, de la

. goustraction et de l'opération (4)¢). P. ex. on peut démontrer ainsi

1) ce volume (XIV) p. 82—91. (achevé en 1925).

%) de M. N. Lusin (Fund. Math. t. X. p. 79) ot de M. Sierpidski (Fund.
Math, t. VII. p. 201), voir aussi L ¢. ) . 82 et 83.

3) 1. ¢ p. 83

4) En ce qui concerne I'opération (A4), voir:

N. Lusin et W: Sierpinski. Sur gquelques propriétés des ensembles (A).
Bull. de I'Acad des Sc. de Cracovie 1918, Série 4. p. 47.

On dit que 'enaemble ¢ est lo résultat de Popération (A) effectude sur le sy e
déterminant

1) MR S U iy=1,2,..) (*k=1,2,.)
8i
e =2‘«-%‘.-‘ﬁ,&.-’a~--
iy dgyere

I’ensemble e s'appelle le noyay da gystéme déterminant (1).
Fund ta Mathematicae. T. XIV. ) 10
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que dans la classification de Baire il existe toujours un ensemble
d’une classe donnée et n’appartenant pas aux classes précédentes.
Or, j'ai remarqué que la dite méthode de M. Sierpifski peut

dtre généralisée par un petit changement de la notion de lensemble

universel, de sorte qu'elle s'applique aussi & l'opération de la pro-
jection des ensembles.

En outre les méthodes de M. Sierpinski, si I'on introduit des
symboles spéciaux, permettent de démontrer d’une maniére trés
naturelle ,lexistence“ des classes formant des échelles de types
transfinis. Dans cet ordre d'idées on peut étudier le probléme sui-
vant posé par M. N. Lusin: Rechercher les propriétés de la plus
petite classe J d'ensembles qui contient tous les ensembles fermés, et
qui jouit de deux propriétés suivantes: 1) J contient les complé-
mentaires de tous ses ensembles 2) Popération (A) effectuée sur les
ensembles de J donne des ensembles de L

Dans la partie premiére je donne la définition de la fonction
universelle appartenant & une classe donnée d’ensembles et j'en dé-
montre les propriétés, en employant les méthodes de M. Sierpiniski.

La partie deuxidme s'occupe d'une échelle finie de classes d'en-
sembles, cette étude étant faite au moyen des methodes de M. Sier-
pinski

La partie troisiéme s'occupe d’échelles (de classes d’ensembles)
du type Q et donne, en particulier, une classification trés detailiée
des ensembles mesurables (B). -

La quatritme qui a pour but l'étude du prohléme mentionné 5)

5) Le résultat principal (4 cet égard) exprimant que la classe JI peut dire

construite au moyen d'une échelle de classes plus en plus larges My (l<Ca<Q¥)
et définies presque identiquement que dans la. définition ¥ du présent mémoire,
ainsi que le fait que les ensembles M, sont différents deux-4-deux j'ai en dé-
montré en 1925 par une méthode différente de celle d'ici et j'ai présents le thé-
oréme ainsi que V'esquisse de démonstration pendant une des séances de la Sec-
tion Mathématique du Congris des  Naturalistes et des Médicins Polonais & Var-
sovie en 1925. La méthode y employée était empruntée d'une Note de M. Sier-
pifiski: C. R. des séances de U'Adc. des Se. (Paris) ¢. 175 p. 859, (13. X1. 1922).
. Sur Vexistence de toutes les classes d'ensembles mesurables (B).
" Remarquons que M. Eugéne Selivanowski a publi¢ dans les C. R. des sé-
ances de V'dcad. des Se. (Paris) [t. 184. p. 1311, (30. V. 1927) Sur une classe
d'ensembles définis par une infinité dénombrable de condstions.] une note dans
laquelle il traite un probléme semblable, dans lequel U'opération (4) est remplacée-
par l'opération du ,crible® de M, L usin.
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de M. Lusin (un peu généralisé) s’appuie sur la considération d'une
échelle du type Q,, od ©Q, désigne le plus petit nombre transfini
ordinal de la puissance x,.

Notations,
1. co E désigne le complémentaire de I'ensemble E par rapport 4 la variété
4
A, clest-d-dire co E = 4 — E. Dans le cas, ot la variété 4 (qui ne sera dans la
A

suite qu'une droite, un plan, un hyperplan cartésien etc.) est fixée, on éerira sim-
plement: co E.

2. ,0¢ désigne I'ensemble vide ot ,1% T'ensemble universel, c'est-a-dire, I'en-
semble de tous les points de la variété envisagée.

3. z,..., o {...} *) désigne, selon M. B. Russell, l'ensemble de tous les
points dont les coordonnées x,,..., ®, satisfont i la condition spécifiée entre les

accolades.
. proj E désigne la projection orthogonale de I'ensemble E sur la variété A.
A

b. a & B désigne*que 'élément a n'appartient pas i la classe E.

Remarque. @ (-@,,..., @&.) étant une condition (fonction propositionnelle,
selon la terminologie de M. B. Russell) pour n variables z,,..., &, (coordon-
nées rectangulaires d'un point varisble de I'espace 4 #n-dimensions), on doit faire
distinction entre 1'ensemble

I . P (. peeiy Zn)
Tyyerey &ny Tl { x:_;.1=0

et
1
R % FORAE N | X

Néanmoins, dans ce qui suit, pour simplifier Y'exposé, nous feroms couram-
ment confondre ces deux ensembles, étant assuré qu'on a pas a craindre des con-
fusions condnisant aux contradictions. A cet égard nous laissons 4 la patience
du lecteur des changements, d'ailleurs trés simples et évidents qu'on devrait
faire pour étre complétement précis au point de vue de la logique moderne.

1. Définition. I. B étant une classe densembles, ap-
pelons sa fonction déterminante toute fonction @(§) jouis-
sant des propriétés suivantes: ) '

1) @ est déterminé pour tous les nombres irration-
nelsf les valeurs de le fonction étant des ensembles
appartenant & la classse B ] )

2) quel que soit beB, il existe un nombre irration-
nel £ tel que b= B (f). ) ]

Soit, réciproquement, &(§) une fonction déterminée
pourtouslesnombres irrationnels £ et dontles valeurs

N x{..} 1ov
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sont des ensembles; nous désignerons par K(®) la
classe de tous les ensembles-valeurs de la fonction
o (&)
La condition nécessaire et suffisante pour que @(£) soit une
fonetion déterminante de la classe B d'ensembles est que B = K(®).
& étant un nombre irrationnel, désignons par

0) R

1 ]
son développement en fraction continue et infinie dont les déno-
minateurs sont des nombres naturels. Définissons la fonetion auxi-
lisire g (§, 4) pour tous les nombres irrationnels { et 4 en posant:

@ WED TR+

ol 4, 4;,..., sont les dénominateurs successifs “du développement
du nombre 4, comme dans (1).

DéfinitionIl. En supposant que K(®) ne se compose
que densembles de l'espace 4 n-dimensions (n=1) pour-
vu dun systéme de coordonnédes rectangulaires z,,..., z,

appelons fonction universelle de @ toute fonection U(r) jou-
issant des propriétés suivantes:

1) U(r) est déterminée pour tous les nombres irra-
tionnels 7, les valeurs de la fonction étant des ensem-

bles de l'espace R,,, 4 n41 dimensions (qui provient de
B, par I'adjonetion d'une nouvelle coordonnée),

2) quel que soit le nombre irrationnel {, la projec-
tion orthogonale de 'ensemble:
—
Zryeeny @y 2 {2=20L}. Ux)
sur R, coincide avee l'ensemble:
Blu(l, =),

3. la projection ortho.gon ale sur R, de 'ensemble

———
Tryeeny oy 2 {x1=z}' U(’)
est un ensemble de la classe K(®).
Bétant une classe densembles, appelons fonction uni-
*) & désigne ,égal par définition®, l
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verselle de B toute fonction U(r) pour laquelle il existe
une fonetion déterminante #(f) de B telle que U(r)
est une fonction universelle de @.

Nous démontrerons que, si B posséde une fonetion uni-
verselle, il existe un ensemble beB tel que cob n'appar-
tient pas & B. Un tel ensemble b peut étre construit d'une ma-
nidre jeffective“ si l'on connait une fonction universelle de B. En
effet, démontrons le théoréme suivant ¢):

Théoréme I. Soit B une classe densembles de R, et
U(r) une fonction universelle de @(£), ot B=K(D);
soit + un nombre irrationnel tel que

T 7, pour m=mn

Dans ces conditions Vensemble

0 proj [Zyy..., Tu, 2 {z, =2}.U(v)

Tygueny By Tyerey Ty

w'appartient pas & B. ‘ ) )

Démonstration. En imitant le raisonnement ) de M. Sierpis-
ski, posons:

1 '
1) b= proj [Z1y-.-, %, 2 {21 =2}.U(5)]
Bygurey By
et supposons que. cobeB. Il existe alors un nombre irrationnel &
tel que
co b= 0(£)
Je dis quil existe un nombre irrationnel [ tel que

E=u( ).

En effet, on a, en vertu de Phypothése, 1,31, 8 n:%:itl. D.éﬁ-
nissons les nombres naturels [, que voici: Dans le cas, ol il existe
un indice s tel que m=r7,, posons L.=§ et .dans le cas restant

posons {,=1. ) , . ] .
" Les nombres [, sont ainsi determinés d’une maniere univoqu

" L a
%) analogue au Théoréme (p. 83) se trouvant daus le memoire cité 1) de

M, Sierpinski
1 e ) p 83
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Le pombre
R
TR T
posséde la propriété en question, parce que

Ch=6& (k=1,2,.)
d’od

1], 1] 11
TETRtTTETRT S
Le nombre [ étant trouvé, on a: '

proj (%, > {e=L}. Ulm) = Bu(f, v)] = B (&),
done .

N
) cob=proj[z,2 {z=1_}.U(s)]
Envisageons maintenant un point 8)
) (;’ x(i), cre x("))\

ol z®,..., 2™ sont arbitraires.
Supposons que
8) pecob.
En vertu de (2) il existe un point P appartenant &

N\
rz{e=L). U(),

tel que sa projection coincide avee p, Ce point est unique, & savoir:

P=(2™,..., 2@ [

) A\
Puisque Pex,2{x, ==z}.U(z), on a aussi
pe pro; [x,z (x =2z}.U(7)),

done, d'aprés (1): ped contralrement a (3).
On a done

@ peb.
Dapres (1), il existe un point P’ tel que p=proj P’ et que
P’ ex,z{xl——z} U(%). On voit que P'= P, d'on:

P ew,z{z:{,‘},

*) Dans le cas n==1 les nombres ®,.... xv manquent.

icm

Classes d’ensembles. 151

Comme en outre on a, P’ ¢ U(z), on en déduit:

peprojlins (s =2} UG,

done, d'aprés (2): pecobd, ce qui est en contradiction avec (4). La
supposition cob ¢ B étant fausse, le théordme est démontré.

Theoréme I1.° Dans le cas, ol la classe B se com-
pose de tous les ensembles fermés de I'espace R,, il
existe une fonetion universelle de B. Une telle fonetion
ainsi que la fonction déterminante y appartenant peut 8tre constru-
ite d'une maniére ,effective.

Démonstration. En répétant le raisonnement 1%) de M.Sier-
pifiski, envisageons une suite simplement infinie

IZ) I37
formée de toutes les sphéres ouvertes et ,,ranonnelles“ 11 de l'es-
pace R, et désignons par I; l'ensemble vide. Posons:

(1) IGEXIP NS
1=1

On voit aisément que »
) B=K(9).

En effet, les I, étant des ensembles ouverts (ou vides), @ (&) est
toujours fermé.

Par conséquent K (®)C B. '

Soit maintenant b un ensemble fermé quelconque de R,. Dans
le cas, ob b= R,, on a cob=0; done

o 1,1
h= (:021l =0 (—I—{-]—J—l—)
Dans le ces b= R, oni a cob=0, d'ob il existe au moins une
sphére I, telle que I,(Ccob. Déterminons tous les indices n pour
lesquels I,(cob. En désignant ces indices succesivement par k<

Lk, <<..., on 2 ')
5_0021,,‘_@( ] I+...).

% analogue an lemme de M. Sjerpifiskil c %) p. 85.

W) 1 c. Y p. 84 et 85

11) le rayon ainsi que les coordonndes du centre sont rationnelles.

1%) Dans le cas, ot il n'y & qu'un nombre fini d'indices dlﬁ'érentes nous éeri~

rons le dornier une infinité de fois.
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La relation (2) est ainsi démontrée.

Désignons par V(7) 'ensemble de tous les points (..., Z., 2y

de lespace E,,,, pour lesquels 2 est irrationnel et ol

3) (1., &) € €0 2‘1
i=]

Jo dis que
(4) U(w) -5 V(o) + [V (=)
est une fonction universelle pour &.

U(z) est évidemment fermé; donc la R,-projection de len-
semble

S —
L Tyyeeey, Tny R {.’171 =2}.-U('5)

est un ensemble fermé. Soit { un nombre irrationnel fixe; posons

—
%) H5 z,..., z,,2 {#=10}.
Nous prouverons d’abord que
H.V(z)= H. U(z)

pour tout ¢ irrationnel. D’aprés (4) il suffit de démontrer que
H:V'CV. Soit done p(#y,..., %, §) un point de H.V’. Comme
peV’, il existe une suite infinie p,(x{",..., 2, ™) (m=1, 2,..) de
points de V, telle que lim p,,=p.

Done lim a{™ =z, pour k=1,..., n et lim { =1{. les {™ sont
irrationnels).

§1il était p eV, on aurait, d'aprés la définition de V()

(@y4ee0s ) 5002‘[;!‘.,

=]

(.00, ) € 21%’

]

done il existerait un indice k tel que

c’est-a-dire

(@y40ees 2,) € ]5:;‘
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L’ensemble Ign étant ouvert et non vide, on aurait

(6) (2, ) e Iy,

4 partir d'un indice m. (> u).

Comme lim [™=1{ et comme [ et {*™ sont irrationnels, on a,
en vertu d'une propriété connue des développements en fraction
continue:

(E™)L=¢

dés que m > pu,, ou u, dépend de s.
Done pour tout k

(5™, =8,

si m > ul. En tenant compte de (6) on a pour tous les m surpas-
sant x4 et p,:
(™., 28 € I@(-)J‘k.

Il en résulte:

oo
s
(@™,..., 2) € 2 1@(..)]"
kel
pour m suffisamment grands.

Par conséquent
(@™, 27, ) € V(9)

a partir d'un indice m, ce qui est contradictoire. La relation établie
peV nous permet de conclure que la formule H.V(z)= H.U(7)
est vraie. ,

Or, d'aprés la définition de la fonction ¥(7), la R,-projection de
Pensemble H.V(7) coincide avec ensemble:

w0 ¥, = Olu( 1)

t=1
Par conséquent

proi & 2 {e =8} U] = O(u (& 9}

Nous avons ainsi démontré que U(z) est une fonction univer-
selle pour @.

Afin d'aller plus loin, introduisons une conception qui ne sera,
au fond, qu'une abreviation symbolique. Soit T un ensemble non
vide d'éléments quelconques; envisageons toutes les fonetions f(?)
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qui sont déterminées pour tous les t¢7" et dont les valeurs sont des
ensembles de points de R,; de plus, envisageons toutes les fonctions
F(#) déterminées dans 7’ mais dont les valeurs sont des classes d’en-
sembles de R,. Soit V(f) une opération (fonetion) qui fait corres-
pondre & toute fonction 7 un ensemble. (c’est aux fonctions et
non & leurs valeurs quon fait correspondre les ensembles). Etant
donnée une opération V(f) définissons Vopération V*(F) de la ma-
nidre suivante: : '

1) elle est déterminde pour tous les F, les valeurs de V*(F)
étant des classes d'ensembles,

2) pour chaque F la valeur de V*(F) est la classe de tous les
ensembles E, pour lesquels il existe une fonction f telle que

a) f(t) e F(t) quel que soit ?,

b) E="V(f). .

Nous appellerons V*(F) l'opération adjointe & V(f). Pour en donner
un exemple, définissons 7' comme l'ensemble de tous les nombres
naturels. Dans ce cas f et /' représentent respectivement une suite
infinie d’ensembles et une suite de classes d'emsembles:

), @), £8)...
FQ1), F@), E@3)...

Définissons V(f) que voici:
V) o F) 4 F@) 4.

Or, si Pon fixe F, c'est-a-dire, si I'on fixe la ‘suite infinie de
classes d'ensembles
F(1), F@)...,

V*¥(F) est identique avec la classe de tous les ensembles e qu’on
peut obtenir en effectuant la somme e==¢, + ¢, ..., ot ¢, ¢ F(k),
k=12..). ‘
Exple. Pour obtenir la classe de tous les produits de deux en-
sembles dont Pun appartient & une classe donnde A4 et l'autre & une
classe donnée B, il suffit dé définir 7" comme l'ensemble composé
de deux nombres 1 et 2 et définir ¥ et F que voici: ‘

Vi) o £(1) . f(@).
F(l)=4 4, F(2) ¢ B.

La notion de l'opération adjointe étant définie d’une manidre
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précise, introduisons pour des cas simples quelques dénotations un
peu plus maniables.

'Dans le cas, ol 7' est l'ensemble [1,2], V(f )=Ff(1)+7(2),
F(l)=4 et F(2)=2PB écrivons 4-+*B pour désigner V*(F).
A+*B c'est done la classe de tous les ensembles &= ¢, -} ¢,, ot
e ed, e eB.

D’une maniére analogue, si /' est la suite 4, B de deux classes
d’ensembles et F(f) le produit de deux ensembles, nous éerirons
A X*B au lien de V*(F"). Le symbole: 4, -+* 4, }*... représente
la classe de tous les ensembles e==¢, -6, +..., ol ¢ ed,,
(k=1,2,..) et d'une manitre analogue on doit comprendre l'expression
4, X* Ay X*.. Etant donné une classe 4 d'ensembles, désignons par
co* 4 la classe de tous les ensembles coe, ol e¢ 4. Etant donné un
systéme déterminant

(fyy fgye ey B =1,2,...
{B«,.t,,,,,, ,.}, (kl’; . é’i.) ’ =y )
de classes d’ensembles, désignons par
4* {Bi,, Iayeren «,}

a classe des noyaux de tous les systdmes déterminants

ol el.,...,i,‘ EBt,,..., o {ei., igyerey fx}x

Remarque. La symbolique introduite ci-dessus*) n’est qu'une sym-
bolique defectueuse et parsuite elle ne peut étre appliquée qu'avec
des grandes précautions. En effet une bonne symbolique jouit de
la propriété que, si I'on remplace un symbole par un autre repré-
sentant la méme chose, la signification de l'expression ne doit pas
changer. Or, cela ne se présente pas dans notre cas. En effet on a

(1) (4% B) X*C=(4 X*C)+*(B X*0)
mais il n’est pas vrai que

(2) (A+*B) X*C=(4 X O)+ (B X" ()
si O'=C.

En effet, en suivant I'analogie aux cas simples que nous avons
considéré plus haut, le membre droit de (1) peut étre défini comme
la classe de tous les ensembles

e==0,.6,+¢ .6, ot ¢ed e,eB, egeC

*) p. 186,


Yakuza


156 Otton Nikodym:

tandisque le membre droit de (2) comme la classe de tous les
ensembles
6==¢ .6 € .6 OU

aed, eeB, eeC et g el

Pour rendre notre symbolique plus précise convenons d’écrire
pex. ,A+4* A, o A=4“ au lien do ,4 +* A%, dans le cas,
ot F représente la suite de denx classes égales et V' l'opération de
Ia somme, A +* A représente l'opération adjointe & e¢--e et par
conséquent olle ne domne. que la classe A. Le vrai caractére
de la symbolique en question repose sur le fait que p. ex. 4 +*B
nest pas unme opération effectuée sur les classes 4. B mais c'est
une opération effectude sur la suite de deux classes. Les remarques
ci-dessus ont causé le fait que nous avons introduit la notion de
l'opération adjointe d'une maniére particuliére.

Voila quelques régles du calenl pour les symboles introduites.

B, 4*B, =B, +* B,, (B +* By +* By =B, +* (B, +* By)

B, YX* B, =B, X* B, (B, X*B,)X*B,= B, X*(B, X*B,).

Ces formules aisées 3 démontrer expriment la loi de commuta-
tion et de I'association pour ,l'addition“ et ,la multiplication* des
classes d’ensembles. Ces lois sont aussi valables pour l'addition et

la multiplication d'une infinité dénombrable de classes.
On a toujours:

co® (co* B) =B
co* (B, +* B,) = co* B, X* ¢co* B,
co* (B, X* By) = co* B, 4" ¢o* B,.

Les deux régles de de Morgan sont anssi valables pour une
infinité dénombrable d’ensembles.

En ce qui concerne les lois de distribution, on a
(B, +* B;) X* By C (B, X* By) 4* (B, X* By)
(By X* By) +* By C (B, +* B,) XX* (B, 4-* By),

od B, = B; et des relations analogues subsistent pour une infinité
dénombrable de termes,
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Théoréme III. B étant une classe densembles de R,,

supposons que B=K(P) et que U(r) soit une fonction
universelle de @. Dans ces conditions on a

1) co* B = K(®,), ot @, (£) =57 co D(§);
Ell
2) U1(")TR"° U(z) est une fonction universelle de @,.

nef-1
Démonstration.

Soit e eco® B. On a coee B, done il existe un nombre irrationnel
& tel que coe e P(§). Done ¢e co B(§) = &,(£). D'autre part on a,
quel que soit le nombre irrationnel & ®(£)e B et parsuite

D, (§) = co B(§) e co* B.
Nous avons démontré que
1) co* B = K(®,).

Soit maintenant { un nombre irrationnel. Posons:

H=Z2,...,2,,2{2=1{}.

La R,-projection de lensembie H.U(z) coincide, en vertu
de la définition des fonctions universelles, avec @[u(C, 7)]; par con-
séquent .

proj [H . Uy (%)) = proj [H . co
By L LT
=0 PI:OJ' [HU(z)] = ® Bl 7))

U(r)] = 1:roj 0 [H. U@)]=

D’autre part, si Pon pose

— .
G'_T‘qf—:mu“-exuz{xl=z}7
on a:

. proj [G. U, (v)] == proj (G . co U(%)) = proj co [G . Un)l =
Byyq q
= ﬁaproj[G. U(z)).

Puisque proj [G . U(z)] e K(P) (en vertu de la définition des fono-
tions universelles), on a:

proj [@ . Uy(s)] € co* K(D) = co* B,
c'est-a-dire, d'aprés (1):
proj (6 .U, (v)] e K(D,).
Le théordme est ainsi démontré.
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Théoréme IV, Soient By,..., B, des classes densembles
deR,, ot m>>2 est fini. Supposons quechaquune de ces
clagses posséde une fonction universelle. Dans ces
conditions la ¢lasse

B= B, +*...+*B,

- en possdde une aussi. -~ (Une telle function universelle peut
6tre méme construite d'une maniére ,effective“ si l'on connait des
fonctions universelles U,(z) de B, et les fonctions &,(£) correspon-
dantes).

Démonstration ). Soit

1) B, = K(®,)

et soit U,(z) une fonction universelle de @,(£), (k==1,..
sons pour tout nombre irrationnel

§”E§+”*J r—

.,m). Po-

® 06 = 0, g+ g+ !

m-}-1 | §2m+‘1

+-..)+
+¢'(E;+I§m+.|- ]—zm—w >+

+ 2 (|§|+1 §2ml+rga;-l+ )

et pour téut nombre irrationnel

1~E%+ﬁ!+r£+”u
0 ot )

+U,(]1'+ S+

' lfm+= l "zm+ 2
el

1) L'idée de la démonstration est empruntée d'un
vl p raisonnenient de M, Biex-
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Nous allons prouver que K(®)= B et que U(z) est une fone-
tion universelle de @.

En effet, soit beB. Il existe des ensembles b,,...,
bye B,y (k==1,...,m) et

b=b,+...+b,.

Comme B, = K(@,), il existe un nombre irrationnel £® tel que
by € D,(E™). Posons

b, tels que

1], 1]
) §= o +|§ + -

_J
tEeT
|§ GiRs- |T|+
On a, de (2): .
PE) =D, + ...+ Pu(E™)
=byt ...+ b=
II en résulte
®) BC K(®).

Pour démontrer l'inclusion inverse, envisageons un nombre irra-
tionnel % quelconque. On a, de (2):

D(n) = O, (1) + ... + Pu(n™),
ol
1, 1]
[t [ Mot

1]
) — |
n TI’?~+

done, comme, d’aprés (1):
P, (") € B..

on a ®(n)eB, +*...4*B,=B. Par conséquent K(®)C B, ce
qui donne (avee (5)) la relation
(6) B = K(9).

Pour démontrer que U(z) représente une fonction universelle
de (&), fixons le nombre irrationnel ¢ et envisageons le nombre
irrationnel ¢ quelconque. En posant H =y, ..., %,,2 {z={}, con~
sidérons l'ensemble:
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proj [H. U] =3 prol H.U(s"),  (voir (3)),

Kol

ol

T(x)?i_l_l.._l_.'+___—~1 '|+...

: k==1...,m)
l"» I"w}-ﬁ l’l’nm+x ( presa )
On a

proj [H. Uy (@)} = B[w (§, +*)]
parce que U, est une fonction universelle pour @, Par conséquent:
proj (. U@) = Y B[u(§, +)]

ka1
-

done, en vertu de (2):

proj [H. U9} = 0 [,lgl+llcl+|‘—'+] — B[u(t, )

La premidre propriété des fonctions universelles subsiste ainsi
" pour U(%).

En procédant & la démonstration de la seconde propriété, con-
sidérons I'ensemble proj [G. U(7)), ok on a posé:

——
G2y .., X0y 2 {0, =2},
On a, d'aprés (3):

proj (6. U] = proj 3 6. Ti(s%,

k=]

ol

Done

proj 16 UG = Y proj (6. Ti(s)

bl

icm

Classes d’ensembles. 161

Les termes de la somme du membre droit étant, d'aprés 1'hy-
pothése, des ensembles de B,, il en résulte que le membre gauche
est un ensemble appartenant & B, 4¥...4* B,, donc & B.

Le théoréme est ainsi démontré,

Voild une application des théordmes III et IV. Soit donné une
expression ne contenant qu'un nombre fini ,d’additions*, de ,mul-
tiplications“, de psoustractions“ et de l'opérations ,co*“ effectuées
sur des classes d’ensembles de R,. Supposons de plus que la dite
expression ne contient pas deux ou plusieures fois une méme lettre
désignant une classe d’ensembles. Or, si 'on suppose que toute classe
figurant dans notre expression posséde une fonction universelle, on
peut démontrer (en appliquant de proche en proche les dits théo-
rémes) que B en posséde une aussi. En effet on a

B, X*... X* B, = co*[c* B, +*... +*co* B,]
B, - * B, = By, X*(co*B,).

En tenant compte du théoréme I, on démontre aisément que
les classes %) Fo, Foo\ Foooy .- possédent des fonetions universelles
qui peuvent 8tre construites ,effectivement”

Théordme V. Si toutes les classes B, B,,... densembles
de R,, en nombre infipi dénombrable, possédent des

fonctions universelles, la classe
B= B, +*By+*...

en posséde une ausai. Une telle fonction peut 8tre déterminée
d'une maniére ,effective’ dés qu'on connait les fonctions univer-
selles U,() de B, et les fonctions détérminantes ®,(5) y correspon-
dant,

Démonstration. Soit B, = K(®,) et soit U(z) une fonetion
universelle pour @,, (k=1,2,...).

La fonction auxiliaire:

N(p, ¢) =5 gg—tq:—l)féﬁ—"lt?) +n

15) F désignant de classe de tous Jes ensembles fermés de R,, on définit
If‘e’u‘me*E", ot F==F"; Foo iy Ky ~*Fy" ete, W. Sierpiriskil c. ') p.
85-—88. ‘

Fundamenta Mathemat T. XIV, 11
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définie pour tous les nombres naturels p, ¢ n'admette que des va-

leurs naturelles. .
On voit aisément que I'équation

m == N(a, b)
peut étre résolue par rapport & a et b et qu'elle donne une solution
déterminde parfaitement pour tout m naturel
Soit a = p(m), b==q(m) cette solution.
On a
) - plN@b)]=a, ¢[N(ab))=0b

Posons pour tout nombre irrationnel
1 1 ,
f=Ee+ gl gt

® 0@ 7 0 (- + 2+ )+

|§~(1 1) |§N(2. 1)

+0, (g ) 4

‘EN 1,2 lEN (%2

et pour tout nombre irrationnel

s=Eet il

®  vewh(go+ )+
0 )+

- Démontrons que K(®)=B et que U(r) est une fonction uni-
verselle pour .

Soit b ¢ B. Il existe une suite infinie d’ensembles byy by, ..., telle
que b=b,+b+..., be B, (k=1,2,....).

Soit &® un nombre irrationnel tel que

) b= 0,E), (k=1,2,.).
Posons
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On a, en vertu de (2)

o6-3 % (o T )
(voir (3) “’j %, (gl + sEE )
(voir (1)) = j (lé*l |§.+ )
(voir (4) '___g o, (5‘)=:21'b,=b.

Il en résulte que, quel que soit b ¢ B, il existe un nombre irra-
tionnel £ tel que b e B(£). La relation B (C K(®) étant ainsi démontrée,

il en résulte que B = K(@), puisque la relation K@)CB est
évidente.

Pagsons & la considération de la fonetion U(s).
En posant, comme d’habitude,

"
H?w”...,:c” £ {z=§}|

ol [ est un nombre irrationnel fixe mais arbitraire d'ailleurs, con-
sidérons l'ensemble

proj [H. U] = Y proj [H.T, ()],

Rl
olt on a posé:

(6) ,;(k) e 1 I |

|’Fu ) I’sz @K

+ (voir (3)).

U.(v) étant, par hypothése, une fonetion universelle pour @;, on a
proj [H. U, (a%)] = @,[u(L, =)
et par conséquent:

(M) proj [H.U@] =Y &,[u(C, ™))

Al

Comme, d'aprés (6):

T = Taony, (5=1,2,...),
. 1
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le k-iéme terme du second membre de (7) est égal 4

(I§<*)+!§t~l+ =g '"*“tz;,l'”*” )

Ig’N(l k) N2,k

D’autre part on obtient de (2), en y substituant & par u(f,7):

ot =0 + 4+ )=

_Z¢(1I+ 1|+'_)_

] 'A(l k) lgm(n.n)

Il en résulte:

proj [H. U(w)] == B[u(f, %))

Pour démontrer que la seconde propriété des fonctions univer-
selles subsiste pour U/(7), considérons l'ensemble proj [GH. U(%)], o

"
G?xlri-'!xn,z{xlgz}'
On a, d’aprés (3):

proj [ Uls)] = proj [G ) u;(,m)],

Kl

o =™ est défini par (6).
Les U, étant des fonctions universelles pour @,, on a

proj [G . U,(x")] ¢ K(®D,) == B,,

d’od on obtient

proj(G. Us)| = 3 proj [@. Uy(e)] e B, +* B, ...,

: | T
donc enfin:

pr0j (6. Uw)] e B=K(®),

puisque nous avons démontré plus haut que B = K(®).
La théoréme est ainsi établi.

Théoréme VI, Soit

B . (i!,...,i‘,ml)%,..)
{Buivh (k=1,2..)

un systéme déterminant composé de clagses densem-
bles de B, dont chacune possdde une fonction uni-

\

icm
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verselle, Dans ce cas la classe
B AX(B,, .\}

en possdde une aussi. Si 'on connait les fonctions universelles
U,.., (@) et les fonctions déterminantes @, _, (£) correspondant, on
peut construire d’'une maniére effective une fonction universelle de .

Démonstration.

Rangeons toutes les groupes finis (i, 4y, ...,%), (od k>>1) de
nombres naturels dans une suite infinie, en évitant des repéti-
tions, Remarquons que cela peut étre faite d'une manidre ,effec-
tive“, Tous les groupes en question tont ainsi numérotés. Désignons
par M(iy, %y,..., ) le naméro qui correspond ainsi au growpe (i, iy,..., i)
J(M) désignera le premier élément du groupe correspondant au
nombre naturel M et g(M) le groupe formé de ses éléments restants
(avec conservation de leur ordre). Au nombre M correspond ainsi
le groupe que nous pouvons désigner par [J(M), g(M)].

'1. Y

Soit B, . .= K(®D,,.,) et soit U, __,(s) une fonction universelle
de d’«l,..v,-,(§)
En écrivant, comme d’habitude
E=Ei+g '+l
posons:
. 1
L 207 Y 2 + s )
1| 1]
PR
B + |5m,¢.,a>+
Je dis que
b B=4*(B,. )= K(®).
En effet, 'ensemble .
— 1| 1| )
by 7T Prynt, (IEH(I.E."-J,) P +..

étant un ensemble de la classe B, ,, il en résulte que

b7 Y b e

s
appartient & B== 4*{B, ). La relation K(®)(C B est ainsi établie.
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Pour démontrer l'inclusion inverse, envisageons un ensemble b

appartenant & B. Il existe un systéme déterminant

{b|1,~.-.“>7

, ot tel que son noyau est b:

.....

(2) b =2‘ b‘: . bi,,t, . b'n‘n'u e

L7 TN

\
Ou 1yl € ‘B‘l

Il existe un nombre irrationnel £ tel que:

® by = By (50,
Posons
1] 1 ’

ol g(M) et J(M) ont la signification définie plus haut,

D’aprés (1) on a:

V7] 1| 1|
o©=3 Jfo.. “(]§~<x'«,...,«,>+ |§~<=,n......‘k>+

— l[“(' fhyeee ‘l)] ‘lv !‘ﬁ
5"('.‘1 ‘‘‘‘‘ W EJ["(' UNITA) b E

done

6] —2]]@“ " (5; _____ E‘l“‘*‘)

LT T

=E II D, ., (Bt

RN

done, en vertu de (3) et (2):.

OE) = 3'b,. by, ... =b.

f1sfyye
Nous avons ainsi démontré que

(®) B= K(®).
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Définissons maintenant:

(®) OE X ﬁ Uiy (1),

f1,fgyree kel
3

olt
(7) P T p— I | +

& =37
Tui .. i |"mn,u.-.-.i,)

Nous allons démontrer que U(r) est une fonction universelle
pour ®.
Fixons le nombre irrationnel 7 et envisageons le nombre

1
£= E§+‘ B+
Posons
1
H=r2,...,2,,2{z=1)
On a d’aprés (6) et (7):
proj (H. U@ =3 Jfproj[H.T, )]
iyhyee. kel
parce que la correspondance entre les points de H et de E, déter- ’
minée par la projection est bi-univoque.
En vertu de I'hypothése on a:
f,‘("‘" 1) = O (N [w(C, o)) =

.....

proj[H. U,

_ L, 1|
L e A e A
Comme, d’aprés (7):
T "‘==Tu(-,¢,....,a,)=
on a:
proj H. Ty, (¢ ] -
1| I
=0, + +..)
" ;‘H(l,ﬁ,. iy |§’x(z«, ..... (")

Done, en tenant compte de (1):
proj [H. U(x)] = B[u(. 7}

ce qui exprime la premidre propriété des fonctions universelles.


Yakuza


168 Otton Nikodym:

. . ) .
En ce qui concerne la deuxidme, considérons I'ensemble :

- - .
proj[G.U®), ot Gy, @y, 7 {2 =2}
On a

proj (G . Ur) = 2 ”pio] [G . Unl ,,,,, " (f;‘l.....‘h)].

bylgyen, kel

Puisque, en vertu de I'hypothése :
proj [G. U, ()] € By,aer

on en tire:

proj [G. U(x)) ¢ 4*{B,,...,} = B,
ot enfin, en vertu de (b):
proj [G. Ulx)] ¢ K(D).
Le théoréme est ainsi démontré.

Théoréme VIL. Supposons que la classe B densem-
bles de l'espace R,, (n22) posséde une fonction univer-
selle. Soit B, la classe de tous les ensembles de R,_,
que l'on obtient en projettant orthogonalement sur
R, lesensembles appartenant a B. Dans ces conditions
la classe B, posséde aussi une fonction universelle.
Une telle fonction peut 8tre construite d'une maniére ,effective“,
si Yon connait une fonction universelle U(s) de B et la fonetion
déterminante @ y correspondant, ‘

Démonstration. En imitant la fagon d’écrire que nous avons
employé jusqu'ici, écrivons:

B, = proj* B.
By
Soit B=K(®) et soit U(z) une fonction universelle pour .
Posons pour tous les £ et ¢ irrationnels:

Y 2, (8) T proj o(§)
by : Ul(z)?p;:oj U().
et démontrons d'abord la formule 3

B, = K(&,).

icm

Classes d'ensembles. 169

Soit b, e B,. Il existe un ensemble b¢ B tel que b, = projb.
By

Comme @ est une fonction déterminante de B, il existe un nombre
irrationnel & tel que b == @(&). Par conséquent proj b= proj B(£);
R,

n—1 nl—l

cest-d-dire b, == @, (£). La relation
(3) B, C K(®,)

est ainsi établie. _
Soit maintenant b ¢ K(@,). Il existe un nombre irrationnel ¢
tel que

by= @, () =proj @(§),  (voir (1))
. n—1 §
Puisque P(£)¢ B, on a
b ¢ proj* B=B,.,
R 4

On en déduit la relation:

K(®,) C B,
qui combinée avec (3) donne la formule désirée
@ B, = K(®,).

Passons & la démonstration de ce que U, () représente une fone-
tion universelle de @,.

Remarquons d’abord que, quel que soit le nombre irrationnel [,

| .
®) Ziy vy Tumty 2 {2 ==L} = proj &y, €y, 7,2 {2 = L.
Kl

si I'on désigne par (z;,...,#,,2) le point variable de l'espace R,
Cela tous donne, d’aprés (2), que l'ensemble:

(6) Tyyony By, 2 {2 =C}. Uy(7)
contient
) p';oj [y 00y 20, 2 {2=10} U(9)]

Je dis que, réciproquement, (7) contient (6).
En effet, soit p’' = (,...,%.,,2) un point de (7). Il existe
un point p’’ = (2',..., %y, @, 2"’) de ensemble

2y, oy 2{2 =0} U(3),
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tel que p’ = proj p’. Done

Rﬂ

@ =y, Ty =Tpyy & =2" =10,

Mais p’¢ U(x), ce qui entraine p’e I:roj U(r) = Uy(r). Comme,
d'autre part "
’ ’ 1
P=@ s Ty §) €2y 0y By 2 {¢=1},
on obtient .
pexy, .., @y,2{2=2L}. U(7)

ce qui démontre I'égalité proposde:

£ B3 2 =0} Ui(5) = proj (oo a {2 =1L}, U@)

On en tire:

proi [xly"'ix-—«l’z {z = c}‘ Ul(")-l ==

Fu1

r 1
=€roj proj [y, ..., 2., 2 {2 =} . U(¥)],
n--1 B,

ol (x,,...,%,,) désigne le point variable de R, ;.
Done, puisque U(z) est une fonction universelle de @,
—
Proj [wlj IARK] xn—-l’ < {z = g} . Ul (@)]
n—1
= proj D(u(t, o)
n—1
(voir (1)) = @, [p(L, 7)].
Pour démontrer que U,(7) jouit de la deuxiéme propriété des

fonctions universelles, considérons 'ensemble;

|
®) LiyeeryTpyy 2 {ml =2z}. U](’) =
F—
=p:oj Ry, coey Loy, Ty, 2 {0y == 2} proj U().
n nl
L’ensemble (8) contient évidemment I’ensemble:

(9) proi [xl yreryTpy) Lpy & {a/\ == z} . U('l«')].

Pour démontrer que (9) contient (8), envisageons un point

T (@..., 20,29 | de (9).
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Il existe un point ¢’ tel que g = proj g’ et:
Rﬂ
’ r‘.&“—-—_l )
. q Ewl,-..,x,._l,x,,,z{x,-_—_z}.U(‘;),
On a )
q' = (x‘l)3 tety -’”an Ly .‘L‘(l)),
done x{ =2 et par conséquent

. g=(al,...,2}_;, 2}
ce qui donne

P
(10) QGwI,...,x,,_,,z{xl—-_: 2).

Comme, d’autre part, ¢’e U(z), on a g ¢ proj U(z) = U,(z). — Done,
R’I

- en tenant compte de (10):

|
q6x17"'lxu—~l,z{xl=z}‘ Ul(")'

Les ensembles (8) et (9) sont donc identiques.
On en déduit:

— : '
By ooy Xpyy 2 {2y =2} . U, (1) e £(P)= B,

parce que [J(z) est une fonction universelle de @.
On en obtient, en tenant compte de (4):

L T '
proj (21, .y Zuy, 2 {0y =2} . U(7)] € B, = K(D,).

n—I

Le théordme est ainsi démontré.

2. Afin de faire des applications assez générales des théorémes
que nous venons de démontrer, établissons quelques théorémes auxi-
liaires %), en restant toujours dans le cas des ensembles de I'espace
B, (p=1)

Def. 1. Soit N une classe quelconque densembles;
posons

N,=N
Ny==N.4+*N,, ot N =N,
(n=1,2,...)

Nous avons ainsi défini une suite infinie de classes d’ensembles:
Ny, N;, Ny, ... et notre but, le plus prochain, sera d'en démontrer
quelques propriétés.

1) Dues 4 M. Sierpinaki (ainsi que leur démonstration).
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’

Théor. 1. Si n<<m, on a'") N, C Na.
Dém, Soit ¥ >>1; on a, en vertu de Def. I:

4 x+1=Nn+*N1f'= N;'I"*Nu
done, puisque N, C N, +* N3:

N C (N 4+ N)+* N,
C N +* (N 44 N)
(D‘:’f- 1) C N1 +* NH»I == Vg
Pour achever la démonstration, il suffit de remarquer que
N, C N+ Nij= N,
Théor. 2.
Mu +* N m C N nefm ¢

Dém. Remarquons que la formule est vraie pour m==1 quel
que soit #. ' :
Supposons qu'elle soit vraie pour m = k:

(1) N, +* NeC Ny (pour tous les n).
On a
(qu. 1.) N,, ++ M+1 = Nu +* (Nrk +* M)
= (N, +* N;) +* N,
(Def. 1.) = Nop +* N,
(de (1) C Nepts == Nopirpays

ce qui démentre le théordme,

Théor. 3. (de M. Sierpiniski). Deux et seulement deux
cas peuvent se présenter:

1° ou toutes les classes N,sont différentes deux-
a-deux,

2°' ou bien, il existe un indice s>>1 tel que Nj,., N,
sont différentes deux-a-deux (nb.si s3>2) et que N,=N, ;==

. .Dém. Supposons que le cas 1° n’a pas lieu. Il existe alors deux
indices s et ¢ tels que s==¢ et N,= N, On peut évidlemment sup-

%t:ser' grue t>s. Envisageons le plus petit indice 20 tel que #°>> s,
P = LVp. .

1) No C Non. désigne que tout ensemble appartenant i N, nppartient anesl & Ny,
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Je dis que #* =3 1. En effet, s’ était > 3 1, on aurait,
an vertu du th. 1,

NC N.+1 C N,
d'oll on aurait, puisque N, == Ny:

M:N;+lv

ce qui est en contradiction avec I'hypothése que #* est minimum.
On a done t*=s-1: done N,=N,,. '
Démontrons maintenant que N,=N,,,, (n =1, 2,...). Pour n=1
la relation est vraie. Supposons qu'elle subsiste pour n=F:

N, =N
Mais
Novoetn = Nopyn = Nepa +* N
=N +*N,=N,, =N,

Le théoréme est établi.

Nous allons appliquer les trois théordmes auxiliaires dans un
cas particulier, que nous allons préciser dans un moment.

Admettons d'abord la définition suivante.

Déf. IIL. Nous dirons qu'une classe densembles 4 est
Jnormale’ si elle jouit des propriétés suivantes:

1° A4*A'=A (o0 A= A4

20 AX*A'=A

3° A contient lensemble vide ,0“ et 'ensem-
ble universel ,1%

Théor. 4. Si la classe 4 densembles est normale, la
classe co* 4 est aussi normale et réciproquement.
La démonstration est facile et s'uppuie sur les formules:

co* (4 ¥ A')=co* 4 X* co™ A’
co* (4 X* A’y = co* 4 4* co* A’

et co0 =1, col=0. .
Théor. 5. Si A est une classe contenant 0 et 1 et si

C=co*4,0na

ACAX*C, CC4X*C

La démonstration est immédiate.
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Déf. 2. En reprenant les considérations abordées dauvs le numéro

précédent, posons
N= 4 X*(,
od A est une classe normale densembles et olt (' ==co¥4.
Posons de plus
NN, Ny NA* N (b Ni=N,).
Théor, 6. Dans les conditions de la Déf. 2 on a:
Nn X*NMCNn.m'

Dém. Démoutrons d'abord que la formule subsiste pour 2=
=m=1.
On a
(Déf. 2) N X¥Ni=(4 X*C) X*(4' X* ()
= (4 X*4') X* (0 X* ()

(voir le th. 4.) =4 X*(C=N,=N_,.

Supposons maintenant que
L) N X*NCN,s.
On a
Nopa X* Ny = (N, +* Ny) X* N,
C (N, X* N3) o+ (¥ X )
(d’apres (1)) CN.+*N,= N..+1 = Moy

Il s'ensuit que la formule

‘Nn X* Nl C Nn.l
subsiste pour tous les indices n,

o Supposons que N, X* N,(C N,, pour k fixe et pour tous les =.
n a

N, X* Nk-H == Nu X* (Nu +u~ Nl)
C (N, X* Ny 4 (N, X* W)
C N+ N,

d'ol, & I'aide du théor. 2, on obtient
N, X* NA-H C Nu.k-{»-n = AV ()

La formule est done vraie dans toute sa génébralité,

icm

Classes d’ensembles. 175

Théor. 7. Dans les conditions de la Déf. 2. on a:

0* N,C Ny,
Dém. On a
eo* Ny = co* (4 X* ()
= co* 4 ¥ co* C
=C4*A

Mais le théor. 5 donne: CC AX¥C=N, et AC 4 X*C=N,.
Done
co® Ny C Ny +* Ny = N, = N,

Le formule est ainsi établie pour »=1. Supposons qu'elle soit
vraie pour n=k:
co* N, C Npr.
On a =
c0* Ny = co* (N, +* N,)
= co* N, X* co* N,
C Nyx X* Ny,
done d'aprés le théor. 6
¢0* Noyy C Npry = Ny,

Le théoréme est done démontré.

Supposons que Ia classe 4 normale posséde une fonetion uni-
verselle, Les théorémes auxiliaires que nous venons de démontrer
ainsi que les théorémes sur les fonetions universelles nous permet-
trons de démontrer que toutes les classes

M, =AX*C, M,=(4X*C)+* (4 X*C),...
sont différentes deux-i deux, c'est-4-dire que dans chacune des classes
M,CM,CM,C..., & partir de lindice 2, il y a des ensembles
qui n’appartiennent pas aux classes précédentes.

En effet, en vertu du théoréme III, la classe (= co* A posséde
une fonction universelle, done, en vertu du théoréme III et IV,
la classe

M, = A X* C = co* [co* 4 +¥ ¢co C]

en posséde une aussi, En suppossant que M, posséde une fonetion
universelle, on prouve, i I'aide du théorémelV, que M, =M*M,
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en posséde une aussi. Cela nous assure que toutes les cluﬁ:-:tea MC
CM,CM,C... (voir th 1)) possédent des fonctions universelles,
Nous savons, d'aprés le théor. 3. que ces classes sout ou toutes
différentes deux-d-deux, ou bien qu'elles coincident & partir d'un
indiee.
Démontrons que la seconde alternative n'a pas lieu. En effet,

en sapposant que M, == M, =..., on trouve. d’aprés (théor. 7)
co* M, C Myw, que '
(1) co* M, M,, puisque m=<2"

Mais (1) est impossible, étant démontré que M, posséde une
fonetion universelle. En effet, d'aprés le theordme I, la classe co® A,
contient nécessuirement un ensemble n’appartenant pas L M.

Nour avons ainsi démontré le théordme suivant !8),

Théoréme VIIL. Si 4 est une classe normale d'ensem-
bles de R, (selon la Déf. III),

C=co*d, My=A X*C, M, ,=M+*M, (od M,=M,),
on a
1) MCMC..
2) toutes les classes M, sont différentes deux-
a-deux.

En particulier, si 4 désigne la classe de tous les ensembles
fermés de R,, A est évidemment normale ainsi que la classe co* A
de tous les ensembles ouverts. Dans ce cas le théoréme VIII ex-
prime que toutes les classes

Fyoq AX* OC Fy* FyC Bt Fy 4 Fy .
sont des classes plus en plus larges dans chacune desquelles (i partir
de la deuxiéme) se trouve au moins un ensemble qui n'est pas con-
tenu %) dans des classes précédentes. En effet, notre classe 4 pos-
sede, en vertu du théoréme II, une fonetion universelle.
La chose analogue se présente dans le cas, ol 4 représente lu
classe de tous les ensembles (4) de Souslin et M. Lusin 29),

18) due 4 M, Sierpinski,
1) W. Sierpiniaki L ¢ 1) p, 87,

') Comptes rendus 164. (1917) p. B8, Souslin, Comptes rendus ibid. p. 91.
M. N. Lusin,

icm

 Classes d’ensembles. , 177

En effet 4= A*{F, .}, ob F=F, ., est la classe de tous

‘les ensembles fermés.

Or A posséde une fonetion universelle en vertu des théorémes 11
et VI, et, en outre, on sait que (A) est une classe normale 31).
Les classes:

AXFCCHUX* O+ X* )T,

olt C==co* 4, sont donc des classes différentes deux-d-deux %).

Un résultat pareil 22) on obtient dans le cas, ol A est la classe
de tous les ensembles du type ) (POE), (c'est-a-dire les projections
des complémentaires des ensembles (A4)), Notre classe A est nor-
male #5) et, en. ce qui concerne l'existence d'une fonetion universelle.
de 4, elle est assurée en vertu des Théorémes VII, III, 1l et VI

3. Definition IV. Soit 4 une ¢classe normale densem-
bles de l'espace R,. Posons comme dhabitude

C=re* 4

et définissons de la maniére suivante les classes 4,

- Cy, M,, o0 @ parcours successivement le nombre 0 et

tous les nombres ordinaux << Q:
1, Aoj—f'—A1 G 57 G
2° gia=1, posons M,5= 4, X* Cy;

3 8i ¢ est un nombre de premiéré espdce et il
y en est de méme pour a—1, posons:

M, M, +* My+11

oh u désigne le nombre de 2° espéce (ou nul) tel que
ga==pu-+tn ot 1<<n<w (Etant donné e, les nombres u et n
gont déterminés d'une maniére univoque);

4° si o est de 1° espbece et a—1 de 2° espéce
posons:

1) voir p, ex, N. Lusin et W. Sierpinski Bull. dcad. des Se. de Cra-
covie, Série (A) avril-mai 1918, p. 42, note !) en bas de pages.

1) due & M, Sierpinski .

1) W, 8ierpinski, L. ¢. 1) p, 91.

) voir, N. Lusin, Sur les ensembles analytiques. Fund. Math. I, X, p. 89.

1) W, Sierpifiski. Swr les produils des images continues des ensembles
C(4), Fund. Math, t. XI p. 126.

Fundamenta Mathematicae t. XIV, 12
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Aoy Moy ¥ Mo A,
olt
Moy =My =100y
Conmmeo® 4,
et

Mu:d'j:-Aa—--! ><* Cu—-«l;
5° si @ est de 2 espdoce, posons
M7 Y M,
)

la sommation étant comprise dans lesens ordinaire.
Ls définition que nous venons de poser, détermine d'une ma-
niére univoque les ensembles M, pour 1<Ca < L ot les ensembles

4, et C, pour =10 et pour tous les @< 2 qui sont des nombres

ordinaux de 2* espéce.
Théor. A. Quel que soit @, ol 1< a<.Q on a

OeM,, 1eM,
et quel que soit @=0 ou de 2° espéce, on a

Ocd,, 1ed, 1eC,, 1eC,.

Démonstration.

Le théoréme est évidemment vrai pour ¢==0 et 1. Saupposons
quiil soit vrai pour tous les nombres ordinaux << e, ol a>=2.

Trois cas particuliers peuvent s’y présenter:

1° @ est de 1° espéce, a— 1 est de I° espéce

2 e, ,1° 5, a—1, ,2 ,

3 e, , 2

Cas 1°. Ona a=p—+-n+41, od u est de 2° espdce (ou = 0)
et n fini et > U. En vertu de la définition 17" (3

My = Moy +* M,

W

Comme a—1<<e, p-+1<ea, on a en vertu de Vhypothése
OeMyy, O My, 1eMy s, 1M wii Ilen résulte 0 M, 1e¢M,,
Cas 2% g=p -1, ot u est de 2" espdee. On a

Ma = Aﬂx-«) >< Ow»l'
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Mais, en vertu de I'hypothése, 0 et I appartiennent & 4., et
4 O,_,. Donc 0 et 1 appartiennent & M,.
Cas 3° o est de 2° espéce. Dans ce cas:

M= 3 M,
fla
Puisque 0 et I appartiennent & M, ils appartient & fortiori, a M,.
Il reste de démontrer que O et I appartiennent & 4, et C,. Or,

on a, en vertu de la définition IV (4°%:
Ay=M, +*M;+*....

Puisque, comme nous avons démontré, O et 1 appartiennent & M,
ils appartiennent aussi & 4, donc aussi & C,.

Le théordme est démontré.

Théor. B. Lia relation y<<y' << Q entraine

M,C M,.

Démonstration.

Nous démontrerons que, quel que soit e, la relation y <a en-
traine M, C M,. Or, on voit aisément que cela est vrai pour ¢=2.
Supposons le vrai pour tout les &' < @ >>3 et essayons le démon-

trer pour a.
Cas 1°. a est de I°® espéce, « —1 de 1° ‘espace.

On a
e=p-+n-+t1,

ot u est de 2° espdce ou nul et 1 <Cn << w.

Comme M, =M, ,-+* M,,,, on a en vertu du théor. 1, M. CM,
puisque @ —1 ——,u—i—n>y+ 1. S8i y < a@—1, on a, en vertu de
I'hypothése, M, C M,_,, puisque a—1<a. Done, quel que soit

y<a, on a M C M,.
Cas 2° a est de 1° espéce, a—1 de 2° espéce.

On a. en vertu de la définition
Ma = Aa—l Xx‘ Cu—h Aa—l = Md—l +% -Mc’zv—l + e
Cpg =c0* Ay,

Comme en vertu du Théor. A. 0eM,_;, la relation ¢e M, , en-

traine e e dg , puisque e =¢-+0—+0~.... Onadone M, ,CAor
12*
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D’autre part (voir th 5) A,y X* Oyl puinque I'universel 1 ap-
partient, d'aprés le théor. 4, & Coy On en déduit:

a—-lC Au.—-l CAa—-l >< 0 -1

Il en résulte, comme dans le cas 1° que, quel que soit ¥, la rela-
tion y < & entraine M, ( M,
Cas 3°. @ est de 2 espéce. Dans ce cas on a M, = 3 M,.

<o

Par conséquent, si §<< @, on a My C M,.
" Notre théoréme est ainsi démuntré

Théor. C. Si a<< R est =0 ou de 2 espdee, la classe
4, (et par conséquent C,) est normale.

Démonstration

Une partie de ce théoréme est contenue dans l'énonmeé du
théor. A. Reste b démontrer que d,+*d;=4d, et 4, X*d,=A,.
Etablissons d'abord la premidre formule. Il suffit de supposer gque
@ est de 2° espéce. En vertu de la définition

Ay =M, +* M, +*...;
done
Ag ¥ A= (Mo A% M A4-* ) 4 (M- MoA4-*..)
=M, MMM, .. =4,

Passons & la démonstration de la formule deuxiéme.

On a pour a=0: 4,X*4, puisque 4,= 4 et 4 est normal
(en vertu de I'hypothése). Supposons que la formule soit vraie pour
tout nombre 8 <@, ou § est de deuxiéme espéce ou nul et a fixe,
et GSRYODB la démontrer pour Q.

Par définition

dy=M, +* M, +* ...,
o M= 2‘ M,

Soit eeA X*4,. Il existe deux ensembles a et a’ tels que

aed,, ded,, e=a.a

Done il existe deux suites simplement infinies de nombres ordi-
naux < o
Yis Vayorey Puyoee
Yoo Yoy ooy Yoyoo
et deux suites d'ensembles
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Oy Gyyevny Gy ool
ayy Agyeeey ny ...

tels que
a=ay +ay,+4..., d=a+tat...,
a, e M, , aoe My, (n=1,2,..)
On en déduit

n,ma=]

ol
() a,.a, ¢ M, X*M,,
Désignons par ¥,, le plus petit nombre ordinal =y, -2 et
=%.-+2 Ona
(2) yn < yn,my 'len < ’}’,.,m

et, de plus, ¥,. et 9,,—1 sont de 1° espéce et inférieurs a e.
(2) entraine, en vertu du th. B:

Myn C J&IJ’n,m’ M)’;n C Myn,m’
done, de (1) on a:
a,.an, ¢ Myw X M;..,...‘ (o My" = My.....)
Le nombre y,,— 1 étant de premiére espéce, on peut écrire
| Yam = pF k41,
ot u est de 2¢ espéce (ou =0) et 1Tk < w.
Donc, en vertu de la définition L[V
M}'nyu == Myt +* M!""H
M”_*_] = A'u X* 0/4'
Comme g est de 2° espéce (ou==0) et u<Ca, la formule
4, X* A, = A, sobsiste, en vertu de I'hypothése et, par conséquent,

d’aprés ce que nous avons démontré, A, est une classe normale.
Donc on peunt appliquer le Théor. 6, Paprés lequel

)"
M, XM, C My,

Mais p 4 (k- 1)* <@ puisque p < a et de plis, o est de
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2¢ espéce et 1<k << w. Done, en vertu du théor. B:
M‘u-}-(l-l-l)! C M,

h, . X*M, C M,.

Le relation (3) entraine ainsi:

done

a,.a, e M,
d’ott il résulte

o= 3o, aLe M, +* M4+ =4,

[0

c'est-a-dire
Aa X* A; C Aa‘
Pour démontrer l'inclusion inverse, remarquons que, d'sprés le
théor. 4: 1¢ A,.
Doue, si ae4,, on a a.1ed,X* 4, ce qui prouve que

Ao C 4 X* 4.

L'équation A4, X* 4, = A, étant ainsi démontré, il en résulte
que le théoréme est vrai,

Théoréme D, Pour tout nombre ordinal a de 10
espéce, ol

I<e<,

il existe nn nombre fini » tel que
L‘o*MuCMa_*_..

?ém?nstration. Onaa=utn ot I<n<o o @ est
de 2 espéce ou nul. En vertu de la definition, on a pour m=12,...:

M.u+l=Ap X*C”, My+m+I:A‘4+m+ AM‘“'

’
L'ensemble 4, étan.t,. en vertu du théor. C, normal, nous nous
trouvons dans les conditions du théoréme 7, qui nous donne

CO* Ma C MM'H‘” .

Comme u<a » - 1} ' : ,
lo thior. B: on a p+2<a=2, dot il résulte, d'aprés

M;rH" C Ma+a" .
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On en déduit co* My C M yon,
ce qui donne le théordme.

Théoréme E. Si ¢ est un nombre de deuxiéme espéce,
on a co* M, = M,.

Démonstration. Soit eeco* M, On acoe e M,, d'od, comme

Ma=2 My,
f<a

il existe un nombre f<Ca tel que coee M,. D'aprés le théor. B on
en tire:

coee My,
d’ol e € co* Mgy,

Le nombre §- 1 étant de 1° espéce, on en obtient, & Paide

du théor. D:

¢e -Mg+1+n;

ol n est fini, Comme #<C a et comme o est de 2° espéce, on a né-

cessairement
B+14n<a,

done (théor. B) e ¢ M,. La formule co* M, C M, est ainsi démontrée.
On en obtient co® co* M, (C co* M,, done M, co* M,. Le théoréme
est ainsi établi.

Théoréme F. En restant dans le cas de la définition IV,
supposons que la classe A poss¢de une fonetion uni-
verselle. Dans cette condition toutes les classes 4,
C, pour 0<Ca << 2 ainsi que toutes les M,, ol 1Ca<Q
est de 1' espéce, possédent une fonetion universelle.
Si @ est de 2 espéce, il n'existe aucune fonection uni-
verselle pour M,.

Démonstration. Démontrons d’abord que, si « est de 2¢
espéce, M, n'admette pas de fonctions universelles. Pour prouver
cela supposons, que M, en admette une. En vertn du théoréme I,
il existe un ensemble ¢ de M, tel que coe € M, D’autre part cela
est impossible, parce que, daprés le théor. E: co* M, M,

Pour démontrer les théses restantes, fixons un nombre ordinal a
et supposons que

1) si B <a est de 2 espdce, (ou = 0), les classes 4, et C;
possédent des fonctions universelles,
2) si B <a est de I espéce, M, posséde une fonction universelle,
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et, essayons de démontrer que, si @ est de 1° espéce, M, en possdde

une et, si @ est de 2° espdce, 4, et C, admettent aussi des fone-
tions universelles. (En ce qui concerne les classes 4,, C, et M,,
elles possédent évidemment des fonetions universelles).

Soit @ un nombre de 2° espdce. En vertu de la définition IV:

do= M, * M5,
Ma ':-2' Mﬂ

B<a
Il existe une suite simplement infinie de nombres ordinaux

fh<bh<... <g,

telle que lim f, = a, ces nombres pouvant &tre. supposés de 7°

espece. On a
Su=3+3 3,

f<a B<p m=3 By SP<Py
d'ot on obtient & l'aide du théor. B,
ZMpCMpu ZM;:CM,,,
B<p Bu—1SB< Py
ce qui donne:
Ma C‘Mﬂl +Z Mﬂ.. =2 Mpn'
D’autre part . .
20 C 3 = b,y
neml 8<a '

done

M= 3 M, .
neml

Les nombres §, étant de 1+ espéce est < a, chaque classe M
posséde, en vertu de I'hypothése, une fonetion universelle, Par con.
séquent, d'aprés le théoréme V, M, en posséde une aussi.

Soit @ un nombre de 1¢ espéce.

Sie—1 est do 2¢ espéce, on a M, =4, , X*C,_,. Comme
a— 1 <a, 4, et C, possédent, en vertu de la supposition, des fonc-
tmns‘universelles et, par conséquent, M, en possbde une,

Si @ —1 est de 1* espice, posons comme dhabitude a=p-4{-n-1,

Classes d’ensembles. 185

ol u est de 2° espéce (ou==0) et 1<<n<<w.On a M, =M, ~*M, .,
Les nombres u—+-n et u—1 étant << o et de I* espdce, les clas-
ses M, et M, ., possédent des fonctions universelles. I en résulte,
en vertu du théoréme IV, que M, en posséde une aussi.

Le théoréme est ainsi démontrd.

Théordme 6. Sila classe normale 4 dont on parle
dans la définition IV posséde une fonction univer-
selle, toutes les clarses M,, 4, et C, sont différentes
deux-h-deux.

Démonstration. Quel que soit ¢ de 2 esptee (ou = 0), tou-
tes les classes M., Myy...., My,,,... (n=1,2,... <) sont
différentes deux-h-deux. En effet on a

Mu+1 = Ao: X* Cuv Mu+n+[ = iMgtn +* -Ma-}-h

done, en vertu du théor. VIII, les classes en question sont dif-
férentes deux-h-deux. Supposons maintenant qu’il existe deux nom-
bres ordinaux 1= p tels que M; = M,.

Seit 4, le plus petit nombre ordinal pour lequel on peut trouver
un nombre p;.> A, satisfaisant & ln condition M, = M,. Le nombre
A, étant ainsi déterminé, désignons par m, le plus petit de nom-
bres u tels queu> 4,, M, =M, . On aMy=M,, d<py, H=>1

Je dis que g, =4, + 1. En effet, dans le cas contraire on aurait
Ho>4,-1; donc, en vertu du théor. B on aurait M, C M, CM,
ce que donnerait, d'aprés M =, , I'équation impossible M, = M; ;.

L'équation
(h My, = My
est ainsi établie.

Je dis que 4, ‘n'est pas de I¢ espéece. Dans le cas contraire on
aurait 1, =k -} n, ol k est de 2° espéce et 1< n << w. On aurait
done. de (1), My, = M, .4z ce qui est impossible en vertu de ce
que nous avons établi plus haut. 4, est ainsi de 2° espéce. En verta
de la definition IV:

]Ilj,p+l - 'A,Zo ><* Oﬂa‘l 'Alla = Mln +* 'Mil-n +*' .

4,, possédant, en vertu du théor. F une fonetion universellf, il
existe, d’aprés le #héor. I un ensemble ee 4, tel que coeed,,.
On a coeeC,, done coeedy X*Cp= M,,,. Il suffit de prouver
que coee M, S'il était coee My, on aurait

coeeMu* M, +*...,
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puisque coe==coe-coe—-.... Done on nurait coce 4, ce qui
est contradictoire avec la relation coe & .4,. L'ensemble coe appar-
tenant & M, ,, et n'appartenant pas & M, I'égalité supposée M, =
= M,y est en défaut.

Nous avons ainsi démontré que tous les M, sont différents
deux-a-deux,

Oceupons nous maintenant d'ensembles 4, et C,.

Quel que soit @ de deuxitme espéce ou =0, on a 4, =k C,.
Cela résulte, en vertu du théoréme I, du fait que 4, admette une
fonetion universelle.

Soient @ <C f denx nombres du 2* espdee (ou == 0).

On a

4, C A4y X* Cy= »Z‘Ia—H C Ma+ﬂ C "M'a+m'

Comme &+ o< g, on a, d'aprés le théor. B.

ﬂflﬂ-’-uc Mﬂ‘
‘D’autre part My C My 4-* My +%...= 4,.
On a done
Aa C Ma—H C Ma+2C Aﬁ'

Les classes M,,, et M,,, étant différentes, il en résulte que
A, 4,. Comme C,=co* 4,, Gp==rco* 4, il s'ensuit que C, == Cp
D’une manidre analogue.on obtient

(2) Oa C 1uu+l C JMu+2 C A-ﬂ‘

. Comme M, 3= M,,, on en tire C,= A4, pour a<<f. Pour
démontrer que Cp5= 4, il suffit de remarqner que 4, ==co* C, et
Gp=‘ca* AB:

Nous avons ainsi démontré que les classes A,, C, sont diffé-
rentes deux-a-deux.

Il reste de démontrer que les relations Mu=A'ﬂ M, = C; sont
toujours fausses.

Supposons que M, = 4,.

Le nombre § ne peut pas évidemment étre = 0; 8 est donc de
2 espéce. Done Ay == My +4-* My 4*... .

Sl était @ << B, on aurait :

Mn C Ma+1 C Mu.-i—! C Mp C Aﬁ-

Comme M,,, 5= M,,,, on aurait une contradiction avec My = 4,
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Done a > 4. S'il était @ > g, on aurait
Ay C 45 X Cy= My C M,.

Comme A, Cy et Cy(C Myys, il en résulte que 4,5 M, done,
a fortiori, 4, 5= M,,, ce qui est contradictoire.

Le seul cas restant o =§ est aussi impossible parce que, en
vertu du théoréme F, la classe A, posséde une fonction universelle
tandisque M, n'en posséde aucune.

D'une maniére presque analogue on peut démontrer que l'équa-
tion M, ==C, est toujours en défaut. Notre théoréme est ainsi
démontré. B

Theoréme H. Quels que soient ¢ et §, ol 1<<e < Q,
1<, 0na

M, C 4* {M‘é’"'""},
A, C 4% {Mlé,.,.,i,‘}
Co C A* (M4}, (o My= Mip~*).

Démonstration.
Nous nous appuierons sur le lemme suivant, bien connu:
Lemme. B étant une classe arbitraire d’ensembles, les relations:

) Bl — A* {Bi;...., i,,}, ot Bv% — B
ot
B, = A* {Bi'""' i,,}, ol B{""“‘k _____B1
entrainent:
B, == B,.

Le lemme exprime le fait que l'opération (4) itérée un nombre
fini de fois n’est au fond autre chose que lopération (4) méme,
Il y a quelques ans que M. Sierpinski a trouvé une démonstra-
tion trés simple du lemme. Nous nous hornerons de donner l'es-
quisse d’'une autre démonstration qui, au fond, est basée sur le méme
principe que celle de M. Sierpifiski.

Soit

Praven b = 2' b:“"‘“‘ ko b:,',’i;" bt

By igpees

b= 3 b bheh it

ky, by
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ot buake B pour tous les groupes d'indices en bas et en haut.

I g'agit de démontrer que be A* {Bb~'}, o B =B,

Definissons
. Baeeey t=1,2,...
Tpeesy I8 0 == 1, 2, ..
comme étant identique avec .

) kg
peeer .p(q)a

bt
od p=p(n), g=g(n)
kﬂ = q(iﬂ(ﬁ;l)+])a ﬂ = 1,--., q
et dans le cas @ > 1:
ss:) = in‘(u,q) poul‘ [1 — 27 Cenge p.

En ce qui concerne les fonetions p(n), ¢(n), elles sont définies
comme satisfaisant & I'équation

(r+q— 1)2(p+9r--2)+p,

Np,g=n=

(comme dans la démonstration du théor. Vo).
Or, on démontre sans difficulté que

b= 5 €y oty e s

Sy fayeee

Les ¢, . étant des ensembles de B, il en résulte que B, (C B,.
Cela donne B, = B, puisque l'inclusion B, C B, est évidente. Avant
d’aborder la démonstration du théoréme que nous nous avowns pro-
posé de démontrer, remarquons que, quelle que soit la classe B
d’ensembles, on a

B4H*B 4* B ¥ .. C 4* (B, ..},
B ><* B ><* B X* se C 'A* (B‘h--rv‘k}‘

ot B=B'=B"=...= DB, . Ces formules dont la démonstration
est presque immédiate, expriment que les opérations de la somme
et du produit dénombrable réprésentent des cus particuliers de l'o-
pération (4). Il y en est de méme pour la somme et pour le pro-
duit d'un nombre fini de termes,

icm
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Cela étant remarqué, démontrons d'sbord que
&) M, C 4% (Mpt), o Mim's = M,,
1<a<< Q.
On a évidemment M, C A* (M4}, Soit 4 le plus petit nom-
bre ordinal << £, pour lequel la relation (1) n'a pas liew. 4> 1.
Cas 1° 2 et A— 1 sont de 1° espéce. On a alors A=p+n-1,

o u est de 2° espéce (ou=0) et 1< n < w La définition IV

donne:
) M, =M, ;+* M.

Mais on &, en vertu de la supposition,

puisque, A—1 et w1 sont inférienrs & 4.
En tenant compte de le remarque que nous avons faite plus
haut, on a done

M, C A% { My,

ce qui implique une contradiction.
Cas 2° A est de 1° espéce et 4 est de 2° espéce.
On a, par définition

M;. = A;,—x X* 01.—11

01‘.1 A,l—-l == Mﬁ,—l +* M:z_.] + veey CZ-——‘ = C()* .A.z__].
Oomme A—1 < 4, on a, en vertu de la supposition:

M, C 4% {M‘l‘"""h}‘

done, en vertu de ce queylla sommation dénombrable n'est qu'un cas
particulier de l'opération (4), on obtient & l'aide du lemme:

2) Ay C A7 { My},
En ce qui concerne .C;—n remarquons que
3) oy = c0® M,y X*co* My, X*...
Mais M, , = 5 M, e, d'aprés le théor D et le théor. E, quel
que 80it 8 < l—ﬂ:’zl_lil existe un nombre fini n(g8) tel que
co* My C Mpynpy-
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Le nombre « étant de 2¢ espéce on &, quel que soit §<A-—1:
B+ n(8) <<1—1 ce qui entraine, d'aprés le théor. B: My, C M,_,.
Il s'ensuit co* My C M, pour tous les p<A—1.

Nous pouvons dong affirmer que

co* M,_, ,-_2‘ co* MyC M.
g<a—1

La relation (3) implique done
Coa C My X¥* My X* ..oy

done
O C A" (M), o My = My,

Comme, en vertu de I'hypothése:
M, C 4% {Mph},
on en déduit & Iaide du lemme que
(4) Coa C A*{ My},
De (2) et (4) on obtient
’ My =4,  X* Cpy C A*{ My,

ce qui est contradictoire.
Cas 3°. A est de 2¢ espice. On a dans ce cas:

M= M,

Mais tous les M;, ot § < 4, étant contenus dans A{Mypy 1

en résulte que
o My C 4 M
ce qui est impossible.

Etant démontré que tous les cas qui peuvent 8’y présenter con-
duisent & une contradietion, on peut affirmer quiil n’existe aucun
vombre &< Q pour lequel la relation M, (" 4 {Mjr "} soit en défaut.

La relation M, (C A4* {My~+%} est ainsi démontré pour tous les
oot 1<a<<

Cela étant posé, la relation

My C A (M), o, Myt = M),

n’est qu'une simple conséquence de la relation démontrée et du lemme.
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Il 'y en est de méme pour les relations

A C A { My}
c*C A*{]M;}""'h}

Les théorémes A — H nous permettent de considérer comme
établi le théoréme suivant: '

Théoréme IX. Soit 4 une classe normale densembles
de 'espece B, (p=>1 et fini). Si lon suppose que 4 ad-
mette une fonction universelle et quon définit les
classes 4, C, et M, de la maniére précisée dans la dé-
finition IV, on peut affirmer que

1°toutes les classes M,, 4,, C, sont différentes
deux-a-deux;

2°la relation 1<Ce << Q entraine M, (C My;

3%toutes les classes M,, 4,, C, admettent des fonc-
tions universelles, Pexception faite pour les
M,, ot o est de & espéce; :

49 toutes les classes 4, et C, sont normales;

- BYtoutes ces classes M, 4,, C, sont contenunes

dans A*{Mgu}, ol Mg =M, et § est quelcon-
que (1<H < Q) R

6° 51 @ est de 2° espéee, co* M,=DM,; si a est de 1°
espéce, co* M, = Moyuwy, 0% 1<n(@) <o dépend de a.

Comme application, on obtient dans le cas, oh A4 est la classe
de tous les ensembles mesurables (B), cette classification étant plus
détaillée que des classifications habituelles. Dans notre cas les clas-
ses A,. C,, M, sont des invariantes d’homéomorphie, comme on le
peut démontrer par la méthode de M. M. Lavrentieff26)

Si Yon part de la classe A définie soit comme la classe de tous
les ensembles (4) de Souslin et M. Liusin, soit comme la classe
(PCE)*) on obtient aussi des échelles (du type Q) de classes
d'ensembles, ces classes étant différentes deux-h-deux. Le fait que
la classe (P CE) est normale résulte d'une remarque de M. Sier-

pinski 28).

5") Contribution & la théorie des ensembles homéomorphes. Fund. Math. VI
p. 144—154.

1) voir M),

8) yoir %),
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4. M. N. Lusin a posé le probleme d'étudier la plus petite
classe JI d’ensembles jouissant des propriétés suivantes:

1) JI contient tous les ensembles fermés de X, ;
2) co* A CJ;
3) A*{JL,, ..} CJL, ou JL

-

Or, nous allons construire une échelle du type £ de classes
dont la somme est identique avee JL les dites classes étant plus en
plus larges et différentes deux-i-deux.

En prenant le point de vue un peu plus géuéral, posons la dé-
finition suivante:

Définition V.

Soit 4 une classe normale densembles de l'espace R,
Posons C=rco*4 et définissons de la manidre suivante
les classes densembles 4,, C,, M,, ol @ percours suc-
cessivement le nombre O et tous les nombres ordi-
naux plus petits que w, (défini comme le plus petit nombre
ordinal de puissance R,):

== JL.

Agy0rnyly

10 4y=7 4, C,=7 0,
20 5i @=1, posons M, 54, X*C,;
3% si @ est un nombre de I° espéce et il y en de
méme pour ¢ —1, posons
‘ )Mu = Maa—l +* M,M'H')
ot e=p—4n-1, uest de 2°ou de 3* espéce ou =0,
1<n << oy
4% si @ est de 1° espdce et a—1 de 2° espdce, posons
Ma =z Au.—-l X* Ou.——l’
ol
Ao Moy 5 Moy ..
Coma 7 00* oy
5% 8i @ est de I‘espéce et ¢—1 de 3 espdce, posons:
Mu "_ﬂf Aa~1 X* Ca-—l;
ol

t Aoy 7 A* { M}, (Matyn = M,_y)
©

Comt 7 00* Ay

icm
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6% 81 @ est de 2° ou de 3 espdce:

M, = 2 M,.
. p<a
Le définition que nous venons de poser détermine d’une ma-
aidre univoque les ensembles M, pour 1 <2 < o, et les ensembles
A, et G, pour a==0 et pour teus Jes a << w, qui sont de 2 on
de 3¢ espéce. Mentionnons qu'en réalité la suite transfinie d’ensem-
bles — comme nous le démontrerons plus tard — ne donne qu’une
échelle du type Q? parce que toutes les classes M, dont Pindice e
est == 2% sont identiques deux-i-deux.
Théoréme a.

L'ensemble vide 0, ainsi que 'ensemble universel 1
appartiennent b toutes les classes M,, 4,, C,.

Démonstration,

Le théoréme est vrai pour «<C1. Supposons qu'il soit vrai
pour tous les nombres <C @, o 2 <{a < w, est fixé et proposons
nous de le démontrer pour o En ce qui concerne les M,, six cas
peuvent s'y présenter conformément aux six cas spécifiés dans la
définition V. Le cas 1° et 2° n’a pas lieu et, dans le cas 3° 4°
et 6° on n’a que réproduire presque mot A mot le raisonnement
dont se compose la démonstration du théor. 4. I ne reste que le
cas D° qui doit 8tre considéré a part.

Soit done @ ==u -1, ol u est de 3° espdce. On a, en vertu
de la définition V: '

Mcl'= Aa—l X* Ou.—l‘

Comme 0 et I appartiennent, en vertu de la supposition, & 4, ,
et & C,_;, ces ensembles appartiennent aussi & M,.

En ce qui concerne les ensembles 4,, C, il y a deux cas 1)
a est de 2¢ espéce, 2) a est de 3¢ espéce. Dans le cas 1) le raison-
nement est identique & celui de la ddmonstration du théoréme A.
Pagssons au cas 2): a est de 3° espéce.

On a A, = A¥{ Mz}, Mais on a déja démontré que 0 et I
appartiennent & M,. Par conséquent 0 et I appartiennent aussi
4 A4, done & C,. }

La théoréme peut 8tre regardé comme établi.

Fundamenta Mathematioas, T. XIV. 18
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Théoréme b. La relation ¢ <f<<w, entraine M, (M,

Démonstration, En fixant ¢ supposons que la proposition
suivante soit vraie pour tous les o < a: w81 1<y <y | o,
on a M, C M,“. (Elle est assurément vraie pour a =< 2). Pour d¢-
montrer que la proposition ,si 1<y <y'<K@, on a M, C M-~
est aussi vraie, on doit distinguer plusieurs cas do la dd/inition V.
Mais il suffit de considérer le seul cas H° puisque les cas restants
ge traitent d'une manidre analogue que dans Ja démonstration du
théoréme B. Soit done ¢ ==p -+ 1, ol p est de 3° cspéce, On a

M,=4, X*C,

4,= A*{M;‘;’""“k b 0” =c0* 4,

On voit que M,(C 4,C 4, X*C, (puisque 1« C)). Par consé-
quent. M, C M,. On en déduit aisément que la relation

ISy<y'<e implique M, C M,
Théoréme ¢. Tous les 4, et C,, ol @ est de &, 3 espbeo
ou =20, sont des classes normales.

Démonstration, En vertu du théor. a il suffit de démontrer
les formules *

A+ dy=4,, A, X*4;=4,
En ce qui concerne la formule premiére, on n’a que considérer
le cas, ol a est de 3° espice. En effet les cas restants se traitent

d'une maniére analogue que dans la démonstration du théor. C.
Soit done & un nombre de 3° espéce. On a alors

A= A*{ Mawn),

Par conséquent, en vertu du lemme dont nous avons parlé plus
haut et en vertu des remarques qui le suivent:

Ao A2 4, C A Mgy = A,

L’inclusion inverse:

Ay D A+ 4,
étant évidente, il en résulte notre formule.

La formule 4, X* 4, ( 4, se démontre par Uinduction trangfinie,
La formule étant vraie pour @ =0, suppusons quelle subkiste
pour tous les nombres 8 < & qui ne sont pas de 1° ogpéee.  Dang
le cas, od o est de 2 espice, il suffit de reproduire une partie do

icm

Classes d’ensembles. 195

la démonstration du théor. C. Soit o de 3° espéce. Dans ce cas on a:
-Aoc = A% { M'&‘"""’* }

done
Ay X 4, C 47Uy = A,
ce qui implique la formule, étant évident que A, (C 4, X* 4.
Le théoréme est ainsi démontré,

Théoréme d. Si e est un nombre de 7* espce, il existe
un nombre #, ot 1K<, tel que co* M, C M,,,.
Sie=0on si @ est de 2° ou de 3* espéce, on a

co* M, = M,.
Démonstration. Le théoréme se démontre de la méme ma-

niére que les théor, D et E.

Théoréme e. Si Von admet la définition V, on a, quel que
soit @ > 02 ot w,:
M, = M.
Démonstration.
Démontrons d’abord que A*{ Mgy} = Mp.
Soit {e,,..,, ; un systéme déterminant composé d'ensembles appar-
tenant & Mg. Le nombre Qf étant de 3° espéce, on a

M= Y M,
gl

{ ﬂhx....,a. }

de nombres ordinaux < Q2 tel que

donc il existe un systéme

8a,...;ﬂ. € Mﬂa;,...,ub'

L’ensemble de tous les différents groupes finis de nombres na-
turels étant dénombrable, il existe néeessairement un nombre § << 2
tel que B, .. <<f quel que soit le groupe d'indice (ay, ..., @)
En effet si cela n’était pas vrai, il existerait une suite croissante
(et du type ) de nombres ordinaux tendant vers £% ce qui est
impossible, le nombre Q2 étant de 3° espéce. En vertu du #héor. b,
on a:

C My,

Bay, ey

13+
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done

e e My.

LTI
Le nombre § peut étre mis sous la forme
) B=Q.44 u,
M 0CA< 2 ot 0sKu<<Q  Done f<<2. (A4 1) ce qui
implique
Caryrnty € M a4y -

En désignant par ¢ le noyau du notre systéme déterminant, on

peut écrire :
ee A Mg gin}-

Le nombre Q.(4- 1) est de 3¢ espéce. Done (Déf. V)

4%{ Mn.u.+1)) = dg g C MQ-(Z+1)+1

ce qui donne (théor. b):
e Mg],
puisque Q. (A1) 1 < Q2. . -
Il s'ensuit que

A*{MBY'"“‘ } C Mah

ce qui donne, comme linclusion inverse est évidente:

(1) A*{ MB{""“* } == Mga.
Ajoutons que le théoréme d donne
(2) co* Mm =M, Qv

Cela étant posé, supposons qu'il existe un nombre o’ > Q¢ et
< w, tel que
M, = M.

Désignons par @ le plus petit nombre jouissant de cette pro-
priété. Done pour tout 8 < @ on a My C Mg, ) '

En ce qui concerne le nombre q plusieurs cas peuvent s’y pré-
senter. Remarquous auparavant que a ne peut pas étre ni de 2¢
ni de 3¢ espéce.

En effet, dans ce cas on aurait

Mu=2Mp ot M,(C My pour B<a.
f<a
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Done on aurait
Ma C MQ’:

ce qui donnerait M, = Mg, car, d'aprés le theor. b, Mo C M,.

Cas 1) a est de I1° espéce et ¢—1 de 7° espéce.

On a
) .M“ e Mu__, +* Mpl_i_!,
olt u’ n’est pas de 1° espéee. Comme ¢— 1< et #W-+1<a ona

Ma__1 CMQ“ M[-ll+1c MQ..

La sommation étant un cas particulier de opération (4), on
en déduit, en tenant compte de (1):

My = My +* My C M,

ce qui est impossible.
Cas 2) a est de 1° espéce et @ 1 de 2¢ espice.
On a My=4,, X*C,_,, ol

(3) Aa—1=Ma.—1 +* M;_l +*,
C

1 = co® Au—l'

Les dernieres relations donnent:
Coy=co* M,_, X*eco* M, _, X*...,
done, d'aprés le théor. d:
@ Curs = M,y X* Miy X .

De (3) et (4) on tire, en vertu du lemme et des remarques qui

le suivent:
Ao C A% {M'Zl'i‘ % }7 Cay C A* (M }

M, C 4 (M }C A (M),
done, d’aprés (1)

done

]l[aCMQh

ce qui est contradictoire.
Cas 3). a est de 1° espéce et @ — 1 de 3° espdce
On a
-M:x =Au—l ><* Ca~19
ol
Aoy= A5 (Mpn ), Coy=oo® Ay,
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Puisque ¢ —1 < @, on & M,y C Mg, donc
(ds (1) 4y C4* (Mg = My
Puisque C,_, C co* 4,; on a done
Coy C e0* My,.
d’ott on obtient & l'aide de (2):
G C Mg

On en déduit que M, = A4,_, X* Cy_y C Mg (en appliquant notre
lemme comme dhabitude, et la relation (1)).

La supposition quil existe un & > Q% tel que M, == My con-
duit done aux contradictions,

Le théoréme est démontré.

Corollaire. Si la classe 4 est normale, 1a classe M,
est contenue dans toute classe B densembles, jouis-
sant des propriétés suivantes

1) ACB

2) si eeB, on a coeeB

3) sitousles ensembles dusystéme déterminant
{te...oy appartiennent 4 B, leur noyau appartient
aussi & B

De plus dans nos conditions la classe My jouit des
priétes 1) 2) 3) et, par conséquent, elle est la classe
irréductible ) par rapport & ces propriétés.

Démonstration.

Nous avons démontré que

. CO*MQ,=MQg
et que
A* {May.,,a,, }:M‘Qg-

De plus on a2 4 C 4, X Cy= M, C My,

Il en résulte que Mg, jouit des propriétés 1), 2), 3).

Démontrons maintenant la partie premiére du théordme. Soit B
une classe d'ensembles jouissant des propriétés 1), 2) et 3). La
classe 4 étant contenue dans B, il en résulte que C=cod C B,

'82) Suivant le terminologie de Z. Janiszew ski, Thése

icm
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done A X*C(C B, parce que Popération de multiplication n’est
quun cas particulier de l'opération (4). Done

M,CB.

Soit @ le plus petit nombre transfini << g, tel que M, n'est pas
contenu dans B. On a a>>1 et on voit que @ est nécessairement
de 1° espéce.

En effet, dans le cas contraire on a, d'aprés la définition V:

M= Y u,
<l
ol pour tous les 8 <a: My(C B, (en vertu de I'hypothése); done
M C B ce qui implique une contradiction.
Cos 1° o est de I° espéce et @« — 1 de 1° espéce.
Dans ce cas éerivons, comme d’habitude,

M, =M.+ M, a1y

o e—1<<e et pu+1<a Comme, en vertu de la supposition
M,,CB et M,,CB et, comme la sommation n’est qu'un cas
particulier de I'opération (4), on trouve M, (C B ce qui est contra-
dictoire. .

Cas 2° o est de I1° espdce et «—1 de 2¢ espéce.

Ona M,=A4,,X*C,,, ol

Ayy =M, F* Mo ¥, ot Coy=co* do_y.

Comme M, ;C B, on en tire 4., B, d'oli, en vertu de la
propriété 2) Cx_, C B, done enfin M, C B, ce qui est impossible.

Cas 3° a est de I1° espéce et ¢ —1 de 3° espéce.

Ona M,=A4,, X*Cy, ol

A=A Mppa), Coy=co* 4, .

Comme M, ,(C B, on a, en vertu de la propriété 8): 4, .C B,
done Cy_, C B, done enfin M, (C B, ce qui est impessible.

Notre supposition que nous avons prise pour le point de départ
du raisonnement, est en défaut. Par conséquent

M, B pour tous les e << w;.
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En vertu du théoréme e, on peut écrire

S M= 3 Y= M.
a<lw ag Qe

Par conséquent Mg (C B. Le théoréme est ainsi établi.

Théoréme f. Silon admet la définition V et si l'on sup-
pose que la classe 4 posséde une foncetion univer-
selle, toutes les classes 4o, C,, My, pour a<< 9% en pos-
sédent une aussi, 'exception faite pourles classes M,
ot ¢ est de 2° ou de 3 espéce. Ces classes ne posseé-
dent aucune fonetion universelle.

Démounstration.

Pour prouver que M., ol a est de 2° ou de 3° espéce, n'ad-
mette pas de fonctions universelles, on n’a que réproduire le rai-
sonnement inséré dans la démonstration du théoréme F. Pour dé-
montrer les théses restantes, fixons un nombre ordinal a et suppo-
sons que

1) si B<<a est de 2 ou de 3° espéee (ou ==0), les classes
4y, Cp possédent des fonetions universelles,

2) si f<a est de 1° espéce, M, en possédé une.

Essayons de démontrer que, si @ est de 1¢ espéce, M, posséde
une fonetion universelle et qu'il y en est de méme pour les 4, et
Co 8l @ est de 2° ou de 3° espéce. (Remarquons que 4,, G, et M,
possédent évidemment des fonctions universelles).

Dans le cas, ol @ est de 2¢ espéce, on n'’a que raissonner comme
dans la démonstration du théor, F.

Soit @ de 3° espéce. On a (def. V):

@ Ao =4F(Mrn), O, =co* A,

Le nombre a étant < 22 il existe un nombre 4 < Q2 tel que
o=Q.4 Le nombre A est nécessairement de 1° espéce parce que
dans le cas contraire on aurait @ =0 ou @ serait de 2 espéce ou
bien au moins égal & Q2 Par conséquent

L. (A-1)<a.
Je dis que

4,=4* {M;f,tn' L },

icm
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Comme, en vertu du théor.b: M, ., CM,, (étant vrai que 4,+1<a),
on a de (1): '
@) A* (Mg} C Aa.

Pour démontrer I'inclusion inverse, supposons que ¢ 4,. Tl existe
un systéme déterminant
{eﬂu-m “g}’

ol e, . €M, dont le noyaun est e. Comme, en vertu de la déf. V:

M= 3 M,

pa
il existe un systdéme de nombres ordinaux < a:

L, §

eM

.
Vag,...yay

tels que
e

Ayeny Oy

Le nombre a étant de 3‘ espéce et I'ensemble de tous les grou-
pes finis d'indices (a,..., a,) étant dénombrable, il en resulte qu'on
peut trouver un nombre y < & et supérieur i tous les y,, .. Il
s'ensunit que (théor. D)

C Xy,

y"lu-"r“i
done '
ee A*{M e b oo M g =M,.

En désignant par 4, le plus petit nombre non infériear & 4,41
et & y, on a & fortiori

(3) ee A% {Mya),. oh My = M,,.
On a
“) hisih<a

Si l'on considére les classes M, od 4,4 1<<f<a, on trouve
qu'ils proviepnent de A4, d’une maniére analogue que les classes
analogues définis par la définition IV.

" En effet 4, est, en vertu du théor. c, une classe normale et les
nombres 8, od 4; 41 < f < a, forment une suite transfinie du type Q. .
Nous nous trouvons ainsi dans les conditions du théor. H. On obient
done de (4)

M,, C A* (M3 ).
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Done, en tenant compte du lemme, on obtient de (3)

oe 4* gy ),
11 &’ensuit:
A, C A¥{ Mz},
d’oly, & l'aide de (2):
Ay= A% {My = }.

Comme 4, 41 <a, la classe M, posséde, en vertu de la sup-
position, une fonction universelle. Il en résulte, d’aprés le théor. V1
que 4, et, par conséquent C,, en possédent une aussi.

Dans le cas, ot @ est un nombre de 1° espéce, le raissonnement
est analogue & celui qui se trouve dans la démonstration du théor. 7,

Notre théuréme est démontré.

Remarquons que Ag = Cg = My ne posséde aucune fonetion
universelle, (voir le théor. e).

Théoréme g. Dans le cas de la définition V et si l'on sup-
pose que la classe 4 posséde une fonction univer-
selle, toutes les classes 4., Cyy M,, od @ < 2% sonl dif-
férentes deux-d-deux.

Démonstration, :

Toute classe 4,, ol 0<Ca << Q% étant, d’aprés le théor. ¢, une
classe normale et, d'aprés le théor. f, unme classe admettant une
fonction universelle, toutes les classes dgy Cgy My ob Q.I<<a<<
<Q.(A41), 0<K1< Q, sont, en vertu du théor. G, différentes
deux-i-deux.

Supposons que M, = Mg, ot & << 8. En posant a = Q. A’ + W,
B=Q. 2"+ u", o X, w, A, w' sont =0et < 2 on a néces-
sairement 4'<<1". Donc o +1 < a +2<8

Comme M, C M,,,C MeisC My, ot comme M, £ M,,, on
8 M= M, contrairement & 'hypothdse,

Toutes les classes M, sont ainsi différentes deux-i-deux

La démonstration du fait que tous les 4, ot C, sont différentes
deux-b-deux ainsi que la démonstration du fait que les identitéds
A¢_=MF Cw =My ne subsistent jamais — est analogue & celle
qui est employée & propos du théor. G-

Notre théoréme peut étre considéré comme établi,

Les théorémes a—g ainsi que le corollaire de ¢ nous permettent
d'énoncer le théoréme suivant: ‘
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Theoreme X. Soit 4 une classe normale densembles
de l'espace R, (p>1 et fini). Si I'on suppose que 4 ad-
mette une fonection universelle et quon définit les
classes 4,, G, M, 0<Ca< ) de la maniére précisée
dans I'énoncé de la définition ¥, on peut affirmer que

1° toutes les classes M., 4,, C ol a<< Q% sont
différentes deux-d-deux et en outre, elles différent

‘de M‘QI=AQQ= O_Ql;

2° toutes les clases M, ol a>%% sont identiques
avec Mo,

3* larelation 1Ca<<f<w, entraine

MQCMp;

3% toutes les classes M, Az, Gy o 0T a << Y, ad-
mettent des fonctions universelles Pexeption faite
pour les M., ol « est de 2 ou de 3 espéce. My= A4g=
==Cg ne posséde pas de fonctions universelles;

4° toutes les classes 4,, C, sont normales;

5° si @ est de 2 espédee ou de 3° espéce, on a

co* M, = M,;
8i ¢ est de 1° espéce, il existe un nombre n=n(a) dé
pendant de e, tel que 1<Kn < w et que

co* M, C My

6° Mg est la plus petite de classes B jouissant
des propiétés suivantes:

1) ACB

2) s8i eeB, on a coeeB

8) si {e,.» est un systéme déterminant com-
posé dénsembles de la clase B, son noyau appartient
aussi & B.

En finissant notre travail, faissons les remarques suivantes.

A Daide des théorémes généraux de M. Lavrentieff?) on peut
démontrer que toutes les classes A,, Ca, M, définies dans l’énon.cé
de la définition V sont des invariants dhoméomorphie,

) voir 1),
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& condition que la classc 4 normale est un invariant
de Thoméomorphie et que (Gy) X*4,(C 4, et (Gg) X*C, CC,.
Nous v’entrerons pas dans les détails de la démonstration et nous
nous bornerons de remarquer que la démonstration s’appuie sur le
fait que, quel que soit @ <<w,, on a (Gy) X*M,C M., (G, X*
X* Ay C 4q, et (Gy) X* C,C C,. Ces relations se démontrent sans
peine par Pinduction transfinie,

Si Pon suppose que la classe 4 ne contient que des ensembles
mesurables (L), il en résulte que les ensembles appartenant & n’im-
poste quelle classe My, 4,, C, sont aussi mesurables (L). Cela se
démontre au moyen du principe de linduction transfinie et en
s'appuyant surtout sur le théoréme suivant ) de MM. N. Lusin
et W. Sierpifiski: l'opération (4) effectuée sur des ensembles
mesurables (L) donne des ensembles mesurables (L).

Dans le cas, olt tous les ensembles de la classe A jouissent de
le propriété connue de Baire, toutes les classes M,, 4., C, ne
contiennent que des ensembles jouissant de la propriété de Baire,
En effet, ce théoréme pent étre démontré au moyen du théordme
suivant 8'): l'opération (A) effectuée sur des ensembles jouissant de
la propriété de Baire ne donne que des ensembles jouissant de la
propriété de Baire.

En particulier, si l'on prend pour 4 la classe de toutes les.

ensembles fermés de B, et qu'on en construit I'dchelle de classes
My, Aa, G, conformément i la définition V, on obtient une classi-
fication des ensembles ,lusiniens* dont nous avons parlé plus haut.
L'échelle de classes M, (qui sont tous des invariants de I'homéo-
morphie) est du type Q2 Leur somme Mg =1JI ne contient que
des ensembles mesurables (I.) et jouissant de la, propriété de Baire ).

1 serait intéressant de rechercher les liaisons entre les ensembles
JL et les ensembles du type de projections des complémentaires des
ensembles (4). Le probléme correspondant parait étre trés difficile %),

48") Sur quelques propridiés des ensembles (), Bull. de. Crac. 1918. Sér. A.
p. 48,

) O.Nikodym. Sur quelques propriétds de Popération (4) C. R. d. sdan-
ces de o Soc. des Se. ot d. L. de Varsovie XIX. 1926 Classe 111 p. 294—298,

) voir N. Lusin. Comptes rendus t. 180, p. 1817, 15. VI, 1926. Les pro-
Prictés des ensembles projectifs,

) voir %) et aussi B, S6livanoweki, Sur une classe d’ensembles effectifs
(ensembles C). Recueil Mathématique dela soc. Math, de Moscou (en russe) XXXV,
3—4. 1928, ' ‘

e ————————————

icm

Sur la décomposition des ensembles en sous-en-
sembles presque disjoints.

(Supplément & la note sous le méme titre du Volume XII de ce Journal),

Par

Alfred Tarski (Varsovie).

Dans ma note ,Sur la décomposttion des ensembles en sous-en-
sembles presque disjoints“ du Volume XII de ce Journal j'ai posé?)
plusieurs probldmes que je ne savais alors résoudre méme & laide
d’ainsi dite hypothése de Cantor sur les alephs ou hypothése du
continu généralisée. Je vais donnmer 3 présent la solution de tous
ces problémes, en admettant cependant dans la plupart des cas I'hy-
pothése indiquée. '

Pour los signes et notions, dont je vais faire usage ici, on se rapportera
4 D'article préeité, Les nombres des définitions et théordmes de cet article seront
dans la note présente munis d'un astérisque (p ex. ,def. 2%«  th 25°% etc.).

Je vais établir d'abord quelques théorémes auxiliaires.

Théoréme 1. Si un nombre ordinal a n'est pas confinal avec wg,
si en outre E(C A(a)?) e E= Rg) alors il existe un nombre ordinal
7 tel que Von a n<a et A(n) E> g

Démonstration. La formule: E > Rg implique aussitdt que
E> wg *). Considérons done les deux cas possibles:

(@) . E= wg-

Dans ce cas, conformément & 'hypothése du théoréme, I'ensem-
ble A(a) du type @ n’est pas confinal avec E. Comme d’autre part

1) P. 196 ot 204
%) Le signe ,,4(£)“, o& § est un nombre ordinal, démote l'ensemble de tous

les nombres ordinaux plus petits que §.
%) Le signe ,E* dénote le type de l'ensemble K de nombres ordinaux or-
donnés selon la grandeur,
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