Ein Beweis des Fixpunktsatzes fiir 7-dimensionale
Simplexe.

Von
B.Knaster, C. Kuratowskiund S. Mazurkiewicz (Lwéw).

Der Zweck dieser Mitteilong ist, einen kurzen Beweis des fol-
genden Brouwer'schen Fixpunktsatzes zu geben:

Bei jeder stetigen Abbildung eines n-dimensionalen Simplex auf
seine (eigentliche oder uneigentliche) Teilmenge gibt es mindestens einen
durch die betreffende Abbildung in sich sclbst tibergehenden Punkt.

Wir beweisen zuerst einen Hilfssatz, welecher wohl den kombi-
natorischen Kern eines von E. Sperner?) neuerlich gebrachten
eleganten Beweises fur die Invarianz der Dimensionszahl darstellt;
duraus leiten wir ferner einen kombinatorisch - topologischen Satz
her, aus welchem sich direkt einerseits der erwihnte Fixpunktsatz,
andernseits die Grundprimisse der Spernerschen Beweisfihrung
(mit deren Folgerungen) ergibt.

§ 1

Wir betrachten einen #-dimensionalen Simplex § mit Eckpunkten
Por» Pyyee-, Pa; dessen k-dimensionale (0<Ck<Cm) Seite mit Eck-
prfn;(ten Pus Piy-++y Py, im Allgemeinen mit p, p; ... p,, bezeichnet
wird.

EMssatz. Sei der Simplex S in Teilsimplizes simplizial *) zerlegt .
und jedem Eckpunkte ¢ dieser Teilsimplizes eine Zahl v(e) derart 2u-
geordnet, dass folgende Bedingung erfiillt ist:

(1)  liegt e auf einer k-dimensionalen Seite Doy Py Py, O<SEn),
so ist v(e) eine der Zahlen: iy, i,..., i, Y).

1) Abh, ]\i[ath. Seminar Hamburg, VI (1928), 88, 265—.272.
%) 4. b. in endlich viele Bimplizes derselben Dimension, die zu je zwei als

Daurchachnitt entweder di i i i
pareh: ntweder die leero Menge, oder eine k-dimensionale Seite der beiden

%) Ist also ¢ ein Eckpunkt o von S, so muss v(6) =1 sein; liegt ¢ auf der
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Behauptung: Unter den Teilsimplizes der gegebenen Zerlegung
gibt es mindestens einen, dessen Eckpunkten similiche Zahlen 0,1,..,n
durch die Funktion v(¢) 2ugeordnet sind, und zwar tritt eire ungerade
Anzahl solcher ,reprasentativen® Teilsimplizes auf 4).

Beweis®): Da die Behauptung im Falle n=0 trivial ist, ge-
ntigt es dieselbe fir » zu beweisen unter der Voraussetzung ihrer
Gultigkeit flir n—1.

Wir wollen den in der Behauptung angenommenen Sinn des
Ausdruckes ,reprasentative Teilsimplizes® weiter behalten und nennen
ebenfalls eine Seite irgend eines (nicht nur eines ,repriisentativen)
Teilsimplex ,reprisentative Seite’ oder kurz ,r-Seite?, wenn die
Funktion #(¢) den Eckpunkten derselben simtliche Zahlen 0, 1,...,n—1
zuordnet. Ferner setzen wir:

¢ = Anzahl der reprisentativen Teilsimplizes

o = Anzahl der auf der Begrenzung von S liegenden r-Seiten

a(T)= Anzahl der r-Seiten eines Teilsimplex T
und beweisen zuerst, dass '

@) g=o0 (mod. 2)

Es ist in der Tat unmittelbar ersichtlich, dass wenn ein Teil-
simplex 7 reprisentativ ist, &(7) =1 sein muss; ist dagegen 7 nicht
reprisentativ, so haben wir entweder a(T)=0 oder ¢(T)=2, je
nachdem eine der Zahlen 0,1,.,n—1 an den Eckpunkten von T
fehlt oder nicht fehlt. Es folgt daraus, dass

(8) o=2Ja(T) (mod. 2),

wobei sich die Summierung auf simtliche Teilsimplizes T' der Zer-
legung bezieht. Wegen der Voraussetzung, dass diese Zerlegung
simplizial ist, kommt aber wihrend der Summierung jede r-Seite
ein- oder zweimal vor, je nachdem sie auf der Begrenzung von S
liegt oder nicht; es gilt infolgedessen o= 23 a(T) (mod.2) und dem-
pach wegen (3) ist die Kongruenz (2) bewiesen.

Betrachten wir nun irgend eine von der Seite p, p; ... Py VeI-
schiedene (n—1)-dimensionale Seite Z von S, so fehlt offenbar unter

Kante p; p; von S, so gilt entweder v{e)=1 oder ¥ (e) == j, WW.] gehort achlies-

“glich e keiner Seite von S an, so ist ¥(e) irgend eine der Zahlen 0, 1,..., n.

) Fir unsere weitere Betrachiungen ist nor der erste Teil dieser Behauptung

von Bedeutung. ‘
%) Der Gedankengang dieses Beweises ist mit dem Sperner'schen (a. 8. 0.

§ 3) fast identisch.
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den Eckpunkten von Z einer der Punkte p, wo 0<CiKn-—1;
nach (1) enth#lt also Z keinen Punkt ¢, fiir welchen »(e) = ¢ ist,
und folglich keine -Seite. Mit anderen Worten: simtliche auf der Be-
grenzung von S liegenden r-Seiten sind in der Seite p, p; ... p.—y
von S enthalten; so dass o die Anzahl der in dieser Seite liegenden 7-Sei-
ten bezeichnet. Da die letzteren offenbar die Gesamtheit aller ,reprii-
sentativen® Teilsimplizes der simplizialen Zerlegung des (# —1)-dimen-
sionalen Simplex p, p, ... p,—, bilden, so folgt es aus der fur n-—1
angenommenen Giltigkeit des Hilfssatzes, dass ¢ und, wegen (2),
dass ¢ eine ungerade Zahl ist, w. z. b. w.

§ 2.

Satz. Sind abgeschlossene Mengen Ay, A,,..., A, gegeben derart,
dass jeder k-dimensionale (0<Ck<Km) Simplex p, py...p,, in der
Summe A, ~+ A, +...+ 4, enthalten ist, so gilt Ag-A,-...-4,==0.

Beweis: Essei filr ein festes m >0 eine simpliziale Zerlegung
von § in Teilsimplizes vom Durchmesser <C!/m gegeben. Sei
ferner ¢ ein beliebiger Eckpunkt irgend eines Teilsimplex und
P4 Py py der niedrigst-dimensionale, den Punkt e enthaltende,
Simplex (d.h. der gemeinsame Teil derjenigen den Punkt e enthal-
tenden Simplizes, derer Eckpunkte der Folge p,, py,..., p. angehdren),

Da laut Voraussetzung der Simplex p, Py-.-p, in der Summe
A4, ..+4, liegt. so gibt es (mindestens) einen Index 4, (0<
<j<Ck), fir welchen

(4) ee d,
gilt. Setzen wir nun
() v(e) =i,

8o ist die Voraussetzung (1) des Hilfssatzes erfullt, Andernseits ergibt
sich aus (4) und (5): '

(6) ’ eE A‘, (a)°
Dem Hilfssatze zufolge gibt es einen reprisentativen Teilsimplex,

welchen wir also mit & ¢f... 7 bezeichnen konnen, indem wir
(e) =i setzen. Daraus erhalten wir wegen (6):

) red,.

Lassen wir nun m ins Unendliche wachsen, Wir dtirfen anneh-
men, dass die Folge e (m= 1, 2,...) eine konvergente ist, da die-

.9
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selbe notigenfalls bloss durch eine ihrer konvergenten Teilfolgen zu
ersetzen wire. Sei @ = lim e. Infolge des mit wachsendem m gegen

M-

0 konvergierenden Durchmessers der Teilsimplizes gilt dann
(8) a=lim¢ fir jedes i=0,1,...,n.

Wegen der vorausgesetzten Abgeschlossenheit der Mengen A, er-
geben die Formeln (7) und (8) unmittelbar: gedy-4,-.... A4,
w. z b.ow

2]

§ 3.

Bewels des Fixpunktsatzes. Wir denken uns die Punkte =
von S in der Form :

T == Co Do + C1P1+-'-+"-pa
baryzentrisch dargestellt, wobei also ¢,>0, ¢q ¢, ...+ ¢, =1
und die Eckpunkte p, von S als Vektoren des n-dimensionalen Rau-
mes aufzufassen sind 6).
Es sei ferner eine stetige Abbildung des Simplex § auf seine
Teilmenge S’ gegeben, welche dem Punkte x einen Punkt

&' = ¢y P+ 11+ i pu

zuordnet. Wir setzen: 4, = Menge derjenigen Punkte z von §, fiir
welche ¢ <C¢ ist, und zeigen, dass die so definierten Mengen A,
4y,..., 4,, die wegen der Stetigkeit der Abbildung abgeschlossen
sind, der Voraussetzung des Satzes aus § 2 gentigen.

Wiire in der Tat ein Punkt x eines k-dimensionalen Simplex
PPy .- Py, in keiner der Mengen 4, 4,,..., 4, enthalten, so wiirde

’ ' ’
Cy=> Chpy € > Cryeney c‘.>c‘-k
und somit

et e+ e, >4 e+ ey

was unmoglich ist, weil die links stehende Koordinatensumme nach
Definition der baryzentrischen Koordinaten nicht grosser als 1 sein
kann, wihrend die rechts stehende, gemiiss der Lage von z auf
der Seite p, p,... p,,- gleich 1 sein muss.

¢) Bekanutlich ist diese Darstellung — etwa Verteilung dem Schwerpunkt 2
entsprechender Massen ¢,, ¢,,..., ¢ D Eckpunkten (baryzentrische Koordinaten) —
eine in bezug auf x eindeutige und stetige.
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Sei also @ ein dem Satze aus § 2 zufolge existierender Punkt
von 4g:4;-...+ 4,. Laut Definition von 4, haben wir fiir 2= a:

4 2 ’
00<6°, 01<€1,~--, cn<°n

l=g4a+...+a<o+a+...+e=1
woraus: ¢ == ¢, und somit ¢’ =a, w.z b, w.

Man verifiziert leicht, dass wir gleichzeitig den Fixpunktsatz in
folgender, verschirfter Fassung 7) bewiesen haben:

Wird ein n-dimensionaler Simplex S auf eine Teilmenge des S ent-
haltenden n-dimensionalen Euklidischen Raumes derart stetig abgebildet,
dass die Begrenzung von S in eine Teilmenge von 8 iibergefihrt wird,
80 besitzt die Abbildung einen Fizpunkt,

In der Tat, kinnen die Bezeichnungen fiir z und 2’ beibehalten
werden, mit dem Unierschied, dass die Ungleichung, ¢;>> 0 nicht
mehr allgemein zu gelten braucht. Diese Ungleichung, gem#ss unse-
rer Voraussetzungen, besteht jedoch falls # der Seite p,...p,; Puyy ... pa
angehtrt. Es ist daher, wenn x in einem beliebigen Simplex
Py Pi--- P, (0KE<Cn) enthalten ist, stets: ¢ +c,+... ¢, <1
und der Beweis bleibt unverindert.

also

§ 4.

Bemerkungen. 1. Es ist zu bemerken, dass der Satz aus § 2 ne-
benbei den folgenden Korollar ergibt, auf welchen sich der Sper-
ner'sche Beweis der Invarianz der Dimeusionszahl reduziert:

Korollar. Ist 8 in abgeschlossene Mengen Ay, A,,..., A, zerlegt
und zwar derart, dass fiir jedes j die Menge A, mit der Seite

Pobr--- p!-lv_p.i+1 et Pn

von S punktfremd ist, so gilt: Ay- A, -.... A, 0.

In der Tat, impliziert die Voraussetzung des Korollars die des
Satzel aus § 2: wire nimlich ein Punkt = des Simplex D Doy e By
in keiner der Mengen 4, 4,,..., 4, enthalten, so miisste = in einer
M.enge'A, liegen, wo j=dy, j=4,,..., j=4,. Demzufolge enthielte
die Seite py p,...py Py ... p. den Simplex P Py --- py, und folg-

p .
) Fiir #=2 bewiesen yon K. Wavre und A. Bruttin, C n
* . y Comptes Rendus
188 (1?26), 8. 843—84b. Die daselbst fiir Vectoren-Felder angegebene Formuljerung
llisst sich ufeh auf Grand unseres Beweises auf n-dim., Simplexe ausdehnen,
Filr weitere Verallgemeinerungen s, G, Feigl, Math. Ann. 98 (1928).
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lich seinen Punkt x, gegen die Voraussetzung, dass dieselbe mit 4,
punktfremd ist.

2. Beim Beweise der Invarianz der Dimension, kann bekanntlich
als Ausgangspunkt, anstatt der Simplexzerlegung, auch — nach dem
Vorgang von Lebesgue — die Wiirfelzerlegung dienen, indem
man sich etwa auf den folgenden Satz stiitat:

Werden mit H,, bezw, H', (1 <<i<<n) die gegeniiberliegenden Sei-
ten x,=0, beaw. 2,==1, des n-dimensionalen Einheitswiirfels W be-
zeichnet und wird W in (n-1) abgeschlossene Mengen By, B,,..., B.
zerlegt, wobei

B H'=0 und B H=0 (<k<n)

50 gilt: By+B,+...-B, 5= 08%).

Abgesehen von Invarianz der Dimensionszahl — die sich fibri-
gens fur den Wirfel aus der fir den Simplex bewiesenen sofort
durch Homdomorphie ergibt — hat obige Formulierung eine selb-
stindige Bedeutung (sie wurde beispielsweise in der Topologie des
Hilbertschen Raumes von Hurewicz angewendet ?)). Nun lisst
sich dieselbe auch aus dem vorangehenden Korollar durch folgende
stetige Transformatior des Wiirfels W in den Simplex S herleiten:
dem Punkte (z;, ..., %) von W wird der Punkt von S mit ba-
ryzentrischen Koordinaten

w=1—z, =Q1—2)%,., Gy =(1—2) 2, @ ... Ty
: CaT= Ty L. T,
zugeordnet.

Bezeichnen wir mit 4, die Menge, in welche B, dadurch tber-
geht, so sieht man leicht, dass die Voraussetzuug der Korollars er-
fullt ist. Infolgedessen ist die Durchschnittsmenge Ay A; ..o A, nicht
leer. Da aber diese Menge, gem#iss derselben Voraussetzung, im In-
nern von S liegen muss, und sich die inneren Punkte von Sund von W
ein-eindeutig durch obige Transformation entsprechen, so ist auch
B,-B;-...-B. 0.

®) Diese Formulierung stammt von Hurewicsz, Math, Ann. 101 (1929) und
Proceed. Amsterdam 31 (1928), 8. 917, Fussnote f). Vgl Lebesgue Fund Math. IL.

%) Proceed. Amsterdam, 1. cit. .

Lwéw, 22 Mai 1929,
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