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Grundziige eines neuen Systems der Grundlagen
der Mathematik. '
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Stanistaw LeSniewski (Warszawa).
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Einleitung.

Im Jahre 1927 begann ich im , Praeglad Filozoficeny* den Druck
einer grosseren Arbeit unter dem Titel ,Uber die Grundlagen der
Mathematik® V. In der Einleilung zu dieser Arbeit schrieb ich:®

pDas Ziel dieser Arbeit ist die Liquidierung einer peinlichen
Situation, in welcher ich mich seit einer Reihe von Jahren befinde.
Die Situation besteht darin, dass ich ziemlich viel im Drucke nicht
vertffentlichte wissenschaftliche Resultate aus verschiedenen Gebie-
ten der Grundlagen der Mathematik besitze, dass die Zahl dieser:
im Drucke nicht vertffentlichten Resultate immer wichst, und dass
diese Resultate, da sie sich miteinander und mit den Resultaten
anderer Forscher verflechten, die auf diesem Gebiete arbeiten, im-
mer mehr technisch-redaktionelle Schwierigkeiten, die mit ihrer
Vorbersitung zum Drucke verbunden sind, auftiirmen.

Indem - ich verschiedene Weisen der Bearbeitung der wissen-
schaftlichen Ergebnisse, zu denen ich gekommen bin, versuchte, bin
ich unter anderem zu ihrer Auslegung auf dem Wege der syste-
matischV—kompendielleh Methode herangetreten und habe mir in
dieser Beziehung das bekannte Werk von Herren Whitehead
und Russell® {* Alfred North Whitehead and Bertrand Russell.
Principia mathematica. Cambridge. Vol. I. 1910. Vol. II. 1912. Vol.
ITI. 1918. Vol. I. Second edition. 1925.} zum Vorbild genommen.
Jedoch verteilt sich eine solche Arbeit wiederum aut eine Reihe
von Jahren, und es ist mir schwer nither festzusetzen, wie viel Zeit
ich noch brauchen wiirde, um auf diesem Wege die (tesamtheit
der Resultate, zu welchen mich ein schon mehr als zehnjahr.iges
Nachdenken iiber die Grundlagen der Mathematik gefithrt hat, einer
breiteren Fachdiskussion zu unterwerfen.

Die peinliche Situation kompliziert sich noch durch den U)r}-
stand, dass, sholich wie ich unter dem Finfluss der GesPrache 'xmt
meinen Fachkollegen und im Zusammenhang mit ibren bisher nicht
verdffentlichten wissenschaftlichen Ergebnissen einige meiner An-
schauungen erarbeitet und einige wissenschaftliche Resultate erwor-
ben habe, so auch meine Anschauungen und Bemerkungen, die ich

D Loéniewski,. . - .
%) Die Anmerkungen, die selbst zu den zitierten Abschnitten gehiren, gebe ic
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seit ‘einer Reihe von Jahren vom Universititskatheder und in
zahlreichen wissenschaftlichen Diskussionen formulierte, zum Ent-
stehen einiger Anschauungen und Resultate meiner Fachkollegen bei-
getragen haben, welche aus vornehmer Loyalitit mir gegeniiber mit
dem Drucken einer Reihe ihrer wissenschaftlichen Ergebnisse bis
zu dem Augenblicke zuriickhalten, wo meine diesbeztiglichen Re-
sultate im Drucke verdffentlicht werden.

Da ich die Herausgabe der Ergebnisse meiner Forschungen aus
dem Gebiete der Grundlagen der Mathematik gerne beschleunigen
wollte, fithlte ich mich gezwungen, noch einmal meine Weise ans
Werk zu gehen zu #ndern, Ich habe mich diesmal entschlossen eine
Darstellungsmethode anzuwenden, welche man eine autobiographisch-
konspektive im (legensatz zu einer systematisch - kompendiellen
Methode nennen konnte. Ich habe beschlossen vorliufig die Mehr-
zahl der Konsequenzen, welche ich zuvor aus meinen verschiedenen
Voraussetzungen ezplicite abzuleiten beabsichtigte, mit Schweigen zu
bergehen und mich auf eine woglichst durchsichtige Darstellung
der Grundlagen und der Grundkonture der einzelnen Theorien, die
ich aufbaue, zu konzentrieren. In meinem Vortrage werde ich mir
Miihe geben, dass der Leser sich von der chronologischen Ordnung
und der gegenseitigen Abhingigkeit gewisser wissenschaftlicher Tat-
sachen Rechenschaft geben und sich insbesondere darfiber orientie-
ren konne, auf welche bisher im Drucke nicht versffentlichten Er-
gebnisse der Forschungen anderer Gelehrten ich diese oder jene
meiner Behauptungen oder Konstruktionen gesttitzt habe.

Das in gewissen Beziechungen sachlich und methodisch neus
System der Grundlagen der Mathematik, dessen -Girundriss ich in
dieser Arbeit darstellen will, umfasst drei deduktive Theorien, deren
Vereinigung ich als eines der méglichen Fundamente der Gesamt-
heit des Systems der mathematischen Wissenschaften betrachte.
Diese Theorien sind:

1) die Theorie, die von mir Protothetik genannt wird 1 {* Frither
gebrauchte ich zu jhrer Bezeichnung das Wort nLogistik“; vrgl.:
Comptes rendus de séances de la Société des Sciences et de lettres
de Varsovie XIX, 1926. Clusse III. Adolf Lindenbaum und Alfred
Tarski, Mitteilung tiber Forschungen aus dem Gebiote der Mengen-
lehre. Vorgelegt von W. Sierpiski. 8. 322.)} und die in Bezug auf
dfen.Inhalt, zwar in sehr groben Umrissen, den Theorien entspricht,
die in der Wissenschaft als nealoulus of equivalent statements? {(#Vrgl.:
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Ernst Schréder. Vorlesungen tber die Algebra der Logik (exakte
Logik). Erster Band. Leipzig. 1890. S, 161.}, als ,Aussagenkallul®s
{? Vrgl: Schréder. Op, cit. Zweiter Band. Erste Abteilung. Leipzig.
1891. 88. 1—84 und 256—276), als nTheorie der Dedultion® ¢
{# Vrgl: Whitehead und Russell. Op. cit.. Volume 1. Second edition.
SS. 90—126.} in Verbindung mit der nTheorie der scheinbaren Vae
riablen“® {8 Vrgl. 1. ¢, SS. 127—186.} u.s.w., bekannt sind;

2) die von mir als Ontologte bezeichnete Theorie, die eine mo-
dernisierte ,traditionelle Logik* gewisser Art bildet und die — was
ibren Inhalt und ihre ;Muchtigkeit* anbetrifft — am meisten sich
dem Schroderschen ,Klassenkalkul® ! {* Vrgl: Schrsder. Op. cit.
Erster Band, SS. 160 und 161} ndhert, weun man ihn inklusive
der Theorie der ,Individuen“s {* Vrgl.: Op. cit. Zweiter Band.
Erste Abteilung. S8, 818—849.} betrachtet;

8) die Theorie, die ich Mereologte nenne und deren ersten und
in vielen Beziehungen unvollkommenen Grundzug ich in einer Ar-
beit u. d. T. ,Die Grundlagen der allgemeinen Mengenlehre. 143
{® Arbeiten des Polnischen Wissenschaftlichen Kreises in Moskau.
Mathematisch-naturwissenschaftliche Sektion. Ne 2. Stanistaw Leé-
niewski. Die Grundlagen der allgemeinen Mengenlehre. I. (Teil. In-
grediens. Menge. Klasse, Element, Untermenge. Einige interessante
Arten von Klassen.) Moskau. 1916. (Polnisch.)) versffentlicht habe,

Die am meisten imponierende Verkorperung der Eroberungen,
die in der Geschichte der Begrindung der Mathematik im Gebiete
der Soliditét der deduktiven Methode erreicht worden sind, und
die seit den griechischen Zeiten wertvollste Quelle dieser Erobe-
rungen — sind fdr mich bisher die ,Grundgesetze der Arithmetik®
von Gottlob Frege ¢ {* Grundgesetze der Arithmetik. Begriffs-
schriftlich abgeleitet yon G. Frege. Jena. Erster Band. 1893. Zweiter
Band. 1903}, Das System Freges ist jedoch kein widerspruchs-
freies System, was bekanutlich Herr Bertrand Russell nachge-
wiesen hat, indem er seine bertthmte ,Antinomie“ aufbaute, die ,die
Klasse der Klassen, welche nicht eigene Elemente sind“ betriftt 5
{® Vrgl: Frege. Op. cit. Zweiter Band. SS. 263 und 254.}.

Das Problem der ,Antinomien“ ist unter dem tihermuchtigen
Einfluss der Forschungen des Herrn Russell das zentrale Problem
in den intellektuellen Bemtthungen einer Reihe hervorragender
Mathematiker geworden. Diese Bemtthungen entfernten sich manch-
mal betrichtlich von der historisch-intuitiven Basis, aus der die
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»Antinomien* herausgewachsen sind. Dieses begiinstigte ein Ver-
schwinden des Gefthls des Unterschiedes zwischen den mathema-
tischen Wissenschaften, verstanden als deduktive Theorien, die zur
Fassung der verschiedenartigen Wirklichkeit der Welt in moglichst
exakte Glesetze dienen, und solchen widerspruchsfreien deduktiven
Systemen, welche zwar die Moglichkeit sichern, in ihnen eine Fiille
immer neuer Theoreme zu erhalten, sich jedoch gleichzeitig durch
das Fehlen irgendwelcher sie mit der Wirklichkeit verbindender
intuitiv-wissenschaftlicher Vorziige auszeichnen,

Frege gibt im Nachwort zu dem zweiten Band der oben er-
wihnten , Grundgesetze der Arithmetik® die Weise einer solchen
Umgestaltung seines Systems an, bei welcher in ihm die ,Antino-
mie“ des Herrn Russell schon nicht konstruiert werden kannj
diese Weise besteht in der Ersetzung eines der Axiome des Sy-
stems durch ein gewisses anderes Axiom! {! Vrgl I ¢, SS.262—
265.}, von welchem man auf Grund des allgemeinen Tons des er-
wihnten Nachwortes annehmen konnte, dass es sogar in den Intui-
tionen des Autors selbst keine ausreichende intuitive Untersttitzung
besitat. — Die architektonisch raffinierte Konstruktion des Herrn Ernst
Zermelo? {* Mathematische Annalen. 65. Band. 1908, E. Zermelo.
Untersuchungen tiber die Grundlagen der Mengenlehre I} fthrtin die
nMengenlehre“ eine Reihe von Verboten ein, die, einer intuitiven
Begrindung entbehrend, aaf die Verdringung .der ,Antinomien“
aus der Mathematik hinzielen. — Die Frage, ob das System Fre-
ges, auf die oben angezeigte Weise veriindert, oder auch die ,Men-
genlebre“ des Herrn Zermelo jemals zum Widerspruche fuhren
wird, ist eine vollkommen gleichgtltige Frage vom Gesichtspunkte
der Zustinde einer auf die Wirklichkeit gerichteten intellektuellen
Mihsal, die aus einer unwiderstehlichen intuitiven Notwendigkeit
des Glaubens an die ,Wahrheit“ gewisser Voraussetzungen und an
die ,Korrektheit“ gewisser Schlussfolgerungen fliessen, welche in
Verbindung mit diesen Voraussetzungen zum Widerspruch fithren.
Von diesem Gresichtspunkte aus ist die einzige Methode einer wirk-
Klichen ,Auflssung? der ,Antinomien* die Methode einer intuitiven
Unterminierung der Schlussfolgerungen oder Voraussetzungen, wel-
" che zusammen zum Widerspruch beitragen * {® Vrgl.: Abhandlungen
der Fries'schen Schule. Neue Folge. Zweiter Band, 3. Hef. 1908.
VIIL K. Grelling und L, Nelson. Bemerkungen zu den Paradoxieen
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von Russell und Burali Forti, 8. 814.). Eine ausserintuitive Mathe-
matik enthilt keine wirksamen Remedien fur die Ubel der Intuition.

Herr Russell, indem er zur Beseitigung der ,Antinomien“
seine ,Typentheorie“ schafft, beruft sich unter anderem auf Riick-
sichten intuitiver Natur 4 {¢ Vrgl.: American Journal of Mathematics.
Volume XXX, Number 3. July 1908. Bertrand Russell. Mathemati-
eal Logic as based on the Theory of Types. S. 222. Vrgl. gleich-
falls: Whitehead und Russell. L. ¢c. S.37.). Die ,Typentheorie* ist
bekanntlich eines der Kardinalelemente des oben erwshnten Werkes
der Herren Whitehead und Russelld {5 Vrgl. L ¢, S, VIL).
Sie stellt auf dem Gebiete des Kampfes gegen die ,Antinomien“
eine bisher am meisten reprisentative Synthese dar. Jedoch sind
mit ihr in ihrer gegenwirtigen Gtestalt nicht einmal die Herren
Whitehead und Russell zufrieden ¢ {¢ Vrgl. L ¢, S. XIV.}.

Beide Ausgaben des Systems der Herren Whitehead und Rus-
sell besitzen auffullige Mingel! {1 Im Zusammenhang mit der ersten
Ausgabe des Systems vrgl. z. B.: Leon Chwistek. The Theory of con-
structive Types (Principles of Logic and Mathematics). Part 1. Ge-
neral Principles of Logie. Theory of Classes and Relations. Extracted
from the »Annales de la Société Mathématique de Pologne«. Cracow
1928. 8. 22, Anmerkung 8. — — — Die Arbeit des Herrn Ch wi-
stek enthlt eine Reihe interessanter und sachlich empfindsamer
kritischer Bemerkungen tber die erste Ausgabe des Systems der
Herren Whitehead und Russell}. Inshesondere — ist auf dem
Grunde dieses Systems die Sache der Festsetzung der Bedingun-
gen fatal gestellt, denen irgendein Ausdruck gentigen soll, damit
man ihn als eine Definition annehmen oder als ein neues Theorem
zu dem System hinzufigen darf? {* Vrgl Freges ,Grundsitze’,
die bei der Aufstellung der Definitionen, und ,Regeln, die beim
Beweisen der Theoreme bindende Kraft haben (Frege, op. cif,
Erster Band, SS. b1, 62 und 61—64). Vrgl. gleichfalls L. ¢, 8S. VI
und VIL Vrgl auch: 1) Bertrand Russell. Introduction to mathema-
tical Philosophy. London, New York. Second Edition April 1920.
8. 161. 2) Chwistek. L. ¢. 8. 2L},

Herr Leon Ohwistek bemitht sich in seinem System der
Grundlagen der Mathematik 8 {* Vrgl. op. cit.. Es ist auch bereits
die Fortsetzung dieser Arbeit im Drucke erschienen: Rocznik Pol-
skiego Tow. Matematyczaego. Annales de la Société Polonaise de
Mathématique. Tome IIL Annde 1924, 1925. Leon Chwistek. The
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Theory of Constructive Types. (Priuciples of Logic and Mathema-
ties). Part II. Cardinal Arithmetic. Es bestehen Abdrucke des Tei-
les II mit einer besonderen Pagination, welche die Fortselzung
der Pagination der Abdrucke des Teiles I bildet. Mich auf ,7he
Theory of Constructive Types* berufend, werde ich bestindig die
Seitenzahl nach der Pagination der Abdrucke angeben.} die ,Direk-
tiven¥, welche die Aufstellung der Definitionen und die Hinzufil-
gung neuer Theoreme zu dem System betreffen, skrupultser zu for-
mulieren, als es die Herren Whitehead und Russell tun+4
{* Vrgl.: Chwistek. Op. cit.. SS. 20—33}. Das System des Herrn
Chwistek werde ich in dieser Arbeit einer Kritik unterziehen.

Es ist mir in der wissenschaftlichen Literatur keine solche the-
oretische Konzeption begegnet, die, den Anforderungen gentigend,
welche ich an die deduktiven Theorien stelle, zugleich aut eine filr
mich ausreichende Weise die bestehenden ,Antinomien“ ,aufltsen%
wiirde, Sowohl in der einen, wie auch in der anderen Beziehung,
befriedigt mich angenblicklich die Konzeption, welche ich im. fol-
genden entwickeln will,

Das von mir konstruierte System der Grundlagen der Mathe-
matik verdankt eine Reihe bedeutender Vervollkommnungen dem
Herrn Alfred Tarski, Dozenten der Philosophie der Mathematik
an der Warschauer Universitit, meinem Schuler an dieser Univer-
sitit aus den Jahren 1919—1923 und ,meinem“ Doktor aus dem
Jahre 1924, Die konkreten Ergebnisse der Erwigungen, welche Herr
Tarski im Zusammenhang mit meinem System durchgeftihrt hat,
berticksichtigend, werde ich mich bemtihen, dieses explicite zu ver-
anschaulichen; von Natur der Dinge vermag.ich jedoch nicht, alle
kritischen Gelegenheitsbemerkungen des Herrn Tarski zu veran-
schaulichen, welche dieses oder jenes Kettenglied meiner theoretischen
Konzeptionen in den verschiedenen Stadien des Entstehens des Sy-
stems untergraben haben, sowie.alle subtilen und wohlgemeinten
Ratschlige und manchmal ungreifbaren Suggestionen, aus welchen
ich in den zahlreichen Gesprichen mit Herrn Tarski Gelegenheit
hatte Nutzen zu ziehen.

Dag einzige Axiom der Theorie, die ich Protothetik nenne, ver-
dankt in bedeutendem Girade seine gegenwirtige Gestalt, welche das
Resultat einer Reihe -anfeinanderfolgender Vereinfachungen der
Urform dieses Axioms bildet, den Ergebnissen der Forschuagen des
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Herrn Mordchaj Wajsberg, Studenten der Warschaner Uni-
versitit¥ 1,

Bis heute sind im Druck nur die Einleitung und die drei ersten
Abschnitte meiner eben uzitierten Arbeit ,Uber die Grundlagen der
Mathematik* erschienen, die die Titel tragen — » Uber gewisse Fra-
gen, die den Sinn ,logistischer* Thesen betreffen« ¥, »Uber die ,An-
tinomie“ des Herrn Russell, die die ,Klasse der Klassen, welche nioht
sigene Elemente sind* betrifft« ¥ und » Uber die verschiedenen Weisen
des Verstehens der Worte ,Klasse“ und ,Menge“« 9, Bei der gerin-
gen Seitenzahl, welche in Anbetracht des reichlichen laufenden
»philosophischen“ Materials die Redaktion des , Przeglgd Filozoficeny”
jedesmal in ihren Spalten meiner Arbeit einrfumen kann, die im-
merhin einen mathematischen Charakter hat, wird der Druck dieser
Arbeit gewiss noch gut ein paar Jahre dauern. Dieser Umstand be-
wegt mich, schon im jetzigen Termin eine ktirzere Mitteilung aus
demselben (ebiete zn vertffentlichen, in der ich die einzelnen the-
oretischen Positionen meines Systems der Grundlagen der Mathe-
matik nur zu ,markieren® beabsichtige. In Fragen, die zahlreiche
Binzelheiten betreffen, erlaube ich mir den Leser auf die Arbeit zu
verweisen, welche im ,Preeglad Filozoficeny“ gedruckt wird.

Absehnitt I.

Die Grundlagen der Protothetik.

§ 1. Herr Henry Maurice Sheffer hat im Jahre 1912
nachgewiesen, dass sich in der Theorie der Deduktion der Herren
Whitehead und Russell solche Funktionen zweier Satzvariablen
definieren lassen, die die- Eigenschaftbesitzen, dass mit Hi.lfe'j(?de'r
einzelnen von ihnen, in der Theorie der Deduktion als die primi-
tive Funktion angenommen anstatt Alternative und Negation, wel-
che in dem System der Herren Whitehead und.Russell als
zwei primitive Funktionen auftreten Y, man Alternative und Nega-
tion definieren kann. Die eine der Funktionen, welche nach der

9 Vgl Lefniewski, S8. 164—160.

) Op. oft, 88, 169181

) Op, eit, 88, 182—189.

9 Op. oit,, B8, 190206,

» Vrgl: Whitehead-Russell,. 88, 91--98.
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Entdeckung von Herrn Sheffer die gesagte Higenschaft haben,
ist die Funktion, die bei allen Werten der Variablen mit der
Funktion ,~ (p\/ ¢)%, die zweite von ihnen — die Funktion, die
bei allen Werten der Variablen mit der Funktion n~P.\ .~ g4
dquivalent ist P, .

Indem sich J. G. P. Nicod der zweiten von den erwihnten
Funktionen des Herrn Sheffer bediente, hat er im J. 1916 die
Theorie der Deduktion auf ein einziges Axiom gestitzt . Wenn
man zum Ausdricken der Funktion des Herrn Sheff er, die im
System Nicods die primitive Funktion ist, in Ubereinstimmung
mit Nicod den senkrechten Strich »|* gebrauchen und sich der
Punkte uach dem Muster des Systems der Herren Whitehead
und Russell bedienen wiirde ¥, kénnte man das einzige Axiom
der Nicodschen Theorie der Deduktion mittels des Satzes 2P| q]
rifut].t|t:].s]g.]:p|s.|.p|s* aufschreiben ¥, (Ieh bemerke hier
gelegentlich, dass das Axiom von Nicod im J. 1925 von Herrn
Dr Jan Zukasiewicsz, Professor der Philosophie an der War-
schaver Universitat, vereinfacht worden ist: Herr Lukasiewicz
hat, ohne dass er die Schlussdirektiven von Nicod #nderte, in dem
Nicodschen Axiom die Zahl der verschiedenen Variablen von
finf auf vier verringert, indem er in diesem Axiom die Variable
nt* durch die Variable ,s¢ ersetzte; die in Rede -stehende Verein-
fachung ist keineswegs eine banale Vereinfachung, wie es jeman-
dem beim ersten Blick scheinen konnte: der vollstindige Beweis
des Nicodschen Axioms auf Grand des Axioms des Herrn E u-
kasiewiez beruht auf vier nnd zwanzig aufeinanderfolgenden An-
wendungen der Direktiven des Systems von Nicod einschliesslich
it der vermutlichen Einsetzungsdirektive %)

Beim Definieren der einen Funktionen der Theorie der Deduk-
tion durch andere gebrauchen sowohl Herr Sheffer, wie auch
Nicod, spezelle definitorische Gleichheitszeichen, welche sie nicht
mittels der primitiven Funktion des Systems definieren. Die Defi-
nitionen des Herrn Sheffor haben die Gestalt der Ausdriicke vom

) Vrgl: Sheffer,. §8. 487 und 488, Vrgl. gleichfalls: 1)\2 ylifgki,, 2)
Zylinski, 8. 208, '

) Vrgl.: Ni cod,.

) Vrgl: Whitehead-Ruuelll. 8S. 9—11,
9 Vrgl: Whitehead-Russell,. 8. XIX,
2 Vrgl.: Russell,. 8, 151,
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Typus ,p == ¢, die Definitionen Nicods — die Gestalt der Aus-
dricke vom Typus ,p==¢Df% die von den Herren Whitehead
und Russell gebraucht werden ¥, Dieser Umstand bedingt es, dass
es schwer ist zu sagen, dass z B. die Nicodsche Theorie der
Deduktion in der Tat auf dem einzigen primitiven Termin ,|¢
konstruiert ist.

Im J. 1921 habe ich bemerkt, dass die Bedingung daftr, dass
ein System der Theorie der Deduktion, welches Definitionen ent-
hilt, wirklich auf einem einzigen Termin aufgebaut wirde, das Auf-
schreiben der Definitionen mittels eben dieses primitiven Termins ist,
ohne sich zu einem speziellen definitorischen Gleichheitszeichen zu
fluchten, Wonn man die gesagte Reform im besonderen in das System
von Nicod einfubren wirde, ktnnte man in diesem System die Defi-
nitionen mittels irgendeiner ausgewdhlten Funktion aufschreiben, die
pur mit Hilfe der primitiven Funktion ,p |¢“ lkonstruiert und bei
allen jhren Werten mit der gewthnlichen Aquivalenzfunktion vom
Typus ,» == g Hquivalent ist. Erwhgend z B., dass im Einklang
mit den diesbeztiglichen Niecodschen Definitionen p= g(iE:;X rl.
qlg:|:ql.plps)ioploglgt]ig|.plp, kbunte man statt der Anus-
gll'gckeqvfxrlp'l‘y;')uspnlpiqgI])g“‘,ptllie Nicod gebraucht, als Defini-
tionen entsprechende Ausdriicke vom Typus ,,.p_j.qlgzlqu.plzf.'.
[o.pl.qlg:l:q|.p|p* formulieren. Die Definition der Negation
ktnnte bei so bewandten Umstinden die Gestaltl d|es ]Satzles

~p.iplp.lop|lpsplpi~p o ~p|e ~piplp.].p|p
.”'.l.']? p||ppllp~ 15) . |p~ P4 phlajlf)e]n, dlioe ]Deﬁfition der Alternative —
die Gestalt des Satzes ,,p\/g.l.‘.plp.[.q]q:I:p]p.[.qlq::].‘.p}?o
'I~qlq=1m\/sz-l-p\/szz\-}lt;:p\/g. ~oplpl.glg:l:plp.|.glg::]
ik e w 8. W.

p'pI-Jn. q}.giégévhztllferr gTarski die paradoxe Entdeckung ge-
macht, die in der Feststellung bestand, dass l?ei entsprechender
Verwertung der Funktionsvariablen und Quantxﬁkfxtoren alle be?-
kannten Funktionen der Theorie der Deduktion .m}t!s,els der A<'1u1-
valenzfunktion, angenommen als die einzige primitive Funktlozf,
definiert werden ktnnen, In der Arbeit u. dl; T. ,Sur le terme pri-

b istique* schrieb Herr Tarski:
mm{.]:ahnzlz i)l:gpf)sz dans cette Note d'établir un fhéoréme de ‘la:‘
Logistique concernant des rapports, inconnus jusqu'd présent, qui

1) Vrgl.: Whitehead-Russell,. B, 84
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existent entre les termes de cette discipline, Mes raisonnements
sont basés sur des propositions généralement admises par les logi-
sticiens. Cependant je ne Jes fais pas dépendre de telle ou autre
théorie des types logiques; d’ailleurs, parmi toutes les théories des
types qui peuvent étre construites ?) {*) La possibilité de construire
des différentes théories des types logiques est reconnue également
par linventeur de la plus connue d’entre elles. Cf. A. N. Whi-
tehead and B. Russell, Principia Mathematica, Cambridge 1910,
p- VIL} il en existe de telles, par rapport auxquelles mes raison-
vements, dans leur forme actuelle, sont parfaitement légitimes %)
{*) Une telle théorie a été développée en 1920 par M. le Profes-
seur 5. Le§niewski dans son cours des Principes d'Arithmétique
4 I'Université de Varsovie.}.

Le probléme dont je présent la solution est le suivant: est-il o8-
sible de construire un systéme de la Logistique, en admettant lo signe
@'équivalence comme le sewl terme primitif (bien entendu, outre les
quantificateurs %) {*) Au sens de Peirce (On the Algebra of Logic,
American Journal of Mathematies, vol. VII, 1885, p. 197) qui ap-
pelle ainsi les symboles ,I7% (quantificateur général) et ,3“ (quan-
tificateur particulier) représentant les abréviations des expressions:
npour toute signification des termes...* et ,pour quelque signification
des termes...“))?« D,

Und etwas weiter:

pLe théoréme, qui va 4tre démontré (Th. 10), présente une so-
lution affirmative du probléme considéré. I peut servir, en effet,
comme définition du signe de la multiplication logique par le signe
d'équivalence ot par le quantificateur général. Or, lorsqu’on opére
déjh avec le signe de la multiplication logique, les autres termes de
Logistique peuvent étre facilement définis & Iaide des propositions
suivantes 3) {%) J’adopte dans cette Note les notations des MM. W h i~
tehead et Russell avec quelques- légéres modifications; en par-
ticulier, au liou des expressions de la forme pPat jéeris o)}

ol ~(p).=:p=.[g].q
[7,4].pDg. =:p=.p.q

ik [, al:pVg. =" ~(0)Dg ¥ (¢ Les termes ,0¢
et 14 qui figurent p. ex. chez L, Couturat, L’Algébre de la Lo-
gique, Paris 1905, peuvent étre définis comme suit: :

.

9 Tarski, 8. 196 Vrgl.: Tarski, 88. 4 und b.
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= o
]

lgl.q
=.[gl.g=g“"

Das Theorem 10, von dem im zitierten Abschnitt die Rede ist,
lautet folgendermassen: ,[p,q]::p. g.=[flep=:[r].p=F(.
=.[r].qg=/()“?. In derselben Abhandlung hat Herr Tarski be-
wiesen, dass in den Systemen der Logistik, die unter ihren Axio-
men oder Theoremen die These enthalten, welche besagt, dass
(9, fl:p=q.f(p).D F(a), gleichfalls die These, nach welcher
[pgl - p.g.=:|f]:p=.F(p) = f(g), gelten muss?.

§ 2. Meine ,Typentheorie“, die Herr Tar ski in einem der oben
zitierten Abschnitte seiner Arbeit erwshnt, habe ich im J. 1921
konstruiert 9. Sie stellte etwas in der Art der » Lypentheorie® der
Herren Whitehead und Russell® dar, welche von mir auf
eine gewisse Weise verallgemeinert und vereinfacht worden ist. Ich
betrachtete meine ,Typentheorie® schon in dem Augenblicke, als
ich sie aufbaute, nur als ein unzureichendes Palliativ, welches mir,
ohne mich mit den ,Antinomien“ zu bedrohen, wenigstens einst-
weilen bei der Auslegung der grundlegenden mathematischen The-
orien (insbesondere der schon damals in Grundziigen fertigen ,On-
tologie“ und ,Mereologie“) das Operieren mit allen Arten der
Funktionsvariablen, mit welchen ich operieren wollte, ermdglichen
sollte und ‘mir in gewissem Grade die auffilligen Liicken im Gebiete
der Definitionsdirektiven ausfillen konnte, die in den verschiedenen
mir bekannten Systemen der mathematischen Logik auf ungenti-
gende Weise formuliert oder auch ttberhaupt nicht formuliert werden.

Y Tarski, 8 197. Vrgl.: Tarski,. §, 6.

3 Tarski, 8, 199, Vrgl: Tarski, 8, 9.

) Vrgl.: Tarski,. 88, 199 und 200. Tarski, 8S. 9 und 10. Ich bemerke
bier nebenbei, dass die von Herrn Tarski in seinen logistischen Arbeiten ange-
wandte Weise des Aufschreibens von Beweisen mit Hilfe eines einzigen Kondi-
tionalsatzes der Weise nachgebildet ist, welche ich seit dem J, 1921 in der tagli-
chen Praxis meiner Universititsvorlesungen anwende,

9 Das Datum, dag von Herrn Tarski im sitierten Abschnitt angegeben ist,
ist das Resultat eines kleinen Irrtums zu meinen Gunsten. Vrgl: Tarski,, 8. 4.
Ausser den Universititavorlesungen habe ich die erwihnte ,Typentheorie* in dem
Vortrag u. & T. ,Uber die Stufen der grammatischen Fumktionen® (polnisch)
dargelegt, den ich in der wissenschaftlichen Bitzung der Logischen Sektion des
‘Warschauer Philosophischen I[nstitute vom 10 IIl d. J. 1921 gehalten habe. Vrgl:
WPI,. S. 248,

9 Vrgl.: Whitehead-Russell,, 88, 161—167.
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Im J. 1922 habe ich eine Konzeption der ,semantischen Kate-
gorien® skizziert, die mir diese oder jene einer jeden intuitiven
Begrtindung. ftir mich entbehrenden ,Hierarchien der Typen“ er-
setzen sollten, und die, wenn ich tberhaupt mit Sinn reden wollte,
ich heute mich gezwungen fiihlen wiirde anzunehmen, auch wenn
keine ,Antinomien“ auf der Welt bestinden. Indem meine Konzep-
tion der ,semantischen Kategorien® in Bezug auf ihre theoretischen
Konsequenzen in enger formaler Verwandtschaft mit den bekannten
»Theorien der logischen Typen“  blieb, kniipfte sie, was ihre in-
tuitive  Seite anbetrifft, eher den Faden der Tradition der ,Katego-
rien* von Aristoteles, der ,Redeteile* der traditionellen Gram-
matik und der ,Bedeutungskategorien von Herrn Edmund Hus-
serl? an. Die in Rede stehende Konzeption auf die Mathematik
im allgemeinen und auf die mathematische Logik im besonderen
anwendend, brauchte ich filir diese Konzeption nichts vom Grade
der Allgemeinheit meiner Intuitionen opfern, die diese oder jene
theoretischen Themen betreffen.

In demselben J. 1922 bin ich vom Gesichtspunkte der erwihn-
ten Konzeption der ,semantischen Kategorien“ an die Formulierung
der Definitions- und Schlussdirektiven fiir die grundlegenden ma-
thematischen Theorien, insbesondere fir die ,Protothetik¢ und
»Ontologie®, herangetreten. Das Priifen und Modifizieren verschie-
dener Einzelheiten dieser Direktiven dauerte einige Jahre, aber
schon im J. 1922 waren die Direktiven mit einem solchen Grade
von Genauigkeit gefasst, dass man auf ihrer Grundlage an eine
Reibe axiomatischer Forschungen herantreten. konnte. Die Erfor-
schung der Axiome und Direktiven der Protothetik und Ontologie
fhrte ich in jener Zeit bei naher Mitarbeit von Herrn Tarski
durch, dessen einzelne wichtige Beitriige aus diesem Gebiet weiter
unten veranschaulicht werden.

Die Definitions- und Schlussdirektiven bemiihte ich mich in -

einer solchen Weise ‘zu formulieren, dass man sie mit Leichtigkeit
den verschiedenen Systemen der Protothetlk anpassen kdnnte —
in Abhingigkeit von den verschiedenen primitiven Terminen, auf
welchen die erwihnten Systeme aufgebaut werden sollten; in den

7 Ausser dem in der letzten Anmerkung erwihnten Abschnitt aus den ,Prin-
¢ipia mathematica® vrgl, hier noch im Zusammenhang mit diesen Theorien:
1) Qhw:stek 8. 12—14 und 26—33. 2) Chwistek, 8S, 49, 50 und H4—b6.

*) Vrgl: Husserl,. S8. 294, 205, 805—312, 316— 321 und 326 - 842,
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axiomatischen Forschungen konzentrierte ich mich auf die Aufgabe
der Konstruierung eines moglichst- einfachen Axiomensystems fiir
das nach der oben besprochenen Entdeckung des Herrn Tarski
ermdglichte, wenn auch in der Praxis noch nicht realisierte, System
der Protothetik, welches auf das Aquivalenzzeichen, als den einzi-
gen primitiven Termin, gestiitzt ist.

§ 3. Das Konstruieren des Axiomensystems der Protothetik, das
auf das Aquivalenzzeichen gestiitzt ist, begann ich von dem Aussu-
chen einer solechen Kombination von den in der gewthnlichen The-
orie der Deduktion beweisharen Aquivalenzensitzen [von einem
Ausdruck X werde ich hier der Ktirze halber sagen, dass er ein
Kquivalenzensatz ist, weun folgende Bedingungen erfallt sind:
a) X ist eine Salzvariable oder eine Aquivalenz, b) wenn irgendein
Y .eine Aquivalenz ist, die einen eigentlichen oder uneigentlichen
Teil des Ausdrucks X bildet, so sind die linke und rechte Seite.
der Aquivalenz Y Satzvariablen oder Aquivalenzen], welche eine
ausreichende axiomatische Grundlage fiir das System bilden konnte,
das sich aus allen in' der gewshnlichen Theorie der Deduktion be-
weisbaren Aquivalenzensiitzen zusammensetzt. Die neuen Sitze er-
hielt ich in diesem System auf Grund von Sitzen, die schon zu
dem System gehoren, indem ich die Direktive der »Binsetzung*
von Aquivalenzensitzen fir Variablen in den Sttzen, die schon zum
System gehoren, anwandte und die ,Abtrennungsdirektive“ benutzte,
die die Hinzuftigung zum System eines Satzes S gestattet, wenn
schon eine Aquivalenz A, deren rechte Seite gleichgestaltet mit S
ist ¥, und ein Satz, der gleichgestaltet mit der linken Seite der
Aqmvalenz A ist, zu dem System gehoren (ich beschriinke mich
hier auf eine solche nur ganz allgemeine Charakterisierung der
betreffenden Direktiven — in :der Absicht, in der Fortsetzung dieser
Mitteilung die Direktiven der Protothetik mit aller Prizision zu
formulieren, mit welcher ich es vermag).

Die Wlderspruchslosxgkelt der gewohnhchen Theorie der De-
duktion voraussetzend ®, habe ich mich tiherzeugt, dass man auf

" die eben dargestellte Weise ein System aufbauen konnte, das in

sich alle in der gewthnlichen Theorie der Deduktion beweisbaren.

) Vrgl: Frege, S. 107.
3 Vrgl: Post,, 8. 172,
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Aquivalenzenstitze und keine anderen Sitze emthilt, wenn man als

Ausgangspunkt folgende Kombination zweier Axiome annehmen -

wiirde :

Al p=r.=.q=p:=.r=gq
42 p=.q=r:=:p=q.=7r

(dieses System werde ich im folgenden das System & nennen; der
Satz, der hier als Axiom A2 auftritt, war bereits vor dem J. 1922
von Hetrn Liukasiewicz in der gewthnlichen Theorie der Deduk-
tion bewiesen V). Die Methode, mittels welcher ich mich versichert
habe, dass es wirklich go ist, beruhte darauf, dass ich mir folgende
Umstinde zum Bewusstsein brachte, die ich hier ohne irgendeinen
Anspruch auf Exaktheit skizzieren will:

1) Im System & sind unter anderen folgende Silze beweisbar:

o
T, ¢=r.=r=q¢i=.r=r [Alg-, 7«]
p g

]

T, 7-E.q:_~—74:327'§_(1_5)'_'.E:QET.E.TEQ [A_ll«)’_‘f.g,
r oa
¢=r
p
73 p=or=qg=p=r.=¢ [A.?lg, »;q:l
T4 r=.q=ri=1r=gq, =1 AQ%]
T5. s=iq=p.=1r. = s=.q=p:=r |42 g———ip}
‘ P » g
T6. r=t=rp=iq=r.=.s=tn= r=l=pi=ig=r,=
s=t [A?’——-‘Et, poy=r.=.s=t
p 9 7
T7. g=r.=.r=¢ (T2 74
78 p=gq.= g=p |T7 %, ?
T9. p=q=ri=:p=gq.=

r: S
[TWE-QE" p=q.=7
L q r

9 Vrgl: Tarski, 8 199 Tarski, §. 8,
® Bei der hier angenommenen Weise dor Berufungen auf frithere Thesen dles

Systems wird dem Leser, der die nPrincipia mathematica* kennt, kein Zwoifel
auftauchen. Vigl.: Whitehead-Ruass ell;. 8. 98,
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T10.

T11.

T12.

T18.

T14.

T15.

T16.

T17.

T18.

T19.
T20.

T21.
T22.
T23.
Ted.

F

p=g=ri=ig=p.=r = g=p =r=p= 0=7
p=.q=r gq=p.=7
[rr2maa=r 2=p

p=r.=iq=p. = g=r =" 0=p.= . ¢=r=.p=7

[T?' PE¢1 qsp_—:s_qa‘)’]
q r

p=r.=.g=pi=.r=g =/ r=(.=p=r.=.g0=p

=. =q
g P=r.=.q=p 7 ]
[T 7

'y

pE=g.=ri=ip=.¢=7 (19, A2]
g=r s==t
pe.g=ri=s=1"="p = q=r =, s==t _[T13Ts71

3m_gmp:ET.‘,Et::ﬁ.'.SanEP:E',rat
s=.g=p 7

[T13 '—““5‘—-‘, qy r] .

p=r.=g=pi=g=r .= p=r.={=p.=g=T

p=r q=p =7
[T13 T r]

qu.;—;,qﬁf:E.pE’r:.E‘ g=p =g=r.=.p=7
g=p 9=7. p=7
[T13 L ]
s=.q=mpi=_r=t = p=g=r. = s=ln=1s=
: 33@45})
g=pi=r=t = p=ig=r.=.§=10 [Tl T
re=t pm:qar.a.sat]
7’ o
=1 [Tl, T7]
=17
QET.E,QE'}” [Tlg g—lr—‘“‘]

7
r=r,=.r=*r [Tl ’L?:"“]

yEq.ﬁ:PEf'_E,QEP [le,Al]

qp=rs
s=.p=ri=. g=s.=1p=r.=¢ [T22 ARk
rmq,a:p&sr.g.qu.‘.EE::qE'f.gt’rEq:g-.-
g=7 p=r.=.g=pr=4

pgr.m,gﬁp:ﬁ,gﬁr T22 p y q L] r
2

d ta Math il t. XIV,
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T25.

T26.
Vg 78
r28.
T29.

730.

731

r32.

T3s.

T34,

St. Le$niewski;
_pE._(I%T:a:pz?‘.ag,'.a::pmq,wmw;pm_
QET.',E,',_p‘ET.Eq:s:pﬁq_ﬁr [T22 p=g. = ,
_=.=.',q..=..fr
q oy
=sr.=g=qi=lp=r.=g=pi=.q9=r [T24, T22]
=pi=.g=r [T26, 77)

p .g=r [T16, T27]

-"‘Eq:—.'.pai.qm?':as:pm_qu

]
]
i

L~

s

]

WEllg=S =l pmy, g
[ng p=r.o=g g=s
‘ P q

I
R
[

SPSr.=gl=ip= g=rim:ips=,

7-593-5-'-205-95’”:5:17931’.Eq[ng pm‘frmq’
p=.g=vr psfr.sq] p
bl

q

i

.’.E.'.SEq,s:psg_E,r::E
P=gi=ri=ts = p=
=7 [TzquS-Emsq.m

P ?

q
Ss.ps’r‘ SEQ_E:qu'E ]
r

-'.Q;S-EZPET.EQ::m::sm,paﬁ
7:5"'QES-E:P5§Z.E7‘ [T28Qas.m:pn’r'.mq
IZP=r =5 =ip=g. =7 P

R
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T36.

T37.

T38.

T39.

T40.
T41.

Il el @
S e
s
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I
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S
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I
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I
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]
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=3
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R

]

[
R
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N
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|

I
o~
fi
)
i
3
]

r=t q=r.=.85=tu=l=.r=p:.=
g=r.=. tm=ills=.q=p:=nr=l.="p=
g=r.=.5=lm=lls=.g=p:= l=.r=p:=

=f,=..p= =g, ,= 8==1
g=7r.= s=1 [T?@r p A =y

i
Rl
Il

3
i

S

f

b

Il

<

]

Il

S

I

i

)
i
i
[
i
<
I

r=t.=p:=1q=r.=.s=t =/ I=.r=p:=:¢
=r.=.5=tu=tir=t.="p=g=r.=.s=11
= r=t.=p:=:i1q=r.,=.§=tm=mr=t,=.p
=1g=r.=.s5=tu=.1l= r=pi=iq=r,=.5=t
r=t.=p:= = p=q=r.=.5=]

q

S —
N
o e
. <]

~
i

I
N
Ul
s
Il
LS

: . .SEf]
p

r [T11, T28)
g [T29, T7]

fl

=

I
R
I

~

I

S

I

R
]
.
i
< -
fi
3
<
i

2%


Yakuza


20

T42.

743.

T44.
T45.

T46.

T47.

T48.

T49.

750.
751.

rs2.

T53.

St. Legniewski:

=S p= g=ris=m(p=T

.=q [T32, T3]

p=.g=17r:= s=f'.=8z== g=1p = =1 =
=, q=7r.=,85=1 = S=,q=9pi=_ r=¢

(T36, T15)

=.p=r [T17, T40]

fi

= .
fi

3

p—=— , == EQ,E’)’:E:QEP_%’F
[244 =p P=1 ‘*’]
r q

p=.q=ris=iQ=p, =7 =ilp=.Qg=¢7.= . §==

=/ g=p.=7r:=,5=1 [Tilqsp-r,p.qqm’,;
s=1

r
s=ig=p.=r).=,S=.Qg=pi=ri=.S=.q
=p =7r . =1 = s= ,qQq=p =71 = I
THSE QEP:E”', S = qu,ssfr’ .t_

p q r
r=l.=pi=il=r=p.=ur=l.=pi=ig=sr7r,
=.s5=[, .=, =, r=pi1=.q=7r.=,§=1{
Tﬂt'_——- rap’ rat.sp’ QE’I’.E.SEt]

; q r
p=.g=r:= . s=t/.=.”,8§= g=p:=.,r=1{: =
wp=Eg=sris.s=lS. = lp=q=r.= =[] =
NWs= . q=p = r= = p=lg=r,=.5=1
[Tﬂsg R e T s

q
p=:q= =.,8=1

p=gqg.=7r:1=_:

_.z p=q.=r
g r
s=mig=pi=rS.=ll=ls=m.qg=p:=r,, =t
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T56.

T57.

T58.

759.
760.

T61.

T62.
T63.
T64.

T65.

T66.

T67.

T68.

T69.
T70.
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p=Q.=risip=. Q=7 .=/p=r.=qi=:p=
g.=r [T25 T50]
p=g=ri=ip=gqg.=7r.=p=.¢=r:=1¢0=
p.=r [T31, T51)
S=.p=ri=/jg=s.=lp=g.=7rl=§= .p=7
= C.8=q ., = p=q.=7 [T33, T52]
p=.g=r:= =l =us=19g=p. =7, =l=
mp=.Q=r:=.5=1 = =.q=p:=7 ' =¢
(737, T53]

p=r.=q:=:p=gq.=7r [T54, T3]
g=p.=7r [T55 A2]

g=p.=r.:=.s5=l'=us=1g9g=p.=7r". =t
= = t
[T599 P-=7 3, —]
Qg r

g=s. = 1p=7r,=q.. = g=8s.=:p=gq.="7

g=p.=ri=:p=.g=1r [T10, T59]

PE_QE')’:E,SEt.'_E.'.ng,a;TZE_SEt.

(746, T59)

p=.g=r:=.8=(] =/ qg=p.=r:=.s=li=
mpE= g=ri= s=t, . =us§=1q=p.=7 ., =1
[T'35, T60)

s=.,p=ri=, g=§.=!p=7.=gii=8= . p=
ri=sg=s.=:p=gq.=r [T34, T61]
re=t.=p:i=iq=r.=.8§=1'=/l=.r=p:=:
g=r7r.=.,8=t '[.Té@, T63]

p=.g=x7_:
(765, T64]

S= .p=7:

=.s=t =us=:1¢g=p.=r. . =1

= [T66, T23]
r [T56, T69]

Sg=s.=:

I
i

s=.p=r:=_/"s=¢q.

fi

T L e
1
N R

r=t.=p=:1¢q=r.=.s=fu="r=10 =p:=:
g=r.=.s=lmw=nr= = .pE:QEr,E,SEt
=l=.r=p:=.¢= =.,8=1 [T39, T67]
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772, p=.g=r:=.s5=t/ . =s=.qg=pi=v¢r /S =1{
(757, T68]

T78. r=t.= .p=:qg=r.=.s§=f1=/[l= r=pi=:
g=r.=.5=¢t [T71 T6]

T74 p=.q=r:= . s=t'=. . s=.¢g=pi=.r=t [T43 179

T75, s=.q=p:=nr=t.='.p=i(=r.=.5=fn=
§ =, ,9g=p:= l=.r=p:=iq=7.=.8§=1
[T38, T73]

T76. p=.qg=r:= sst.‘.a——..pa“q57 =, 8= =
Ns= g=pi=.r=[/,=""p= =7, = S== i
[T'49, T74]

T77. s=,g=p:=.r=t, =/ p=_ g=m7¢ = §=1{
(776, Ti4]

T78. s=.q=p:=ur=t(.= ., p==:g==y = 8=
[T18, T77)

T79. s=.9g=p:= t=.r=p:=:1q¢q=r.=.5=1}
[T75, T78]

2) Jede Aquivalenz vom Grade 1 und 2 [von einem Ausdruck
X werde ich hier sagen, dass er eine Aquivalenz vom Grade n ist,
wenn folgende Bedingungen erftillt sind: a) X ist eine Aquivalenz,
deren beide Seiten Aquivalenzensttze sind, die genau je » (nicht
unbedingt verschiedene) Variablen enthalten, b) wenn eine von den
Seiten der Aquivalenz X irgendeine Variable ¥ enthult, so enthalt
die zweite Seite: der Aquivalenz X genaun so viel mit ¥ gleichge-
stalteter Variablen, wie viel von ihnen sich, einschliesslich der Va-
riablen Y selbst, auf der ersten Seite der Aqmvalenz finden] ist im
System & auf Grund der Theoreme T19, T7, T20 und T21 beweisbar.
3) Wenn —
a) A ein Aquivalenzensatz ist, der genan n (n>> 3) Variablen
enthilt (welche nicht unbedingt verschieden zu sein brauchen),
b) V eine zu A gehorige Variable ist,
¢) jede Aquivalenz von einem von n niederen Grade im System
& beweisbar -ist, —
8o ist im System & eine gewisse Aquivalenz vom Grade
beweisbar, deren linke Seite mit A gleichgestaltet ist, und deren

rechte Seite eine Aquivalenz bildet, deren rechte Seite mit ¥’ gleich-
gestaltet ist.
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Davon konnen wir uns mit Hilfe einer Schlussfolgerung tiber-
zeugen, die sich in groben Ztigen folgendermassen darstellen lisst:

Nehmen wir an, dass fir gewisse 4, # und ¥ die Bedingungen
a—c erfullt sind. Aus a ergibt sich, dass

d) jede von den Seiten der Aqulvalenz 4 weniger, als n, Va-
riablen enthalt,
aus o und dass

e) einer der folgenden vier Fille eintritt:

@) V ist die rechte Seite der Aquivalenz 4,

B) V ist die linke Seite dér Aquivalenz 4,

y) V gehdrt zur rechten Seite der Aquivalenz 4, aber er-
schopft diese Seite nicht,

8) V gehtrt zur linken Seite der Aquivalenz 4, aber er-
schipt diese Seite micht,

f) Wenn der Fall « eintritt, so ist die Aquivalenz, deren
beide Seiten mit A gleichgestaltet sind, augenscheinlich (gemtss a)
eine Aquivalenz vom Grade n, deren linke Seite mit 4 gleichge-
staltet ist, und deren rechte Seite eine Aquivalenz bildet, deren
rechte Seite mit V gleichgestaltet ist; die gesagte Aquivalenz vom
Grade n ist im System & auf Grund des Theorems 719 beweis-
bar, ist also eine vom Satze 3, von dessen Richtigkeit wir uns
tiberzeugen wollen, erforderte Aquivalenz.

g) Wenn der Fall B eintritt, so bildet die Aquivalenz (nen-
nen wir sie B), deren linke Seite mit 4 gleichgestaltet ist, die
rechte Seite hingegen eine Aquivalenz ist, deren linke Seite mit der
rechten Seite der Aquivalenz 4, und deren rechte Seite mit der
linken Seite der Aquivalenz A gleichgestaltet ist, eine erforderte
Aquivalenz: die Aquivalenz B ist im System & apf Grund von 77
beweisbar.

k) Wenn' der Fall v elntmtt, so konnen wir dem Umstande
gemiss, dass die rechte Seite der Aqmvalenz A nach d weniger,
als n, Variablen enthilt, eine solche Aquivalenz (neunen wir sie C)
von einem von 7 niederen Grade bilden, deren linke Seite gleich-
gestaltet ist mit der rechten Seite der Aquivalenz 4, die rechte
Seite hingegen eine Aquivalenz ist, deren rechte Seite mit V gleich-
gestaltet ist. Die Aquivalenz C ist nach ¢ im System & beweisbar.
Indem wir in 769 fur ,p“ mit der linken Seite der rechten Seite
der Aquivalenz O gleichgestaltete Satze, fir ,¢“ mit der linken
Seite der Aquivalenz 4 gleichgestaltete Sitze, fiir ,7¢ mit ¥ gleich-
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gestaltete Sttze, fir ,s¢ mit der rechten Seite der Aquivalenz 4
gleichgestaltete Sutze einsetzen, erhalten wir auf diese Weise eine
gowisse Aquivalenz (nennen wir sie D), die im System & anf Girand
von T69 beweisbar ist. Auf Grund der Aquivalenzen D und ¢
konnen wir mit Hilfe der ,Abtrennungsdirektive’ im System & die
erforderte Aquivalenz vom Grade 7 beweisen, deren linke Seite mit
A gleichgestaltet ist, und deren rechie Seite eine Aquivalenz bildet,
deren rechte Seite mit ¥V gleichgestaltet ist,

i) Wenn der Fall § eintritt, so konnen wir dem Umstande
gemiss, dass die linke Seite der Aquivalenz 4 nach d weniger, als
n, Variablen enthilt, eine solche Aquivalenz (nennen wir sie &) von
einem von # niederen Grade bilden, deren linke Seite gleichgestal-
tet ist mit der linken Seite der Aquivalenz 4, die rechte Seite hin-
gegen eine Aquivalenz ist, deren rechte Seite mit V gleichgestaltet
ist. Die Aquivalenz E ist nach ¢ im System & beweishar. Indem
wir in 770 fir ,p* mit der linken Seile der rechten Seite der
Aquivalenz E gleichgestaltete Sitze, fir ,9“ mit der rechten Seite
der Aquivalenz A gleichgestaltete Satze, fiur ,r% mit V gleichge-
staltete Sitze, ftir ,s“ mit der linken Seite der Aquivalenz A gleich-
gestaltete Stze einsetzen, erhalten wir auf diese Weise eine gewisse
Aquivalenz (nemnen wir sie F), die im System & auf Grund von
T70 beweishar ist. Auf Grund der Aquivalenzen #' und E konnen
wir mit Hilfe der ,Abtrennungsdirektive* im System & die erfor-
derte Aquivalenz vom Grade n beweisen, deren linke Seite mit .4
gleichgestaltet ist, und deren rechte Seite eine Aquivalenz bildet,
deren rechte Seite mit V" gleichgestaltet ist.

Aus ¢, f, g, h, i ergibt sich, dass im System & eine Aquivalenz
vom Grade n beweishar ist, deren linke Seite mit 4 gleichgestaltet
ist, und deren rechte Seite eine Aquivalenz bildet, deren rechte Seite
mit V gleichgestaltet ist.

4) Wenn —

a) A eine Aquivalenz vom Grade n(nz=38) ist,

‘ b) jede Aquivalenz von einem von n niederen Grade im Sy-
stem & beweishar ist, —

80 ist. 4 im System & beweisbar.
Wir k.(innen uns davon mit Hilfe einer Schlussfolgerung tiber-
zeugen, die sich in groben Ztigen folgendermassen darstellen 14sst:
Nehmen wir an, dass fir gewisse 4 und n die Bedingungen o
und b erfillt sind. Aus a ergibt sich, dass es so ein ¥ gibt, dass

icm

Neues System der Grundlagen der Mathematik. 25

¢) V eine Variable ist, die zur linken Seite der Aquivalenz 4
gehort;
gemiss a, ¢ und b wird sich nach den Betrachtungen sub 3 so ein
B finden, dass —

d) B eine Aquivalenz vom Grade » ist,

¢) die linke Seite der Aquivalenz B mit der linken Seite der
Aquivalenz A gleichgestaltet ist,

f) die rechte Seite der rechten Seite der Aquivalenz B mit
V gleichgestaltet ist, :

g) B im System & beweisbar ist;
nach a und ¢ wird sich so ein V’ finden, dass —

k) V' eine Variable ist, die zur rechten Seite der Aquivalenz 4
gehort,

i) ¥’ mit V gleichgestaltet ist;
gemiss a, b und b wird sich nach den Betrachtungen sub 3 solch
ein C finden, dass —

k) C eine Aquivalenz vom Grade n ist,

l) die linke Seite der Aquivalenz C mit der rechten Seite der
Aquivalenz 4 gleichgestaltet ist, ;

m) die rechte Seite der rechten Seite der Aquivalenz Cmit ¥
gleichgestaltet ist, .

n) C im System & beweisbar ist;
nach a, d, e, & und ! wird sich solch ein D finden, dass —

0) D eine Aquivalenz vom Grade n ist,

p) die linke Seite der Aquivalenz D mit der rechten Seite der
Aquivalenz B gleichgestaltet ist,

q) die rechte Seite der Aquivalenz D mit der rechten Seite
der Aquivalenz C gleichgestaltet ist;
aus p, f, 4, m und g ergibt sich, dass % B ,

7) die rechte Seite der linken Seite der Aquivalenz D mit
der rechten Seite der rechten Seite der Aquivalenz D gleichge-
staltet ist; :
pach o und » wird sich solch ein E finden, dass —

s) E eine Aquivalenz von einem von # niederen Grade ist,

#) die linke Seite der Aquivalenz E gleichgestaltet mit der
linken Seite der linken Seite der Aquivalenz D ist,

u) die rechte Seite der Aquivalenz E gleichgestaltet mit der
linken Seite der rechten Seite der Aquivalenz D ist;
aus b und s ergibt sich, dass
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v) £ in System & beweisbar ist;
indem wir in 779 fur ,p“ mit V glelchvestaltete Sutze, ftr ,g%
mit der linken Seite der Aqulvalenz E gleichgestaltete Sttze, fitr
or* mit der rechten Seite der Aquwalenz E gleichgestaltete Sttze,
fur ,s* mit der linken Seite der Aqulvalenz A gleichgestaltete
Sitze, fir ,t* mit der rechten Seite der Aquivalenz 4 gleichge-
staltete Sitze einsetzen, erhalten wir auf diese Weise eine neue
Aquivalenz F, die die Bedingungen erftillt:

w) die linke Seite der Aquivalenz F ist (nach ¢, f, p und )
mit B gleichgestaltet,

x) die linke Seite der rechten Seite der Aquivalenz F' ist
(vach I u, ¢, < und m) mit C gleichgestaltet,

y) die linke Seite der rechten Seite der rechten Seite der
Aquivalenz F ist mit E gleichgestaltet.

2) die rechte Seite der rechten Seite der rechten Seite der
Aquivalenz F ist mit A gleichgestaltet,

ag) die Aquivalenz F ist im System & auf Grund von 779
beweisbar;
aus aa, w und g ergibt sich, dass

ab) im System & mit Hilfe der ,Abtrennung® ein Satz be-
weisbar ist, der mit der rechten Seite der Aquivalenz F gleichge-
staltet ist,
aus ab, « und n, dass

ac) im System & auf demselben Wege ein Satz beweishar ist,
der mit der rechten Seite der rechten Seite der Aquivalenz F gleich-
gestaltet ist,
aus ac, ¥, v und 2, — dass 4 (wiederum mit Hilfe der , Abtrennung)
im System & beweisbar ist.

5) Aus 2 und £ ergibt sich, dass jede Aquivalenz von jedem
natiirlichen Grade im System & beweisbar ist.
6) Wenn —

a) A ein Aquivalenzensatz ist,

b) wenn irgendein V eine zu A gehtrige Variable ist, so ist
die Zahl der mit V gleichgestalieten Variablen (V7 einschliesslich),
die zu A gehtren, eine gerade Zahl, —

80 ist 4 im System S bewelsbar

Grober Umriss der Begrtindung:

Nehmen wir an, dass ftir ein gewisses 4 die Bedingungen a
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und b erftllt sind. Aus a ergibt sich, dass sich so ein # finden
wird, dass

¢) A genau n (nicht unbedingt verschiedene) Variablen enthalt;
gem#ss a, b und ¢ wird sich solech ein B finden, dass —

d) B eine Aquivalenz vom Grade n ist,

¢) die linke Seite der Aquivalenz B eine Aquivalenz vom

Grade g ist,

f) die rechte Seite der Aquivalenz B gleichgestaltet mit A ist;
ans d und e ergibt sich nach 5, dass

9) B und die linke Seite der Aquivalenz B im System &
beweisbar sind,
aus g und f, — dass auch 4 im System & (mit Hilfe der ,Ab-
trennung*) beweisbar ist,

7) Wenn irgendein Satz eine zu dem System 6 gehorige These
ist, so ist er ein in der gewthnlichen Theorie der Deduktion be-
wexsbarer Aquivalenzensatz, denn: a) beide Axiome des Systems &
sind Aquivalenzensiitze, die in der gewohnhchen Theorie der De-
duktion beweisbar sind; b) indem wir auf die in der gewthnlichen
Theorie der Deduktion beweisbaren Aquivalenzensitze die ,Ein-
setzungs-“ und die ,Abtrennungsdirektive“, welche fiir das System &
angenommen sind, anwenden, erhalten wir immer nur Aquivalenzen-
siitze, die in der gewbhnlichen Theorie der Deduktion beweisbar sind.

8) Keine Absurditit vom Typus 1 [von einem Ausdruck X
werde ich hier sagen, dass er eine Absurditit vom Typus  ist, wenn
folgende Bedingungen erfullt sind: a) X ist ein Aquivalenzensatz,
der genau # Variablen enthélt, 5) keine in X enthaltene Variable
ist gleichgestaltet mit einer in X enthaltenen anderen Variablen]
ist in der gewdhnlichen Theorie der Deduktion beweisbar — wegen
der Widerspruchsfreihet dieser Theorie.

9) Wenn —

a) A eine Absurditit vom Typus n(n2>>2) ist,

b) keine Absurditit von einem von n niederen Typus in der
gewbhnlichen Theorie der Deduktion beweishar ist, —

so ist 4 in der gewdhnlichen Theome der Deduktmn nicht
beweisbar.

Grober Umriss der Begrtindung:

Setzen wir voraus, dass fir gewisse 4 und » die Bedingungen
a und b erftllt sind, und nehmen wir gleichzeitig an, dass
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¢) 4 in der gewthnlichen Theorie der Deduktion heweisbar ist,
Gemiss a wird sich soleh ein B finden, dass

d) B eine Aquivalenz vom Grade n ist,

¢) die linke Seite der Aqq}valenz B mit 4 gleichgestaltet ist,

f) die rechte Seite der Aquivalenz B eine Absurdittt vom
Typus # ist,

g) die linke Seite der rechten Seite der Aquivalenz B eine
Satzvariable ist,

k) die rechte Seite der rechten Seite der Aquivalenz B eine
Absurditit vom Typus n—1 ist;
aus d ergibt sich nach 5 und 7, dass

i) B in der gewthalichen Theorie der Deduktion beweishar ist;
nach 4, e und ¢ wird sich soleh ein C finden, dass —

k) C wmit der rechten Seite der Aquivalenz B gleichgestaltet ist,

!) C in der gewdhnlichen Theorie der Deduktion beweisbar ist;
aus ¢ und % ergibt sich, dass

m) die linke Seite der Aquivalenz C eine Satzvariable ist;
indem wir in C fttr* die Variable, welche nach m die linke Seite
der Aquivalenz C bildet, und welcher nach % und f keine mit ihr
gleichgestaltete Variable auf der rechten Seite dieser Aquivalenz
entspricht, das Theorem 719 einsetzen, erhalten wir eine neue
Aquivalenz D, die folgende Bedinguugen erftllt:

u) Dist in der gewthnlicken Theorie der Deduktion auf Grund
von C beweisbar (gemdss I), '

0) die linke Seite der Aql_livalenz D ist mit T'19 gleichgestaltet,

p) die rechte Seite der Aquivalenz D ist eine Absurditiit vom
Typus #n—1 (gemuss k und A);
aus n» und o ergibt sich, dass

r) die “rechte Seite der Aquivalenz D in der gewdthnlichen
Theorie der Deduktion beweisbar ist,
aus b und p dagegen, dass

s) die rechte Seite der Aquivalenz D in der gewthnlichen
Theorie der Deduktion nicht beweishar ist;
s widerspricht dem r; es muss also unsere Annahme irrig sein
dass die Bedingungen a, b und ¢ zugleich erfillt sind. 1

10) Aus 8 und 9 ergibt sich, dass keine Absurditit von einem

natirlichen Typus in der gewohulichen Theorie der Deduktion be-
weisbar ist.
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11) Wenn —
@) A ein Aquiyalenzensatz ist,
by V eine zu A gehtrige Variable ist,
¢) die Zahl der mit V gleichgestalteten Variablen (¥ ein-
schliesslich), die zu 4 gehoren, eine ungerade Zahl ist, —
so ist A in der gewthnlichen Theorie der Deduktion nicht be-
weisbar.
Grober Umriss der Begrindung:
Setzen wir voraus dass fir gewisse A und V die Bedingungen
a — ¢ erfillt sind, und nehmen wir gleichzeitig an, dass
d) A in der gewthnlichen Theorie der Deduktion beweisbar ist.
Aus d ergibt sich nach 10, dass
¢) A keine Absurditit von einem nattirlichen Typus ist;
gemiiss a, b, ¢ und ¢ wird sich solch ein B finden, dass —
/) B eine Aquivalenz von einem nattrlichen Grade ist,
g) die linke Seite der Aquivalenz B gleichgestaltet mit A ist,
k) die linke Seite der rechten Seite der Aquivalenz B eine
Aquivalenz von einem mnatiirlichen Grade ist,
i) die rechte Seite der rechten Seite der Aquivalenz B eine
Absurditiat. von einem nattirlichen Typus ist;
aus f und h ergibt sich nach 5 und 7, dass —
k) B in der gewthnlichen Theorie der Deduktion beweisbar ist,
l) die linke Seite der rechten Seite der Aquivalenz B in der
gewohnlichen Theorie der Deduktion beweisbar ist;
aus k, g und d schliessen wir, dass
m) die rechte Seite der Aquivalenz B in der gewdhnlichen
Theorie der Deduktion beweisbar ist,
aus m und J, dass R
n) die rechte Seite der rechten Seite der Aquivalenz B in der
gewohnlichen Theorie der Deduktion beweisbar ist;
aus i ergibt sich nach 10, dass T ‘
0) die rechte Seite der rechten Seite der Aquivalenz B in der
gewthnlichen Theorie der Deduktion nicht beweisbar ist;
o widerspricht dem n; es muss also unsere Annahme irrig sein,
dass die Bedingungen a — ¢ und d zugleich erfallt sind.
12) Wenn -
a) 4 ein Aquivalenzensatz ist,
b) A in der gewthnlichen Theorie der Deduktion beweisbarv

ist, —
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go ist 4. im System & beweisbar. -

Kommentar: Nehmen wir an, dass ftir ein gewisses 4 die Be-

dingungen a und b erfullt sind. Aus a und b ergibt sic!n nacl.l 11, dafss,
¢) wenn irgendein V eine zu A gehorige Variable ist, so ist

die Zahl der mit V gleichgestalteten Variablen (V einschliesslich),

die zu A gehoren, eine gerade Zahl;

aus @ und ¢ schliessen wir — den Betrachtungen sub 6 gemiss —,

dass 4 im System & beweishar ist. .

13) Aus 12 und 7 ergibt sich, dass das System & alle in der
gewdhnlichen Theorie der Deduktion beweisharen Aquivalenzensitze
und keine anderen Sttze enthalt.

§ 4. Bin weiteres Entwicklungsstadium der Protothetik habe ich
erhalten, indem ich tber die Frage pachdachte, mittels welcher
Axiome und Direktiven man das im vorhergehenden § bespro-
- chene System & ! verstirken misste, um aus ihm ein System
des gewdhnlichen ,Aussagenkalkiils® zu erhalten, vervollstdndigt
durch die Hinzufugung der These, die besagt, dass [p, ¢,/ ]..p=gq.
O :f(p). =.f(g), rugleich mit allen Konsequenzen dieser These. Es
lag mir an der Konstruierung eines Systems, in welchem unter
anderen eben solch eine These beweisbar wire, denn diese These
hatte fur mich seit dem J. 1922 und hat bis nun gerade solch eine
Geltung, wie jede These des gewthnlichen ,Aussagenkalkils“ uber-
haupt (mit den Zweifeln theoretischer Natur, welche in Bezug auf
die in Rede stehende These jemandem aufkommen kinnten, werde
ich mich aus technisch-redaktionellen Griinden erst in einem der
weiteren Abschnitte etwas niher beschaftigen) Das auf diesem
Wege von mir aufgebaute System eines verstirklen »Aussagenkal-
ktlst werde ich hier der Ktirze halber das System &, nennen;
dieses System charakterisiert sich unter anderem durch folgende
Eigenschaften:

) Im System &, treten ,Variablen“ aller soleher ,semantischen
Kategorien* auf, die in ihm durch irgendwelche ,Konstanten® re-
prisentiert sind; im besonderen baben wir es in diesem System -—

im Gegensatz zom System der Herren Whitehead und Rus-

) Mit gewissen Thesen, deven jede, wie es Horr Wajsberg im J, 1926
nachgewiesen hat, als das einzige Axiom des Bystems ¢ angenommen werden
kinnte anstatt des Axiomensystems, das aus den Axiomen AI und 42 bestoht,
werde ich mich in einem der weiteren Abschnitte dieser Mitteilung beschiiftigen.
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sell — mit variablen Funktionszeichen bei Argumenten, die Sttze
sind, zu tun®, ’

b) Von zwei Arten der Variablen, den sogenannten scheinbaren
Variablen und den sogenannten reellen Variablen, welche noch
von den Herren Whitehead und Russell in der ersten Aus-
gabe der , Principia mathematica® angenommen wurden?, sind im
System &, nur die ,scheinbaren* Variablen erhalten geblieben. [Von
der Uberflissigkeit des Einfiihrens von sreellen Variablen in die
Mathematik gab ich mir schon im J. 1920 Rechenschaft. Herr . u-
kasiewicz schreibt in- seiner im J. 1921 herausgegebenen , Zwei-
wertigen Logik“, die mit Hilfe von ,scheinbaren* Variablen allein
aufgebaut wird: ,Nur scheinbare Variablen anerkennend, bin ich
der Meinung von Prof. Leéniewski nachgefolgt¢ 9. Die Uberfliissig-
keit des Unterscheidens der ,reellen von den ,scheinbaren“ Varia-
blen anerkennen in der zweiten Ausgabe des Bandes I der  Prin-
cipia mathematica* aus dem J. 1925 die Herren Whitebhead und
Russell?

Die Axiome des Systems &, ktnnte man in einer Symbolik,
welche der Symbolik der Herren Whitehead und Russell
nachgebildet ist, die bekanntlich eine Entwicklung der Symbolik
des Herrn Peano darstellt?, auf folgende Weise aunfschreiben:

Ax. I pgr] p=r.=.q=p:=.r=¢g9

dz. II.  [pgr]op=.g=ri=:p=gq.=7¢?

Aw. L [g,p)::(71::9(p,p) . = 2 [r]:f(ry 7). = . g(p, p): =:

[r:ftryr). = . g(p = .[q] . ¢, p):: = .[q] - 90, P)

(Davon. dass das Az. IlI im gewthnlichen ,Aussagenkalkil“, ver-
starkt durch die Hinzufugung der These, die besagt, dass

@ [peflp=q.D:/(p). =19
beweisbar ist, habe ich mich tiberzeugt, indem ich mich stiitzte anf
das oben .erwihute Th. 10 aus der Arbeit Tarski, und auf die
aus dem J. 1922 stammenden Resultate der Forschungen von Herrn
Tarski, die die Aquivalenzen betrafen, welche zwischen der These,

D Vrgl.: Whitehead-Russell. 8, 7.
) Vrgl.: Whitehead-Russeil,, SS. 16 und 17,
5 Lukasiewicz,. 8. 3.
4) Vrgl.: Whitehead-Russell,. 88, XIII und XVIIL
B) Vrgl.: Whitehead-Russell. 8. 4, :
6 Vrgl. 41 im § 8.

M Vrgl. 42 im § 3.
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nach der [p, ¢ f):p = ¢.f(p). D.f(g), und verschiedenen anderen
Thesen des ,Aussagenkalktils® bestehen?: auf eine vollkommen
banale Weise die betreffenden Schlussfolgerungsmethoden des Herrn
Tarski anwendend, habe ich in dem durch die Hinzufiigung der
These o verstirkten ,Aussagenkalkil® festgesetzt, dass —

d(b) [9:2): 9(p, ). 9(~(®) ) - = . [g] - 9 (& )¥
un
© g pli~(p).=p=[g).q - D:g(~(p)p)- = glp=.a]. ¢;p);

erwigend, dass
@ )~ (). =:p="[q]. 4%
folgerte ich aus ¢ und d, dass

© [lgp):g(~@hp) = g(p="[g). ¢.P)
und weiter aus b und ¢, dass

N [gpl:gmp) . 9(p="1g)-0p) =4 9(g )
auf eine zu der von Herrn Tarski im Beweis des Th. 10 aus

der Arbeit Tarski, angewandten Schlussfolgerungsmethode voll-
stindig analoge Weise habe ich mich tberzeugt, dass

@ (pg=p.g.=ulflip =[] flr ). = pi=ilr]if(r, r). = g
aus f und g habe ich das Awx. III erhslten. Ich bemerke hier ge-
legentlich, dass, wie dies sich aus den in den weiteren Abschnitten
dieser Mitteilung enthaltenen Betrachtungen ergeben wird, die Ans-
driicke, die in den Axiomen Awx. I — Awx. III auftreten, nur zu
zwei verschiedenen ,semantischen Kategorien“ gehtren: der ,se-
mantischen Kategorie“, reprisentiert z. B, durch die Variablen ,p“
und ,7“ in dem Ausdruck ,p = r¥ und der ,semantischen Kate-
gorie“, reprisentiert z. B. durch das Zeichen ,=*% oder auch durch
die Variable ,,f“ in dem Ausdruck ,f(r,7)%; wenn ich mich beim
Formulieren der Axiomatik des Systems &, fiir das Operieren mit
Ausdrticken entschlossen hitte, die noch zur dritten ,semantischen
Kategorie® gehdren, nimlich mit variablen Funktionszeichen bei
nur einem Satzargument, hitte ich, wie ich es schon in der Ent-
stehungszeit des Axiomensystems Az. I — Ax. IIT gut wusste, dem

U Vrgl: Tarski, §8. 22 und 24, Tareki, 88, 64, 65, 67, 68 und 7178,
? Vrgl: Tarski, 88, 18, 19 und 24, Tarski, 88, 67, 68 und 78,

% Vrgl: Tarski, 8. 24. Tarski, 8, 78,

9 Vrgl.: 8chryder, 8. 77. Tarski, 8, 197,
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Az. IIT eine etwas kirzere Gestalt geben konnen; das Binfihren
noch einer dritten ,semantischen Kategorie“ in die Axiomatik des
Systems &, wollte ich aus annshernd solchen Antrieben vermeiden,
welche die Bemuthungen zahlreicher Forscher in ihrem Streben nach
Verringerung z. B. der Zahl der Axiome oder der Zahl der primi-
tiven Termine dieser oder jener Theorie leiten.]

In der von mir ersonnenen Symbolik haben die Axiome des
Systems &, folgende, durch das Vergleichen beider Formen der
entsprechenden Axiome leicht zu entziffernde, Gestalt [die Ausdriicke

vom Typus ”(')P(P q)“ vertreten hier die entsprechenden Ausdriicke
vom Typus ,p = ¢* aus den Axiomen Az. I— 4z III}:

A1 | pgq r__,?) (AF (({3 (p T)(#(Q P)) <> (r fl))_1
42 pgr) Y @) (b 0@ n) Q50 r))1

r

43 Lgp, b (Lff+ (oo rrblremowa o3 (s

M B !
(6w La,713)) )) L9l p)“)

Die neuen Sitze erhielt ich im System &,; auf Grund schon zu
dem System gehoriger Sutze, indem ich folgende sechs Direktiven
anwandte (ich beschrinke mich in diesem § einstweilen auf eine
nur ganz allgemeine Charakterisierung dieser Direktiven):

%) die ,Abtrennungsdirektive* — eine solche, wie im System &;

- @) die ,Binsetzungsdirektive »; .

1) die ,Direktive der Verteilung des Quantifikators®, welche in
dem Fall, dass irgendeine These 7' schon zu dem System gehort,
die aus einem universalen Quantifikator ¢ und einer ,unter“ die-
sem Quantifikator stehenden Aquivalenz A zusammengesetzt ist, eine
neue These zum System hinzuzufiigen gestattet, welche aus der
These 7T durch ,Versetzung® — auf eine genau bestimmte und
in der Praxis keine Zweifel aufdringende Weise — aller oder nur

1) Vrgl, unten im §11 T. B XLVIl und 7. E. XLVIII und weiler unten in
demselben § 11 den Punkt & der Vorschrift, betreffend die Konstruktionsmethode
des Systems &,

Fundsmenta Mathematicse, T. XIV. 3
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einiger im Quantifikator ¢ enthaltenen Variablen in die Quantifika~
toren vor die linke and vor die rechte Seite der Aquivalenz 4 ge-
bildet ist [auf Grund dieser Direktive ist es z. B. erlaubt, die These

n(#(l_pqr_,r({) (({D (p7) ¢ (g 10))~| a7 r*# (r q)")“ oder die Thesge
nLrJraP (1_1" (I_Jr(# (#(P 7”)<> (fIP))_]LQ_xr#) (r Q)q)—w zu dem System

hinzuzuftigen, sobald man schon im System das Axiom A7 hat; es
ist auch nach der genannten Direktive gestattet, die These

Oluons b (g(p 2% (o0 (1 natwp) e Sl g (e
7 « r r
rq_')lj))—l)) L9 P9, 9(gp)7] oder die These , p #’ L9 #3(9

(py) ¢(L"‘_Jr¢ (frr)g (PP)PL.””IC# (f (rr)g (‘#(P L2 rﬂ—')}’))_‘>)199_)
4

Tg(@p)’ | in dem System abzuleiten, sobald man schon im System

tber das Axiom A3 verfigt; u. s. w. 0] 2;
5) die Direktive des Aufschreibens von Definitionen, welche, in-
den sie gewissen genau festgestellten Bedingungen gentigen, die Gestalt

) Vrgl.: Whitehead-Russell, Theoreme % 10271 und # 1143

9 Vrgl. unten im §11 7. E. XLV und den Punkt 2 der Vorachrift, betref-
fend die Konsiruktionsmethode des Systems ;. Ich erwihne hier zur Vermeidung
eventueller Missverstindnisse, dass, allein genommen, keine der Direktiven des
Systems €, bei Hinzatligung neuer Thesen zu dem System die Methode der nAb-

trennung unter dem Quantifikator, d. h, die Methode des Folgerns nach dem
Schema —

(1) (eb.kl.x y..._Jr(#(f(a bk lu)glab..xy..))’

@  Leb.kl. Tf(ab.ki.),

und

also
B |ebuzy. Tgladb.zy.)) —,

anzuwenden erlaubt. Eine Ableitung aus irgendwelchen Thesen vom Typus 1 und 2

der entsprechenden "These vom Typus 8 kann in dem betrachteten System schritt-

weise durchgefiihrt werden, indem man zuerst aus der These 1 nach der Direktive

7 die entsprechende These erhiilt, die besagt, dass

1) (JT')(UI buklo Tf@b.. ki) Led.sy. Tyob.a y...)j)’

Emd i‘nde.m man nachher die gewbhnliche »Abtrennung*, die mit der Direktive a
iibereinstimmt, auf die Thesen 1* und anwendet,
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von Aquivalenzen besitzen, die das Definiendum in ibrer linken
Seite enthalten;

¢) die Direktive des Aufschreibens von Definitionen, welche,
indem sie gewissen genau festgesetzten Bedingungen geniigen, aus
einem universalen _Quantiﬁkator und einer ,unter“ diesem Quanti-
fikator stehenden Aquivalenz, die das Definiendum in ihrer linken
Seite enthalt, bestehen;

) die Direktive, welche die Quantifikatoren betrifft und welche
in der Praxis in Verbindung mit den ubrigen Direktiven die
Durchfithrung aller allgemein bekannten Operationen mit den uni-
versalen Quantifikatoren gestattet (auf diese Direktive werde ich
etwas niher im § 6 eingehen).

Auf Grund der weiteren Abschnitte dieser Mitteilung wird sich
der Leser orientieren konnen, wie konkret im System &, die Ab-
leitungen der verschiedenen Theoreme des gewohnlichen ,Aussa-
genkalktils¢ aussahen.

§ 5. Auf die Idee, in die Axiomatik des Systems &, das Axiom
A3 einzutithren, bin ich unter dem unmittelbaren Einfluss der oben
erwihnten , Zweiwertigen Logik“ des Herrn Lukasiewicz ge-
kommen, welche die Tradition der Verifizierung einzelner Thesen
des ,Aussagenkalkills® durch Einsetzung von ,Nullen® und ,Ein-
sen“ fiir die in diesen Thesen auftretenden Variablen kontinuiert
und welche unter ihren Direktiven eine folgendermassen lautende
Direktive enthdlt: ,(d) Ich anerkenne jeden Ausdruck, der Varia-
blen mit universalen Quantifikatoren enthilt, und aus dem durch
Einsetzung der Werte 0 und 1 an Stelle der Variablen lauter an-
erkannte Ausdriicke entstehen® ®. Die These A3 entstand eben, als
eine Realization der Tendenz, die theoretischen Moglichkeiten, wel-
che aus der genannten Direktive fliessen, in den Rahmen irgend-
eines speziellen Axioms zu fassen, Diese These ermbglichte mir,
wie es sich aus einem der weiteren Abschnitte dieser Mitteilung
zeigen wird, die Anwendung in der Praxis im System &;, von
einer gewissen Stelle in diesem System an, der Methode des Be-
weisens respective des Widerlegens von Thesen, die mit universalen
Quantifikatoren, Satzvariablen enthaltend, beginnen, mittels Bernfung
auf entsprechende solche schon im System bewiesene oder widerlegte

1) Vrgl: Lukasiewicz, S, 3,
2 Op. eit, 8. 11
3%
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Thesen, welche aus den Thesen, die eben bewiesen oder widerlegt

werden sollen, durch entsprechende Einsetzung fir die zu ihnen
gehorigen Satzvariablen der im System &, den ,Nullen“ und , Ein-
sen“ des traditionellen , Aussagenkalkiils“ entsprechenden Ausdriicke

Lg% und ,,¢(l_q LT g, g )4, gebildet werden konnten.

Ich wusste nicht, im System &, eine Reihe von Thesen zu be-
weisen, die in diesem Systeme sinnvoll sind und die fur mich
dieselbé Geltung haben, wie jede bekannte These des gewthnlichen
pAussagenkalkills® tberhaupt. Ich konnte mir im hesonderen in
dieser Beziehung mit den zahlreichen Thesen keinen Rat schaffen,
welche Variablen enthalten, die nicht Satzvariablen, sondern va-
riable Funktionszeichen sind, Es war mir ginzlich unbekannt, ob
im System &, z B. die These ableithar ist, die man in einer im
Stile der Symbolik der Herren Whitehead und Russell ge-
haltenen Symbolik in die Form des Satzes ,[f, g]..[p, ¢]:/(p, q)-
=.9(p,¢9:=:{pl:@{f}.=.9{g}* fassen konnte. Da ich ein Sy-
stem des ,Aussagenkalkiils“ aufbauen wollte, welches, das System
&, enthaltend, zugleich die Eigenschaft besitzen sollte, dass ich
keine in diesem System sinnvolle These zu konstruieren weiss, die
ich nicht in ihm zu beweisen oder zu widerlegen wtisste, habe ich
im J. 1922 das System &, mittels einer neuen Direktive 7 ver-
vollsténdigt, welche nach dem Muster der oben zitierten Direktive
d des Herrn ELukasiewicz gebildet ist und welche itberhaupt
alle Variablen betrifft, die im System &, auftreten und keine Satz-
variablen sind. Die Direktive ¢ gestattete mir, zu dem System eine
neue mit einem universalen Quantifikator, welcher variable Funk-
tionszeichen beliebiger ,semantischer Kategorien enthult, begin-
nende These 7' hinzuzufiigen, wenn zu dem System bereits die
Thesen gehtren, die man aus der These 7' erhalten kounte, wenn
man in ihr fir die genannten Variablen gewisse konstante Funk-
tionszeichen einsetzte, deren Definitionsmethode fiir alle ,semanti-
schen Kategorien® vollstsindig genau im ‘voraus bestimmt ist. Das
aus dem System &, — durch die Vervollstindigung dieses Systems
mittels der Direktive 7— gebildete System werde ich hier der Ktirze
halber- das System &, nennen. Es ist dies eines der zahlreichen
moglichen einander gegenseitig uquivalenten Systeme der Theorie,

D Vrgl: Tarski,. 8. 197 Tarski, $. 6.
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die von mir Protothetik genannt wird. In sehr freien Worten kinate
ich sagen, dass das System &, ein absolut ,finitistisches* System
ist, denn es gestattet uns fiir die Variablen jeder ,semantischen
Kategorie, die im System auftritt, eine genau bestimmte endliche
Anzahl verschiedener moglicher Werte festzustellen [zwei Werte
fitr Satzvariablen (,Null* und ,Eins* des traditionellen ,Aussagenkal-
kiils¥), vier Werte flir variable Funktionszeichen in Saizfunktionen
von einem Satzargument?, sechzehn Werte flir variable Funktions-
zeichen in Satzfunktionen von einem Argument, welches zur ,se-
mantischen Kategorie* gehort, zu der die Funktionszeichen in den
Satzfunktionen von einem Satzargument gehdren, u. dgl]; eben
diesen mbglichen Werten der Variablen jeder gegebenen ,seman-
tischen Kategorie“ entsprechen die oben erwihnten konstanten
Funktionszeichen, von denen in der Direktive 4 die Rede ist.
Von dem Charakter der genannten Direktive, welche ich hier nur
ganz allgemein dargestellt habe, wird sich der Leser genauer im
Zusammenhang mit den weiteren Abschnitten dieser Mitteilung
Rechenschaft geben kinnen.

Zur prizisen Formulierung der hier besprochenen Direktive ¢
hatte ich einen komplizierten Apparat zahlreicher terminologischer
Hilfserklirungen nétig, der von Natur der Dinge dem eventuellen
Leser ein bedeutendes Hindernis beim Verstehen der Konstruktion
meines Systems bereiten musste. Dieser Umstand bewog mich, nach
irgendeiner anderen Direktive zu suchen, welche die Erreichung
derselben theoretischen Effekte, wie die Direktive #, ermuglichen
wiirde und doch prizise auf irgendeine leichtere Weise formuliert
werden konnte. Ich dachte im besonderen iiber die Frage nach,
ob man nicht ein mit dem System &, dHquivalentes System der
Protothetik aufbauen konnte, wenn man statt der Direktive » ir-
gendeine Direktive annihme, welche eine unmittelbare Feststellung
— in dieser oder jener Form — der ,Extensionalitit‘ jeder Art
von den in der Protothetik auftretenden Funktionen? ohne Rilek-
sicht auf die ,semantische Kategorie“ der betreffenden Funktions-
zeichen zuliesse. In der genannten Frage habe ich keine konkreten
Resultate erreicht. Ich komme noch auf diese Frage im § 7 dieser
Mitteilung zurtick.

1 Vrgl.: Tarski,. 8. 12, Tarski, 8. 61.
%) Vrgl.: Whitehead-Russell;, SS8. 72—74 und 187.
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§ 6. Beim Formulieren der im § 4 erwihnten Direktive ¢
zielte ich darauf hin, mir in der Praxis innerhalb des Systems &,
die Berechtigung zu sichern, in den schon zu dem System gehri-
gen Thesen Sitze, die in einer im Stile det Symbolik der Herren
Whitehead und Russell gehaltenen Symbolik mittels Formeln
vom Typus ,p 3. (gl F(9)% w2 D-[gy7] - £(97)% w2 D-la. 78] Flg,
r,8)% u, 8. w. aufgeschrieben werden kdnnen (Zahl und ,semanti-
sche Kategorien“ der Worter, die im Nachsatz auftreten, sollten
hier vollstindig beliebig sein), durch diesen Sitzen der Tradition
gemiiss Aquivalente Sitze zu ersetzen, die man in derselben Sym-
bolik mittels entsprechender Formeln vom Typus ,{¢]:p D). (g)%,
A% D F ) plaryslip D./(g,r, 9w s w. aufschreiben
kann, und vice versa die letzteren Siitze durch die ersteren zu er-
setzen, Ich gab mir Rechenschaft, dass ich die hier charakterisierte
Berechtigung mit Hilfe der These, die besagt, dass [f,p,y] .. p == g,
D:f(p).=.7(g), und zu deren Ableitung aus den Axiomen des
Systems &, ich mich nicht der Direktive { zu bedienen brauchte,
erreichen wiirde, wenn ich in diesem System Sutze zu erhalten
vermdchte, denen in der erwihnten Symbolik die Siitze [/, p] ..
PO {g] Al =:[q):pD. 7", olfs 2l pD.[gy7] . Flgyr):mm: (g, #]:
pO-1g ) olfi o) p D (g7, 8]. flgy 7y 8): =:[gy 7, 8]: p D (g, 7y 80
u s. w. entsprechen wiirden; ich konzentrierte also meine Bemi-
hungen auf das Problem, welche moglichst einfache Direktive es
geniigen wiirde anzunehmen, um die Beweisharkeit im betrachteten
System eben dieser Sitze ,[f, p] P D S@Qr =g p D fg)%,
Aol D Mgy r] Algyrli=[g,7):p D f(g, 1), HLfip) D [gr,
] flgyry8)=:[g,n8l:pD.flg 8% u. s w. zn gar-antieren. Da ich
unter den primitiven Terminen meines Systems nicht das [mplika-
tionszeichen hatte, und da ich gleichzeitig wollte, dass in den Di-
rektiven dieses Systems nicht in conereto die Rede von einzelnen
Zeichen wire, die erst im System definiert werden sollen, habe ich
die Direktive { auf eine solche Weise formuliert, dass diese Di-
rektive, wihrend sie verschiedene Beziehungen zwischen Aquiva-
lenzen und Quantifikatoren betraf, das Implikationszeichen gar nicht
b_erﬁhrte. Indem ich auf diese Weise die in Rede stehend; Direk-
tive konstruierte, benutzte ich die schon im § 1 besprochenen Re-
sultate des Herrn Tarski, welche die Definierbarkeit aller Dbe-

D Vrgl.: Whitehead-Russell,. Theoreme % 1021 und % 118
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kannten Funktionen der Theorie der Deduktion, im besonderen der
Implikationsfunktion, mittels der Aquivalenzfunktion allein, ange-
nommen als primitive Funktion, betreffen,

Herr Tarski hat die Direktive {, die ich in meinem System
annahm, etwas vereinfacht, und die aof diese Weise entstandene
einfachere Direktive ist noch etwas weiter von mir vereinfacht
worden. Den historischen Peripetien, die mit den einzelnen Ent-
wicklungsstadien der Formulierung der betrachteten Direktive ver-
bunden waren, hat der Umstand jegliche Aktualitit genommen, dass,
wie dies Herr Tarski im J. 1922 nachgewiesen hat, jedwede
spezielle Direktive hier tberhaupt ginzlich tiberfltissig ist, denn die
oben hesprochenen Sitze, die besagen, dass [f,p]..pD.[q]./(9):=
g):p D Fg) [£.p)pD-la7- Algy M) =:1a. 1 D Flgy 7l (71
pD.lg. 8] Flg, ) =:[g,rsl:p D flg,r,8) w s w, sind im Sy-
stem &, schon mit Hilfe der ubrigen Direktiven dieses Systems
beweisbar. Die diesbeziiglichen Betrachtungen des Herrn Tarski
stitzten sich unter anderem auf die von mir schon frither festge-
stellte Moglichkeit, im System &, ohne Hilfe der Direktive { fol-
gende Resultate zu erlangen: o) Thesen, die allen Thesen des Sy-
stems & entsprechen; b) Thesen, die den aus der Tradition be-
kannten Theoremen ,[p].0 Dp“ und ,[(p]:10) p.==p" entsprechen;
¢) die Anwendbarkeit in der Praxis des Systems &, der Methode
des Beweisens von Thesen, die mit universalen Quantifikatoren,
Satzvariablen enthaltend, beginuen, mittels Berufung auf entspre-
chende schon im System bewiesene Theoreme, welche aus den
Thesen, die eben bewiesen werden sollen, durch Einsetzung von
,Nullen“ und ,Einsen“ fiir die zu diesen Thesen gehérigen Satz-
variablen gebildet werden ksnnen.

Indem ich in groben Zigen die von Herrn Tarski angewandte
Methode, im System &, ohne Hilfe der Divektive { Sitze zu be-
weisen, welche besagen, dass [f, p]..pD.[g] - f(g):=:[gl:2D-f(®)
o p D g r]. Flgn):i=:[gr1:pD flg s el p D (873
Flq. 1y 8):=:[q, 7, 8]:p D.fg,r,8) w. 8 W, darstellen will, werde ich
mich hier einstweilen angesichts der in diesem Augenblick noch
nicht geniigenden Vorbereitung des Lesers zum Verstehen der au-
thentischen Symbolik des Systems &, vertretungsweise der Symbolik
bedienen, die im Stil der Symbolik der Herren Whitehead und Rus-
sell gehalten ist. Den Beweis der These. die besagt, dass thpl-pD
.[q]-#(g): =:[g):p D.f(g), konnte man in dieser Symbolik in Uber-
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einstimmung mit Herrn Tarski folgendermassen skizzieren: Es ist
gestattet zu behaupten, dass (vrgl. oben die Punkte a und 8) —

O mdp=:g=.p=1q%

@) [pgrlp=¢.=r=q¢ =.p=7

@ [#.00p

@ [p:1Dp.=p;

aus These 1 schliessen wir auf Grund der Direktive J3, dass

G) [F1::0D.[g].f@:=::[g): 0D f(a):=20D.[q). 7 (¢): =

H[g]: 0D Fa),

aus b auf Grund der Dir. y, dass

©®) [f1:0D.[q).Fg):=::1f]::[a]: 0D Fla): = .0 D [q] . F(q):
=:[g]:0D.1(9),

aus 3 (Dir. f), dass —
@ (1:0D.04- 1)

und

®) [a:0D. fla)

aus 6 und 7 (Dir. a), dass
(9 [F1::[g:0D-F(9):
aus 9 (Dir. y), dass

10) [£q):0D.F(g):=.[f1.0D.[d] - Flg): =:[9]: 0D .7 (),
aus 10 und 8 (Dir. «), dass

(1) (f1..0D.1g).f(@): =:[a]: 0D . f(9)

aus 2 (Dir. B), dass

12) 1 13[] F@):=.lg].Fg)  =::[g): 1D f(g): = .[q]
- T@e=1D.0g] . f(@:=:1g): 1D. f(g),

aus 12 (Dir. y), dass

(13) [f1..1D [] f(q gl f ce=n{f1ne 1D flg) =
la] - F(g) . D-d. fq =:[g]: 1D.1(g),

i

=+ 02-1d)-F@):=:[g]:0 2. (g}

D Ich bemerke hier, dass in der gewthnlichen Theorie der Dedaktion die

These, nach welcher p=:g=.p = 9 noch vor dem J, 1922 von Hexrn ¥ u-
kunewxcz bewiesen war,
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aus 4 (Dir. 8), dass—
(14) [f]1.1D.[d./(@):=-[d.f(@

und

18) [fdl1D.7(): =.f(g)
aus 13 und 14 (Dir. «), dass

(16) [f1::[g):1D-F (@) =.[q) . F(@) " = . 1D.[d] . F(a): =:[g]: 1

D-f(a),

aus 16 (Dir, y), dass

A Al 1D f@i=.[a.Flg. .= [f1-.1D.[d] . f(g): =
g]:21D. 1 ()

aus 15 (Dir. y), dass

18) [7]..[a):1D.f(@):="1[d]. F(a)
aus 17 und 18 (Dir. «), dass

19) [f}1D.[q)-f(@:=:[a]: 1D.f(a)
aus 11 und 19 (vrgl. oben den Punkt c), dass

hplp D4 Fl@):=:[d:pD.f(g)

Ganz analog wiirden sich die Beweise von Thesen darstellen
lassen, die besagen, dass [f,p] .. p . [67]. (g, )i =:1g,7):p D.f
(@) hplpD-layrys]. flay7rys):=:[g,7s]: PD f(q,r §)u. 8. W

Indem Herr Tarski auf die hier charakterisierte Weise nach-
wies, dass das Annehmen im System &, der Direktive { eine voll-
stindig unnotige Sache ist, hat er gleichzeitig festgestellt, dass zu
der eben dargestellten Schlussfolgerung analoge Schlussfolgerungen
jede zu der Direktive { analoge Direktiye auch im Gebiete der auf
das System &, gesttitzten Theorien, im besonderen im Gebiete des
Systems meiner ,Ontologie, von dem die Rede weiter unten sein
wird, zu einer ganz und gar tiberflissigen Direktive machen. Herr
Tarski hat ansserdem bemerkt, dass auf eine zu der oben ange-
wandten vollig #hnliche Weise alle analogen sinnvollen Thesen be-
wiesen werden konnen, in welchen statt der oben betrachteten Aus-
dricke vom Typus ,f(0)%, /(% 7)% »f(g7,8)" v. s. w. Ausdriicke
von jedwedem Bau auftreten.

§ 7. Schon beim Skizzieren des ersten Umrisses des im § 5 ganz
allgemein besprochenen Systems &, habe ich mich tberzeugt, dass
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man in diesem System ausser dem ganzen System &, einschliess-
lich der ganzen gewdhnlichen Theorie der Deduktion unter anderen
folgende Resultate erlangen kann:

) Thesen, welche in allgemeiner Form die ,BExtensionalitit*
aller im System auftretenden Funktionen unabhingig von der ,se-
mantichen “Kategorie“ einzelner in diesen Funktionen auftretender
Ausdriicke festsetzen. Als Beispiel fur eben solch eine These kann
die im § 5 erwihnte These gelten, die besagt, dass [f;9]."-[p q]:f
(pa).=.g(pa):=:[9):9{/}. = - 99>

b) Thesen, die in allgemeiner Form festsetzen, dass jede im Sy-
stem auftretende Satzfunktion vom Typus S 99
L0{f, 9,1} u. s W, von der wenigstens ein Argument nicht ein
Satz ist, fur alle moglichen Werte ihrer Argumente erfullt ist, so-
bald das entsprechende ,logische Produkt® der Sutze ertullt ist, die
die Werte der hetrachteten Funktion fur gewisse — genau im voraus
in endlicher Anzahl ftir jede ,semantische Kategorie“ von mir vor-
hergesehene —Werte der Argumente der in Rede stehenden [unktion
sind (als Werte der Argumente treten hier eben diejenigen Kon-
stanten der verschiedenen ,semantischen Kategorien* auf, von wel-
chen im §5 die Rede war). Als Beispiel fiir eine These, die in die
Rubrik b fallt, kann die These gelten, die besagt, dass (o]:[f] @
{f}.=.pfor) . p{as}. p{~}. o {/}, in welcher These das Wort
,~" ein gewohnliches Zeichen der Salznegation ist, und die Worter
201Y, past, 71 drei andere konstante Funktionszeichen der Satz-
fanktionen von einem Satzargument sind v. Die erwihnte These ist,
wie berhaupt Thesen der Kategorie b, mit Hilfe konstanter Funk-
tionszeichen auf eine ganz shnliche Weise gebildet, wie mit Hilfe
der Worter ,FI¢ und ,V7“, welche den ,Nullen® und ,Einsen“
des traditionellen ,Aussagenkalkils“ entsprechen, die in den Arbeiten
Tarski, und Tarski; erwogenen und ,von der unteren Schranke“
der Funktionen handelnden Theoreme gebildet sind, die besagen,
dass [F1:[p]- F(p).=.7/(Vn).F(FO®, [f):[p,q)./(p,q). = .F(Vr, V7)
f(Vr, FU).f(Fl, V?).f(Fl, F)® u. 5. w., und die diejenigen Satz-
funktionen betreffen, deren alle Argumente Sutze sind.

Beim Formulieren der Direktive 7 des Systems &, gab ich mir
Rechenschaft davon, dass ich ohne Anderung des theoretischen

D Vrgl: Tarski, 8. 7. Tarski, 8. 61,
% Vrgl: Tarski, 8, 17, Tarski, 8. 66.
% Vrgl: Tarski, S8. 23 und 24 Tarski, 88. 72 und 73,
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Effekts die genannte Direktive durch irgendeine andere Direktive
ersetzen konnte, die mir die Moglichkeit garantieren wiirde, in dem
betrachteten” System alle Siatze der Gruppe b zu erhalten. In engem
Zusammenhang mit diesem Umstand steht die Tatsache, dass das
im § » erwihnte Problem, ob man nieht ein mit dem System S,
squivalentes System der Protothetik aufbauen kinnte, wenn man
statt Cor Direktive 7 irgendeine Direktive annihme, die den Cha-
rakter einer ,Extensionalititsdirektive® tragt, fir mich praktisch
dem Problem #quivalent war, ob die Hinzufigung zu dem System
&, aller Thesen, die zur Rubrik a gehoren, auch schon das Erbal-
ten im betrachteten System ohne Anwendung der Direktive v aller
zur Rubrik b gehorigen Sttze ermoglicht. In betreff der Moglich-
keit einer Lsung dieses letzten Problems nach positiver Richtung
war ich skeptisch veranlugt: indem ich nicht annahm, dass es mo-
glich wire, durch das ‘Axiom, das besagt, dass

(439 (p,ql-p=gq.=:[fr):f(p,7). =g, 7)

oder auch durch irgendein anderes Axiom #hnlicher Art—im Sy-
stem &, das Axiom A3 zu ersetzen, welches mit Hilfe des Aqui-
valenzzeichens anstatt des Zeichens des logischen Produkts“ fests
setzt, dass [g,p]:9(p,p).g(p="[4)-0,p).=.[4)-9(¢, p) ¥, vnd indem
ich nicht einmal daran glaubte, dass man auf Grund der Axiome
A1, A2 und A3* (respective eines anderen Axioms dhnlicher Art)
in Ubereinstimmung mit den Direktiven ‘des genannten Systems =N
die These, die besagt, dass [f):[p].f(p1.= f(Vr).f(FL), beweisen
konnte, hatte ich analog keine Hoffnung, dass es moglich wire, mit
Hilfe der Thesen der Kategorie a im System &,, ohne irgendeine
neue Direktive anzuwenden, die Thesen der Iategorie b zu erhal-
ten, im besonderen z. B., dass es hier moglich wire, aus der These,
die besagt, dass [£.g].".[pl:F(p). =.g(p):=:[g): @{f}. = .99}
die These, nach der [pl:lf] @ {/} = glor}.p{as}.@{~}. 0/}
abzuleiten. Meinen in diesem Gebiete skeptischen Voraussichten zu-.
wider hat Herr Tarski im J. 1922 eine gewisse allgemeine Methode
angegeben, welche man in den Beweisen einzelner Theoreme der
Kategorie b anwenden konnte, vorausgesetzt, dass entsprechende
Thesen der Kategorie a schon zu dem System &, hinzugefiigt sind.
Die Anwendung der in Rede stehenden allgemeinen Methode ist in

D Vry ‘1. oben im § 4 die Thesen f und g.
g
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den Arbeiten Tarski, und Tarski; an dem Beispiel der schon
erwihnten These, die besagt, dass [@):[/].@{f}. =.p{vr}.p{as}. ¢
{~).@{/l), skiziert worden V. (Ich bemerke hier gelegentlich im
Zusammenhang mit der Formulierung dieser These, dass in der
Arbeit Tarski, Herr Tarski schreibt: ,La théorie des types de
M. Ledniewski, au point de vue de laquelle mes raisonnements
sont — comme j'ai éerit — irréprochables, a exercé sur la forme
extérieure du présent ouvrage linfluence se manifestant p. ex. dans
emploi des parenthéses spéciales aprés les signes des fonetions,
n'ayant pas pour arguments de propositions. Cf. Déf. 6 et Déf. 7
dans le § 14 ®; die Verschiedenheit der Parenthesen in Abhingig-
keit von:der ,semantischen Kategorie“ einzelner Ausdrticke habe
ich beim Konstruieren der authentischen Symbolik der Systeme &,
und S, eben aus meiner hier von Herrn Tarski erwihnten ,Ty-
pentheorie“, von der schon im § 2 die Rede war, tbernommen.)
Indem, genetisch betrachtet, die diesbeziiglichen Abschnitte der Ar-
beiten Tarski, und Tarski, ihre Quelle im Problem haben, mit
dem ich im System &, zu tun hatte, stellen sie das Resultat von
Beobachtungen des Autors dieser Arbeiten aus einer um einige Mo-
nate spiteren Zeitperiode dar, als es die Entstehungszeit der tbrigen
in den genannten Arbeiten enthaltenen KErgebnisse ist, aus welchen
ich beim Aufbauen des Systems &, in ganzer Fulle Nutzen ziehen
konnte.

Als ich die von Herrn Tarski nachgewiesene Moglichkeit in
Betracht zog, Thesen, die zur Kategorie 6 gehtren, suf Grund der
Thesen, die zur Kategorie a gehtren, ohne Hilfe der Direktive v
zu beweisen, habe ich mich aus schon im § 5 dargestellten Grinden
entschlossen, im" System &, die Direktive n durch eine Direktive
zu ersetzen, die den Charakter einer ,Extensionalititsdirektive“
trigt. Diese Direktive werde ich hier die Direktive * nennenj ich
werde mir weiter unten Mithe geben, sie mit einem solchen Grade
der Priizisitsit zu formulieren, welchen ich nur erreichen kann 9.

Das auf Grund der Axiome 47 —A43 mit Hilfe der Direktiven

a By v, & € und #* aufgebaute System der Protothetik werde ich
hier der Ktirze halber das System &, nennen. ‘

D Vrgl: Tarski, SS. 24 und 25, Tarski, 88, 73 und 74,
A Op. eit., 8. 60. Vrgl: Tarski, S, 4.

8) Vr-gl. im § 11 T. E. IL und den Punkt b der Vorschrift, betrefend die
Konstruktionsmethode des Systems S;. )
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§ 8 Ich habe schon im § 2 erwihnt, dass ich mich bemiihte,
meine Direktiven auf eine solche Weise za formulieren, dass sie
sich mit Leichtigkeit an verschiedene Systeme der Protothetik an-
passen liessen — in Abhingigkeit von den primitiven Terminen,
auf denen die in Rede stehenden Systeme anfgebaut werden sollten;
ich bin auch geneigt anzanehmen, dass jeder, der sich in die Axiome
und Direktiven meines auf das Aquivalenzzeichen, als den einzigen
primitiven Termin, gestiitzten Systems der Protothetik gehorig ein-
fuhlen wird, beinahe automatisch verstehen wird, die erwihnten
Axiome und Direktiven auf die Weise umzugestalten, dass das be-
trachiete System in ein anderes mit jhm 4quivalentes System iber-
gehen wird, welches auf einen beliehigen anderen einzigen primiti-
ven Termin gestiitzt ist, der die Eigenschaft besitzt, dass es moglich

‘iet, auf ihm ein System der Protothetik aufzubauen. Sehon beim

Konstruieren des Systems &, gab ich mir Rechenschaft davon, dass,
wenn man z B. nach dem Muster dieses Systems ein mit ihm
4quivalentes System der Protothetik aufbauen wollte, welches auf
das Implikationszeichen gestiitzt wire, mit dessen Hilfe bekanntlich
beim etsprechenden Operieren mit universalen Quantifikatoren alle
bekannten Funktionen der gewohnlichen Theorie der Deduktion
definierbar sind, man die Axiome und Direktiven annehmen konnte,
welche sich in groben Umrissen auf folgende Weise charakterisie-
ren lassen:
A) Direktiven:

a,) Die ,Abtrennungsdirektive®, die die Hinzuftigung zum Sy-
stem eines Satzes S gestattet, wenn schon ein Konditionalsatz K,
dessen Nachsatz mit S gleichgestaltet ist, und ein Satz, der mit dem
Vordersatz des Konditionalsatzes K gleichgestaltet ist, zu dem System
gehoren.

B,) Die ,Einsetzungsdirektive®.

1,) Die ,Direktive der Verteilung des Quantifikators®, die zur
Direktive y des Systems &, analog ist, die jedoch micht anf Aqui--
valenzen, wie die erwihnte Direktive y, sondern auf Konditional-
sitze angewandt wird .

1) Vrgl: Whitehead-Ruesell,. Theoreme # 921, %1027 und % 11-32.
Auf das hier von mir referierte System der Protothetik, das auf dem Implikations-
zeichen anfgebant ist, bezieht sich mutatis mutandis die von mir oben im § 4 zn
der Direktive y hinzugefiigte Anmerkung, die die ,Abtrennung unter dem Quan-
tifikator* betrittt,
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8,) und ¢) Die Direktiven, die zur Aufschreibung von Defi-
pitionen ermichtigen, welche zu denjenigen Definitionen, zu deren
Aufschreibung die Direktiven 5 und e des Systems &, berechtigen,
analog sind, welche aber nicht, wie die in den erwihnten Direkti-
ven & und ¢ vorhergesehenen Definitionen, in die Form einer Aqui-
valenz respective einer Aquivalenz mit dem ihr vorangehenden uni-
versalen Quantifikator, sondern in die Form irgendeiner anderen
im voraus fur alle Definitionen festgesetzten Funktion gefasst wer-
den, die mittels des Implikationszeichens ausgedriickt und der be-
treflenden Aquivalenz respective der Aquivalenz mit dem ihr vor-
angehenden universalen Quantifikator tquivalent ist V. (Eine solche
einfache Funktion konnte man z B., wie dies Herr Tarski bhe-
merkt hat, leicht im voraus im Zusammenhang mit dem bekannten
Theorem festsetzen, das besagt, dass [p, ¢]::p.q. == [7]. p D). ¢ Dr
:Dr, und aus dem dem Umstande gemiss, dass [p,g]:pm=g.m=.p
Dg.qDp, folgt, dass [pg)ip=g.=::[r]::pD¢.D:¢Dp.Dr
=) r; ich selbst bediente mich hier frither einer etwas komplizier-
teren Funktion.)

€,) Die za der Direktive { des Systems &, analoge Direktive,
die auf dieselben Ziele, wie die Direktive {, hinzielt, die aber sub
specie von Konditionalsitzen, nicht dagegen, wie die Direktive {,
sub specie von Aquivalenzen, redigiert ist.

7,) Die zu der Direktive 7 des Systems &, vollstindig ana-
loge Direktive,

B) Axiome:

I) Eine heliebige solche Axiomenkombination, die aus in der
gewohnlichen Theorie der Deduktion geltenden und keine Konstanten
ausser dem Implikationszeichen enthaltenden Thesen besteht, und auf
deren Grundlage —mit Hilfe der Direktiven des Systems—die ganze
gewohnliche Theorie der Deduktion abgeleitet werden kinnte. Die
einfachste solcher mir in der Entstehungszeit des betrachteten Sy-
stems bekannten Axiomenkombinationen war die von Herrn Tarski
stammende Kombination, die aus gewissen drei Axiomen bestand,
in bezug auf welche der Autor der in Rede stehenden Axiomen-
kombidation noch im J. 1921 festgestellt hat, dass sie zur Kon-
struierung der ganzen gewdhnlichen Theorie der Deduktion genligen

Y Vrgl. oben im § | den Abschnitt, der das Aufschreiben von Definitionen
mittels des einzigen primitiven Termine eines gegebenen Bystems betrifft.
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wirden, wenn man beim Aufbauen des Systems neben dem ,Ab-
trennen“ und ,Einsetzen“ noch das — mit meiner schon erwihnten
»Typentheorie® aus dem J. 1921 ubereinstimmende — Einfuhren
von Definitionen, sowie das Anwenden der durch die Tradition
tiberlieferten Methoden der Behandlung von Quantifikatoren inner-
halb der Konditionalsitze, zuliesse; die drei Axiome von Herrn
Tarski, die in einer im Stile der Symbolik der Herren White-
head und Russell gehaltenen Symbolik in die Formeln, welche
besagen, dass — ’

2,92 D-9Dp
[Bgr] e pDq.-DigDr.D.pDr
(g7l 2 Dg.Dr:DipDr.Dry

gefasst werden konnen ?, hatten in der authentischen Symbolik des
betrachteten Systems folgende durch die Vergleichung beider For-
men der entsprechenden Axiome leicht zu entziffernde Gestalt [die

und

Ausdriicke vom Typus ,,#)— (p q)* vertraten hier die entsprechenden
Ausdricke vom Typus ,p D) ¢%]:

1) Lpfur#(p #(qp))j
2) qurJr¢—(¢%(pq)ﬁf(#(qr)#(pr)))

5 e b (4% (o 97) & (b o0 ))ﬁ

II) Irgendein zu dem Axiom A3 des Systems &, analoges Axiom,
das ermoglicht die Anwendung in der Praxis, von einer gewissen

1) Ich erwihne hier bei Gelegenheit, dass im J. 1926 Herr Tarski nachge-
wiesen hat, dass das System, welches zus Thesen, die keine Quantifikatoren ent-
halten, besteht und mit Hilfe der ,Abtrennungsdirektive” und einer entsprechend
formulierten ,Einsetzungedircktive* auf Grund von Axiomen, die besagen, dass —

2.4
92D¢.0:¢Dr.D.pO"

pDg. Dr:2ipdr.07,

anfgebaut ist, — ein ,vollstindiges' System iet.

und
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Stelle im System an, der Methode des Beweisens respective des Wi-
derlegens von Thesen, die mit universalen Quantifikatoren, Satz-
variablen enthaltend, beginnen, mittels Berufung auf entsprechende
solche schon im System bewiesene oder widerlegte Thesen, welche
aus den Thesen, die eben bewiesen oder widerlegt werden sollen,
durch entsprechende Einsetzung fiir die zu ihnen gehdrigen Satz-
variablen der im betrachteten System den ,Nullen und ,Einsen“
des traditionellen ,Aussagenkalkiils* entsprechenden Ausdriicke

w1 g und ,,&HLQJ Fg7 g, g)* gebildet werden kinnen. [Als

ein solches Axiom konnte z B. das Axiom gelten, das in einer im
Stile der Symbolik der Herren Whitehead und Russell ge-
haltenen Symbolik mittels der Formel, welche besagt, dass [g,p, g] .-
g(p,9)-D:9(pD.Iq] . ¢:p). D.9(¢q,p), aufgeschrieben werden kann, in
der authentischen Symbolik des betrachteten Systems hingegen fol-
gende Gestalt hat:

r

4 P 35— (y(p p)#— (y (cb—(p n_qfq"‘)p)g g p)) )*1

Mit der Entstehung des Systems &, welches mit dem System
&, dquivalent, zugleich aber einfacher, als dieses System, war, ist
es klar geworden, dass das in diesem § betrachtete, auf das Impli-
kationszeichen gestiitzte System der Protothetik bedeutend verein-
facht werden konnte, wenn man es nach dem Muster des Systems
S, anstatt nach dem Muster des Systems &, gestalten wiirde,
d. b. wenn man die Direktive {, ghinzlich verwirfe und die Direk-
tive 7, durch eine Direktive y¥ ersetzen wiirde, welche den Cha-
rakter einer ,Extensionalititsdirektive“ hitte und gestatten wiirde,
mittels Thesen, die keinen konstanten Termin ausser dem Implika-
tionszeichen enthalten, die ,Exteunsionalitdt von Funktionen jeder
Art, welche in der Protothetik auttreten, unmittelbar festzustellen.
Das auf den Axiomen 1—4 mit Hilfe der Direktiven &y By Yuy Oy
& (die beiden letzten — mit der Anwendung der oben erwihnten
Funktion des Herrn Tarski) und 7 aufgebaute System werde
ich hier der Kiirze halber das System &, nennen. Ich gebe — um

der Vollstandigkeit des historischen Bildes willen — ein paar Daten

an, die das weitere Schicksal dieses Systems betreffen:
Herx; Tarski hat im J. 1922 bemerkt, dass aus den zwei
Thesen, von welchen die eine mit dem Axiom 1 des Systems &,
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gleichgestaltet ist, und die andere irgendeine These vom Typus

r a
AT C:)— ((#7 (P 4}—-(@ r)) r) “ [eine der Formen des mit Hilfe des-

Implikationszeichens ausgedriickten ,logischen Produkts“ der Sktze
»P¢ und ,Q“Y] ist, in der ,P* und ,Q“ beliebige Sitze sind,
welche keine von dem die gegebene These beginnenden Quantifi- -
kator , r | abhi#ngigen Variablen enthalten und weleche in der
Protothetik einen Sinn haben, — mit Hilfe der Direktiven des Sy-
stems &, die Sutze ,P* und ,Q“ selbst abgeleitet werden kdnnen.
Diesem Umstande gemdss hat Herr Tarski festgestellt, dass: 1)
aus wie viel Axiomen auch irgendeine gegebene Axiomatik 4 eines
mit Hilfe der Direktiven des Systems &, aufgebauten Systems der
Protothetik besttinde, diese Axiomatik ohne Anderung der Direktiven
des Systems durch eine entsprechende Kombination von nur zwei
Axiomen ersetzt werden konnte, von denen eines mit dem Axiom
1 des Systems &, gleichgestaltet ist, das andere hingegen das mit

Hilfe der Funktion ,,(}-(p q)“ ausgedriickte ,logische Produkt*

aller zur Axiomatik A gehtrenden und von dem Axiom 1 des Sy-
stems €, verschiedenen Sitze ist; 2) die Axiomatik des Systems &,
selbst —auf diesem Wege durch die Axiomatik ersetzt werden konnte,
die aus dem Axiom 1 des genannten Systems und dem ,logischen
Produkt“ der drei tibrigen Axiome dieses Systems besteht.

In einem meiner Gespriche mit Herrn Tarski aus dem J. 1922
habe ich der Uberzeugung Ausdruck gegeben, dass es moglich sein
wird, das von Herrn Tarski ersonnene System von zwei Axiomen
noch bedeutend zu vereinfachen. Indem ich gewisse zwischen den
Systemen &, und &, bestehende konstruktive Ahnlichkeiten und
Unterschiede hervorhob, habe ich sogar die ganz konkrete Hypo-
these gestellt, dass zum Aufbau eines Systems der Protothetik mit
Hilfe der Direktiven des Systems €, zwei Axiome gentigen werden,
von denen eines eine dem Axiom 4 des Systems &, annihernd
ghnliche Gestalt haben wird, und das andere eine nicht kompli-
zierte, in der gewthnlichen Theorie der Deduktion geltende These
sein wird (es schien mir damals — ganz mit Unrecht, wie es sich
spiter gezeigt hat —, dass zur Konstruierung eines Systems der
Protothetik mit Hilfe der Direktiven des Systems &, wenigstens

1) Vrgl, oben den Kommentar zu den Direktiven 2, und .
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zwei —, und zur Aufbauung eines dquivalenten Systems mit' Hil‘fe
der Direktiven des Systems &, wenigstens drei Axiome notwendig
sind). Herrn Tarski, als einem Kenner von Beziehungen, welche
zwischen Thesen bestehen, die keine konstanten Termine ausser deqm
Implikationszeichen enthalten, habe ich bei Grelegenheit des farwnhn—
ten Gespriches vorgeschlagen, dass er in freier Zeit iiber die F::age
einer Vereinfachungsmoglichkeit des Systems &, im Sinne meiner
hier skizzierten Hypothese — nachdenken mdchte. — In demselben
J. 1922 machte mich Herr Tarski mit den zwei folgenden Er-
gebnissen bekannt, zu welchen er in diesem Gebiete gekommen ist:

A) Zum Aufbau eines Systems der Protothetik mit Hilfe der
Direktiven des Systems &, gentigen die zwei folgendermassen lau-
tenden Axiome:

1) p qfé- (p ¢—(q zv))—1
r ~
) parfy - (f(r Po- (7 (- §-toisri) re 9) )

(dieses Ergebnis stellte eine vollstandige Bestitigung meiner Hypo-
these dar). '

B) Man kaon ein System der Protothetik auf Grund eines ein-
zigen Axioms aufbauen, wenn man neben den Direkliven o, By,
T ¥ des Systems &, die zwei Definitionsdirektiven — 3% und
¢f — annimmt, die statt der Definitionen, welche auf eine in den
Direktiven 3, und ¢, des Systems &, vorhergesehene Weise kon-
struiert sind, Definitionen in Gestalt zweier einander reziproker
und deshalb die entsprechende eine Aquivalenz vertretender Kon-
ditionalsiitze (Direktive %) respective zweiei solcher Konditional-
sitze mit den ihnen vorangehenden universalen Quantifikatoren
(Direktive e¥) einfihren. Als ein Axiom dieser Art kann z B, das
Axiom 2 des sub 4 erwahnten Systems gelten.

§9. Als Herr Tarski im J. 1923 das System &, analysierte,
hat er bemerkt, dass aus den zwei Thesen, von welchen die eine

besagt, dass

M oS $ (S0t 4p)’

(das Kommutationsgesetz fiir Aquivalenzen),

und die andere irgend-
eine These vom Typus
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@ fp) (rendire ) )

(eine der Formen des ,logischen Produkts® der Stze »P¢ und , Q%
in den Systemen &, —&,) ist, in der nP“ und , Q¢ beliebige Sutze
sind, welche keine von dem die gegebene These beginnenden Quan-
tifikator , fp \“ abhingigen Variablen enthalten und welche in der
Protothetik einen Sinn haben, — mit Hilfe der Direktiven des Sy-

stems &, die Sitze ,P“ und ,Q“ selbst— nach folgendem Schema
abgeleitet werden kénnen:

1 .
® pe$(*wad(be b6 p))" (Definition nach der
Direktive ¢);
aus 2 schliessen wir auf Grund der Direktive 8, dass
@ ¢(e@pd(e@Prn),
aus 1 auf Grund der Dir, B, dass

® ¢ (# (P pe, b (b0 )¢ (Lpas"d

(69 o@n) Lrg, P (p 9)7)),
aus 3 (Dir. y), dass

® o (Lé P (g qjﬁB (35 (p q)t# (g p))j), '

aus 5 und 6 (Dir. «), dass

M o (ua g r¢ @) 9 cjg(qp))jw . @(p qﬁ),
ans 7 und 1 (Dir. «), dass
®) Lre,"P(r9)?
aus 8 (Dir. ), dass —
(9 @ (@P),
(10) ®(eP)
und
1) @(Qe), .
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aus 4 und 9 (Dir. «), dass aus 23 und 13 (Dir. «), dass

© (12) o(®@PP), 24 X(Q0),

aus 12 und 10 (Dir. a), dass aus 15 und 24 (Dir. @), dass

8 P; \ 25) ¢ (®(Q Q)Q),
r A . .
(14) . pq, 4,(}((1, q)(# <q>(g P) p)) (Definition nach der Di- aus 25 und 11 (Dir. «), dass
rektive &); e .
sus 14 folgt (Dir. B), dass — Aus der Ableitbarkeit der Sitze ,P“ und ,Q% aus den Thesen
1 und 2 mit Hilfe der Direktiven des Systems &; folgerte Herr
(16) ¢(X(Q Q)+ (¢(Q Q) Q)) Tarski, dass, aus wie viel Axiomen auch irgendeine gegebene
und - Axiomatik 4 dieses oder jenes mit dem System &, #quivalenten
und mit Hilfe der Direktiven dieses Systems aufgebanten Systems
(16) <> (X(P Q)(> (‘D(QP ) P))? bestinde, diese Axiomatik mit Hilfe der Direktiven -des Systems

1 (Di 1 S, aus einer entsprechenden Kombination K zweier neuer Axiome
sus 1 (Dir. f), dass — abgeleitet werden kinnte, von welchen eines das Kommutationsgesetz

(11 #(#(X ©0) P) 4) (PX © Q))) fur Aquivalenzen —, und das andere ein mittels der Funktion
. ,,4) (p 9)“ ausgedrticktes ,logisches Produkt® aller zur Axiomatik

und
: A gehdrenden und von dem Kommutationsgesetz ftr Aquivalenzen
(18) (#((# (X P Q)%) (‘D(Q P )P)) ¢ (<> (‘I’(Q P)P ) X(P Q))), verschiedenen Sutze ist. Indem Herr Tarski den Umstand in Be-
. ' - tracht zog, dass, wie ich dies im J. 1922 nachgewiesen habe, wenn
aus 2 (Dir. §), dass irgendwelche Sitze ,P“ und ,Q“ in der Protothetik gelten, so gilt
gleichfalls in ibr das nach dem Muster der These 2 gebildete ,lo-
19) $(x20d x(007), gischo Produkt¢ der Satze , P und , Q% (dies wird dom Leser im

Zusammenhang mit den weiteren Abschnitten dieser Mitteilung klar

aus 18 und 16 (Dir. a), dass werden), und indem er auf diesen Umstand die Beobachtung sttitzte,

dass das oben erwihnte ,logische Produkt4 aller von dem Kom-

(20) ¢(¢ (q)(Q P P) X(p Q))’ mutationsgesetz flir Aqui:alenzen verschiedenen Sitze, welche mir
aus 20 und 12 (Dir, «), dass ‘ Axiomatik 4 gehtren und demnach nach der Voraussetzung im
@) X(Po), ’ System 6.’ gelten, in dn?.sem. System bewelsba.l.' m.t, wie auch das
Kommutationsgesetz fiir Aquivalenzen, welches ich im J. 1922 schon

aus 19 und 21 (Dir. «), dass im System &, erhalten hatte, — hat er festgestellt, dass die oben
@2) ¢ (X( 00) P) genannte . Axiomenkombination & im System &, und demnach auch

! ‘ in dem mit ihm dquivalenten, mit Hilfe der Direktiven des Sy-

sus 17 und 22 (Dir. «), dass : . stems &, auf Grund der Axiomatik A aufgebauten System ableitbar

ist. Im Zusammenhang mit der mit Hilfe der hier dargestellten Be-
(23) 4) (PX(@ Q)), ' trachtungen nachgewiesenen Tatsache, dass eine beliehige Axiomatik
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eines nach den Direktiven des Systems &; aufgebauten Systems
der Protothetik ohne Anderung der Direktiven des Systems durch
eine entsprechende Kombination von nur zwei Axiomen ersetzt wer-
den kann, hat Hérr Tarski bemerkt, dass, wenn man die erwithnten
Betrachtungen auf die aus den Axiomen 41—A3 hestehende Axio-
matik des Systems &, selbst anwenden wilrde, man diese Axiomatik
durch die Kombination zweier Axiome ersetzen konnte, von denen

das eine das Kommutationsgesetz fir Aquivalenzen ist, und das
r

andere aus dem Ausdruck , % s (#(h (Pa)¢ (h (,__k t rd[) (],;(Q t)¢

s
(k(R ) Q))-Is)P)) erhalten werden kann, indem wir in jhm ent-

sprechend fiir die Worter ,P% ,Q“ und ,R% die Axiome A1, A2
und A3 in ihrem vollen Laute einsetzen.

§ 10. Indem ich die im § 9 dargestellten Ergebnisse des Herrn
Tarski benutste, hube ich im J. 1923 bemerkt, dass, wenn ich
statt der Definilionsdirektiven & und ¢ des Systems &; Definitions-
direktiven 3* und e* einfithren wirde, nach denen das Definiendum
auf der rechten Seite einec Aquivalenz anstatt, wie es nach den
erwihnten Direktiven 8 und e geschihe, auf der linken Seite der

Aquivalenz stehen sollte ¥, — ich im Fall, dass ich irgendeine These

vom Typus
@ o, b(r®nd (r(0n) n)’

zur Verfiigang hitte, in der ,P“ und ,Q% beliebige Sutze sind,
welche keine von dem die gegebene These beginnenden Quantifi-
kator , fp “ abhingigen Variablen enthalten und welche in der
Protothetik einen Sinn haben, aus der genannten These mit Hilfe
der auf die oben charakterisierte Weise modifizierten Direktiven des
Systems &, den Satz ,P¥ nach folgendem Schema ableiten ksnnte:

-
® Lrq,y ¢(¢(p ¥y 10))_1 (Definition nach der Dir. &¥);

D Im Zussmmenhang mit den Direktiven 2% und e vrgl., unten im § 11

T.E.XLIV und den Punkt 1 der Vorschrift, betreffond die Konstruktionsmethode
des Systems 5.
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(c? LPYq _J?) (4) (4) (p9 (g p)) P(p g))—l (Definition nach der
Dir. e*);

aus ¢ schliessen wir (Dir. y), dass

(@ ¢(l_p4.]r¢ (# (p q)w(qp))jw q_.“b(pq)j),
aus d und b (Dir. ), dass
(@ Lrg"®P(pgh

indem wir schon tiber die Primissen a und e verfiigen, die den
Thesen 2 und 8 des § 9 entsprechen, leiten wir aus den genannten
Primissen mit Hilfe der im § 9 entsprechend angegebenen Direk-
tiven der Reihe nach die den Thesen 4, 9, 10, 12 und 13 des § 9
entsprechenden Thesen ab und erreichen auf diesem Wege den
Satz ,PX.

Der Umstand, dass ich den Satx ,P“ aus der These a allein —
mit Hilfe der auf die oben charakterisierte Weise modifizierten Di-
rektiven des Systems &; abzuleiten weiss, withrend ich es nicht
verstehe, dieses Resultat mit Hilfe der authentischen Direktiven des
Systems &, zu erreichen, bewog mich zur genaueren Erforschung
des Systems, welches auf den Axiomen 41— A3 des Systems &,
nicht, wie das System &,, mit Hilfe der Direktiven a, B, v, 3, €
und 7¥*, sondern mit Hilfe der Direktiven «, 8, v, ¥ ¢* und 9*
aufgebaut ist. Das so konstruierte System werde ich hier der Kiirze
halber das System &; nennen.

Indem ich es erwog, dass, wie sich der Leser weiter unten tiber-
zeugen wird, das Kommutationsgesetz fiir Aquivalenzen aus den
Axiomen 41 und A2 schon mit Hilfe der Direktiven «, f§ und y
und demnach ohne Hilfe irgendwelcher Definitionsdirektiven ab-
leitbar ist, habe ich festgestellt, dass ich mich dieses Gesetzes im
System &, bedienen kann, um in ihm aus den Definitionen, die
den Direktiven &% und e* gemiss aufgeschrieben sind, alle Sitze
zu erhalten, die den Definitionen entsprechen, welche man nach den
Direktiven 5 und ¢ aufschreiben ditrfte, — #hnlich wie ich mich
des erwihnten Gresetzes im System &, bedienen kann, um in die-
sem System aus den Definitionen, dié den Direktiven & und e
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gemiiss aufgeschrieben sind, alle Sutze abzuleiten, die den Defini-
tionen, welehe man nach den Direktiven 3* und e* aufschreiben
dtirfte, entsprechen. Auf diesem Wege habe ich mich tiberzeugt,
dass das System &; ein mit dem System &, #quivalentes System
der Protothetik ist. '

Indem ich schon wusste, dass ich aus der These ¢ mit Hilfe
der Direktiven des Systems & nach dem oben angegebenen Schema
den Satz ,P% ableiten kann, habe ich bemerkt, dass, wenn ich
neben der These ¢ noch tiber das Kommutationsgesetz filr Aqui-
valenzen verfiigen wiirde, welches besagt, dass

(@) Lpgy r# (35{11 q)#(a p))j,

ich — bei einer weiteren Entwicklung des erwihnten Schemas —
mit Hilfe derselben Direktiven auch noch den Satz ,Q“ zu errei-
chen vermochte. Ich kinnte hier, wie folgt, schliessen:

" e (4; (® @ p)7)Xip g))j(Deﬁnition nach der Dir. %),

aus a, folgt (Dir. B), dass

0 _4;(# oo e)x@a)d(xwas(rwo @))),

aus f (Dir. §), dass —

® o(5(ee0e)x9 0)

und

0 ¢(o(v@pF)X(PQ)

aus g und % (Dir. «), dass

(%) # (X © O)c}(cb(cg 0 Q));

indem wir jetat neben den schon oben erwihnten Priimissen, die
den Thesen 2, 8, 12 und 13 des §9 entsprechen, noch tber die
den Thesen 1, 156 und 20 des § 9 entsprechenden Pramissen a, k
und i verfigen, leiten wir aus diesen Primissen mit Hilfe der im
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§ 9 entsprechend angegebenen Direktiven der Reihe nach die den
Thesen 11, 17, 19, 21, 22, 23, 24 und 25 des § 9 entsprechenden
Thesen und den Satz ,Q% ab.

Aus der Moglichkeit, mit Hilfe der Direktiven des Systems &,
den Satz ,P*“ aus der These a und die Sitze ,P* und ,Q% aus
den Thesen o und a; abzuleiten, folgerte ich, dass, aus wie viel
Axiomen auch irgendeine gegebene Axiomatik 4 dieses oder jenes
mit dem System &; #quivalenten und mit Hilfe der Direktiven
dieses Systems aufgebauten Systems bestinde, diese Axiomatik mit
Hilfe derselben Direktiven aus einem entsprechenden einzigen Axiom
B abgeleitet werden ktnnte, welches wir erhalten wiirden, wenn
wir nach dem Muster der These a das ,logische Produkt“ von zwei
Faktoren bilden wirden, von denen einer (der dem Satz ,P* in
der These a entspricht) mit der These a, gleichgestaltet ist, und
der andere (der dem Satz ,Q“ in der These a entspricht) ein mit
Hilfe der — nach dem Muster der These a gebildeten — Thesen
ausgedriicktes ,logisches Produkt“ aller zur Axiomatik 4 gehtren-
den und von der These a, verschiedenen Sitze ist [um mit Hilfe
der Direktiven des Systems &, aus dem Axiom B die ganze Axio-.
matik A4 abzuleiten, kbnnten wir zuerst aus dem genannten Axiom
die These ay deduzieren, die in ihm dem Satz ,P“% in der These
a entspricht, dann aus dem Axiom B und der schon erreichten
These a, das oben erwihnte ,logische Produkt“ aller zur Axiomatik
A gehtrenden und von der These a, verschiedenen Sitze ableiten
und endlich aus diesem ,logischen Produkt® und der These a; slle
Sitze der Reihe nach erlangen, die zur Axiomatik A gehdren und
von der These a, verschieden sind]. Indem ich den Umstand in .
Betracht zog, dass ¥ sowohl die These a,, wie auch das ,logische
Produkt“ aller von der These a, verschiedenen Sitze, die zur Axio-
matik 4 gehoren und demnach nach der Vérauseetzung im System
&;, welches ein System der Protothetik ist, gelten, im System &
beweisbar sind, habe ich festgestellt, dass das oben erwihnte Axiom
B, welches ein nach dem Muster der These a gebildetes ,logisches
Produkt“ der These a, und des erwihnten ,logischen Produkts®
aller zur Axiomatik 4 gehorenden und von der These a, verschie-
denen Shtze ist, im System &; und demnach auch in dem mit ihm

1 Vrgl. oben im § 9 den Abachnitt, der die Beweisharkeit der Axiomenkom-
bination K im System €, betrifft.
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tquivalenten, mit Hilfe der Direktiven des Systems &y auf Grund
der Axiomatik A aufgebauten System ableitbar ist. Den hier dar-
gostellten Erwigungen gemiss habe ich festgesetzt, dass eine belie-
bige Axiomatik eines mit Hilfe der Direktiven des Systems &
aufgebauten Systems der Protothetik und demnach auch die aus
den Axiomen 41— A3 bestehende Axiomatik des Systems & selbst —
obne Anderung der Direktiven des Systems durch ein entsprechen-
des einziges Axiom ersetzt werden kann. [Ich erwihne hier noch,
dass ich mich im Zusammenhang mit den Untersuchungen, die ich
an dem System &, durchfihrte, itberzeugt habe, dass man leicht
ein Axiom konstruieren kann, welches, allein genommen, zum Auf-
bau eines Systems der Protothetik gentigen wirde, wenn man neben
den Direktiven B, 4, 3, ¢ und 7* — anstatt der Direktive a eine
Direktive o* annthme, die eine ,unnatiirliche“ Abart der ,Abtren-
nungsdirektive* wire und gestatten wiirde, einen Satz S zu dem
System hinzuzuftgen, wenn schon eine Aquivalenz A, deren linke
Seite mit S gleichgestaltet ist, und ein Satz, der mit der rechten
Seite der Aquivalenz 4 gleichgestaltet ist, zu dem System gehdren,
Es ist mir kein Axiom bekannt, welches, allein genommen, zum
Aufbau eines Systems der Protothetik mit Hilfe der Direktiven
% B, 1, 5, € und 7* des Systems &; oder auch mit Hilfe der Di-
rektiven o*, B, v, 8%, ¢* und n* geniigen wiirde.]

Indem ich an die Betrachtungen dieses § ankniipfe, die das Pro-
blem des einzigen Azioms der Protothetik, aufgebaut mittels der
Aquivalenzfunktion, als der einzigen primitiven Funktion, betreffen,
und indem ich der Eventualitit vorbeugen mdchte, dass jemand —
im Zusammenhang mit den Daten, die ich im § 8 tber die Systeme
der Protothetik angegeben habe, welche mit Hilfe der Direktiven
des Systems &, aufgebaut werden, — gewisse schon geltste Pro-
bleme lssen wollte, — bemerke ich bei Gelegenheit, wenn ich auch
in diesem Falle etwas aus der im Prinzip chronologischen Darstel-
lungsweise eigener und fremder Resultate aus dem Gebiete der
Protothetik herauskomme, dass im J. 1925 Herr Tarski eine ge-
wisse Methode angegeben hat, welche gestattet, die Axiomatik eines
beliebigen Systems der Protothetik, das mit Hilfe der Direktiven
des Systems &, auf dem Implikationszeichen, als dem einzigen
primitiven Termin, aufgebaut ist, durch ein entsprechendes einzi-
ges Axiom zu ersetzen. In einer mutatis mutandis durchgeftthrten
Anwendung der erwiihnten Methode auf die Systeme der gewthn-

icm

Neues System der Grundlagen der Mathematik. 59

lichen Theorie der Deduktion, welche unter ihren primitiven Ter-
minen das Implikationszeichen enthalten, hat Herr Tarski gezeigt,
wie man auch diese Systeme auf Grund eines einzigen Axiom;
aufbauen kann. Diese Resultate bespreche ich hier nicht eingehen-
der, denn sie hatten keinen REinfluss auf die Ergebnisse meiner
eigenen Untersuchungen.

§ 11. Indem ich auf weitere Abschnitte dieser Mitteilang die
Fragen verschiebe, die mit einer Reihe aufeinanderfolgender und
weitgehender Vereinfachungen des einzigen Axioms der mit Hilfe
der Direktiven des Systems ; aufgebauten Protothetik zusammen-
hingen, welche Vereinfachungen von mir und von Herrn .Waj 8-
berg in Jahren 1923—1926 ausgefiihrt worden sind und welche
mich schliesslich zu dem bisher einfachsten Axiom einer solchen

r

Protothetik, das die Gestalt des Satzes wfrgrsi, + (#( P99,

r

#(f(lof(l:_m r*uﬂ)) ¢ (LuJFf(Qu)“1<{>(g<<>(c:>(rs)t) g) g (¢(¢(3 )

4

a .
r) p)))) besitzt, gefuhrt haben, werde ich mich jetzt mit der

oben angesagten priziseren Formulierung der Direktiven der Pro-
tothetik beschiftigen. Explicite werde ich dies fir die Direktiven
des Systems &, tun. Ich erwihne, dass ich diese Direktiven zwei-
mal eingehend in meinen Vorlesungen an der Warschauer Universitat
dargelegt habe: einmal in den Vorlesungen der ,Logistik* in den
akademischen Jahren 1924/1925 und 1925/1926, zum zweitenmal —
in einer bedeutend einfacheren und demnach vollkommeneren Ge-
stalt — in den Vorlesungen der ,Grundlagen der Ontologie“ aus
dem ak. J. 1926/1927.

Indem die Direktiven nicht selber zu dem System der Proto-

thetik, welches sie betreffen, gehtren, werden sie von mir gewohn-

lich in einer allttiglichen Umgangssprache formuliert. Die einzelnen
Termine der Umgangssprache, welche in den Direktiven auftreten,
kommentiere ich in einer Reihe ,terminologischer Erklirungen®,
die gleichfalls mittels ttblicher Wendungen der Umgangssprache for-


Yakuza


60 St. Lesniewski:

muliert sind, Im Gegensatz dazu werde ich in dieser .Mitteilung —_
um Platz zu sparen — beim Formulieren der Direktiven un.d der
erwihnten ,terminologischen Erklirungen“ eine A'rt ,,sym.bollscher
Sprache“ anwenden, welche, wie es scheint, f.ﬂr jeden leicht ver-
stindlich sein wird, der die Symbolik kennt, die von Herren W hi-
tehead und Russell in-der Theorie der Deduktion angewandt
wird. Die weiter unten angegebenen ,symbolischen* Formulierungen
der ,terminologischen Erklirangen® und Direktiven sollen einzig
und allein als typographische Abkiirzungen angesehen werden, die
durch entsprechende Ausdriicke der Umgangssprache ersetzt wiirden,
" wenn mehr Platz zur Verfigung sttinde.

In der folgenden Tabelle sollen die Ausdrticke der ersten I'Ko-
lonne die Abktirzungen der entsprechenden Ausdriicke der zweiten
Kolonne sein: ’

Adebd A ist ein b7
1d (4) derselbe Gtegenstand, wie 4
~ (a) Gegenstand, der nicht a ist

anbn...nk Gegenstand, der ¢ und b und ... und & ist

aubu...uk Gegenstand, der a oder b oder ... oder k ist

awb es gibt ebenso viel Gegenstinde a, wie es Gegenstinde
b gibt

awch es gibt weniger Gegenstinde a, als es Gegenstinde
b gibt:

vrb Wort

expr Ausdruck

prot Parenthese

protl linksseitige Parenthese

protsym (4) zu A symmetrische Parenthese

enf (4) mit 4 gleichgestalteter Ausdruck

Al Axiom Al

thp These dieses Systems der Protothetik

ingr (4) zu A gehdrend

pred (4) dem 4 vorangehend

sed (4) auf 4 folgend
Upred (4) letztes der dem 4 vorangehenden Worter
Uingr (4) letztes der zu A gehtrenden Worter

) Vrgl: Peano, 8. 20.
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lingr (4) erstes der zu A gehtrenden Worter
Zingr (4) zweites der zu A gehtrenden Worter
u B W

Einigen der Ausdriicke, die in der hier angegebenen Tabelle
angeftihrt sind, will ich ein paar Worte als Kommentar beigeben,
um die Wahrscheinlichkeit eines Missverstindnisses zwischen Leser
und Autor zu verringern:

4d ,a oo b“. Ausdriicke vom Typus ,a o b% umfassen auch sol-
che Fille, wo es tberhaupt weder Gegenstinde a noch Gegenstinde
b gibt.

4d ,aco b* Ausdrticke vom Typus ,a 5% umfassen anch sol-
che Fille, wo es gar keinen Gegenstand a, hingegen wenigstens
einen Gegenstand b gibt.

Ad ,vrb“. Ausdriicke — ,Mensch®, ,Wort¢, , p*, ,,4)“, e A
(% n}¢ — sind Beispiele von Wortern. Ausdriicke — ,der Mensch¥,
2(2)% »f L) Wort“ — sind Beispiele von Gegenstinden, die Zusam-
menfassungen von Wortern, aber keine Worter sind. Der Ausdruck
pder Mensch“ besteht aus zwei Wortern, der Ausdruck ,(p)¢ —
aus drei Wortern, der Ausdruck ,f, ) Wort — aus vier Wortern.
Das Axiom 43 besteht aus 80 Wortern. Einzelne Buchstaben der
aus wenigstens zwei Buchstaben bestehenden Worter sind keine
Worter. Ausdriicke, die aus wenigstens zwei Wortern bestehen, sind
keine Worter. |

Ad ,expr“. Jedes Wort ist ein Ausdruck. Die Zusammenfassung
einer beliebigen Anzahl von aufeinanderfolgenden Wortern irgend-
eines Ausdrucks ist ein Ausdruck. Die Zusammenfassung von Wor-
tern, die aus dem ersten, dritten und vierten Wort irgendeines Aus-
drucks besteht, ist kein Ausdruck. Jeder Ausdruck besteht aus
Wortern. Ich wirde keine soleche Zusammenfassung von Wortern
einen Ausdruck nennen, welche aus unendlich vielen Wortern be-
stiinde.

13 U &
Ad ,prnt* und ,pratl“. Worter — ,)%, n( s (% ”] , ”{ —

sind Beispiele von Parenthesen; das zweite, dritte und finfte dieser
Worter sind Beispiele von linksseitigen Parenthesen. Worter —
o und % — gind Beispiele von Wortern, welche nicht Paren-

‘thesen sind.
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[

{
Ad ,protsym (4)“. Jede der Parenthesen — (%, ,,(‘, ,,( -

U “ .
ist eine zu jeder der Parenthesen — )%, ,,) , ,,) ~  symmetri-
sche Parenthese, und umgekehrt; jede der Parenthesen — }4

“ [
,,} — ist eine zu jeder der Parenthesen — ,{“ ,,{ -~ sym-

metrische Parenthese, und umgekehrt. Keine der Parenthesen —

u « . “ .
n( , ,,]u, ,,} — 1ist eine zu der Parenthese ,,( symmetrische Pa-

renthese.

Ad penf (4). Jeder Ausdruck ist ein mit sich selbst gleichge-
stalteter Ausdruck. Das siebente Wort des Axioms A7 ist ein mit
dem neunten Wort dieses Axioms gleichgestalteter Ausdruck. Die
Zusammenfassung der ersten ftinf Worter des Axioms A7 ist ein
mit der Zusammenfassung der ersten ftinf Worter des Axioms A2
gleichgestalteter Ausdruck. Die Parenthese ,(“ ist ein mit der Pa-

[
renthese ,,( gleichgestalteter Ausdruck. [Den miteinander gleichge-

stalteten Parenthesen gebe ich verschiedene Lingen, um die For-
meln, die ich schreibe, durchsichtiger zu machen; alle diese Litngen
konnen auf beliehige Weise vertindert werden, ohne dass damit der

13
Sinn dieser Formeln geindert wiirde,] Die Parenthese ,,( ist kein

mit der Parenthese n[u gleichgestalteter Ausdruck. Das Wort -

ist ein mit dem Wort ,™ gleichgestalteter Ausdruck. [Die verschie-
‘denen Hohen, an welchen ich je nach Bedarf der Durchsichtigkeit
die einzelnen Worter ,~“ und ,~“ anbringe, haben keinen Einfluss
auf den Sinn der Formeln, die ich schreibe] Zwei miteinander
gleichgestaltete Ausdriicke, an zwei verschiedenen Stellen geschrieben,
sind niemals derselbe Ausdruck » [die Nichtberticksichtigung dieses
Umstandes konnte den Leser zu einer ganz verkehrten Interpretation
meiner weiter unten angegebenen ,terminologischen Erklérungen
und Direktiven fihren).

Ad ingr (4)“. Der Ausdricke vom Typus ,ingr (4)¢ bediene
ich mich auf eine Weise, die mir gestattet, von einem beliebigen
Ausdruck A4 zu behaupten, dass er ein ingr (4) ist.

D Vrgl: Frege,. S. 107.

icn

Neues System der Grundlagen der Mathematik. 63

Den ,terminologischen Erkldrungen, an die ich eben herantrete,
gebe ich gewdhnlich die Gestalt der Sktze vom Typus ,Von einem
Gegenstand 4 sage ich, dass er ein & ist, dann und nur dann, wenn
p“. Als Abktirzangen solcher Sitze sollen weiter unten entsprechende
Ausdriicke vom Typus nded.=p* mit den ihnen vorangehenden
entsprechenden universalen Quantifikatoren gelten,

Terminologische Erklirung I. [A]: Aevibl .= . 4 ¢ cnf (lingr (Al))
Term. Erkl Il [A]: Aevrb2.=. A cnf (fﬁngr (Al)) |
T.E.III [A]: Aevrb3 . =. A ¢ enf (6ingr (A1)

T.E.1IV. [A]: Aevrbd. = . A ¢ onf (Uingr (A1))
T.E. V. [Al:Aetrm. = A¢ vrb..
4 & ~ (prot),
A & ~ (vrbl).
A e ~ (vrb2).
4 & ~ (vrh3).
Ag ~ (vrb4)?
T.E.V1. (4,B): Acint(B).=. Beexpr.
Aevrb,
A eingr (B).
Ade~ (lingr (B)).
Ae ~ (Uingr (B))
T.E.VII [4,a]:: AcOmpl(a). = .-. 4¢ expr .-
[B]: Be vrb. Beingr(4).D)
[@C].Cea.Beingr(0).-.
{B,C,D]: Bea.Cea.Devrb
-Deingr(B). Deingr(C). D). Beld (C).".
[Bl: Bea..Be expr n
ingr (4)
T.E. VIIIL [4]:: Aeqntf. =, lingr(d)e vrbl.
Uingr (4) e vrb2:

» Einzelne ,logische Faktoren®, die in meinen »terminologischen Erklirun-
gen“ nach dem Zeichen ,=* auftreten, schreibe ich der Durchsichtigkeit halber
in besonderen Zeilen. Kiir alle ,terminologischen Erklarangen® besitze ich pas-
sende Beispiele, welche die Unabhiingigkeit jedes der erwihnten nlogischen Fakto-
ren von dem ,logischen Produkt“ der iibrigen Faktoren nachweisen,
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[ B]. Beint(4). .
[B]: Beint (4). D). Betrm..
) [B, C): Beint(4). Ceint (4).
Beenf(C).D).Beld(C)

T.E. IX. [A]:+: Aesbqutf.==": [ B]. Beint(4)::
[B] ... Belingr(4).\/ . Beint(4)

: D). (vrb3 ningr (4) © sed (B)) © (vrb4 ~ ingr (4) ~ sed (B)) *
[B] .. Beint (4).\/ . Be Uingr(4)
: D . (vib4 ~ingr (4) ~ pred (B) « (vrb3 ~ingr (4) n pred B)"

T E. X. [A]::A egnrl.=..[g B).B e qutf. B ¢ ingr (4) . lingr (4) ¢
ingr (B):
[ B] . Beshqntf. Beingr (4). Uingr
(4)eingr (B) ..
[B,C]: Begntf. Beingr(4). Ce sbqntf
. Ce ingr (4) . lingr (4) ¢ ingr (B) . Uingr (4) e ingr (C). D . Ae Cmpl
(Bu C)

7. E. X1 [4,B]: A Qutf(B).=. Begarl.
4 ¢ qutf ~ingr (B).
lingr (B) e ingr (4) ¥

) Die terminologische Erklirung IX ist das Resultat einer gewissen Verein-
fachung, die von mir im Redaktionsprojekt dieser Erklirung vollfilhit ist, welclies
von Herrn Dr Adolf Lindenbaum (damals noch Studenten der Warschaner
Universitiit) mir vorgelegt wurde und welches eine Vereinigung von gewissen vier
Bedingungen festsetzto, die notwendig und hinreichend ist, damit ein gogebener
Gegenstand ein sbqntf sei. Das in Rede stehende Redaktionsprojekt war das Re-
sultat einer gewissen scharfsinnigen Vereinfachung, die von Herrn Lindenbaum
in wmeiner urspriinglichen, von mir in den oben erwithnten Vorlesungen der ,Lo-
gistik® im ak. J. 1924/1925 vorgetragenen Redaktion der entsprechenden termino-
logischen Erklirang vollfiihrt war, welche Redaktion eine Vereinigung von gewis-
sen finf Bedingungen festsetate, die notwendig und hinreichend ist, damit ein ge-
gebener Gegenstand ein sbgntf sei.

2 Wenn ich mich auf gewisse Voraussetzungen, die Ausdriicke betreffen, stii-
tzen wiirde, welche Voraussetzungen ich ftir mich als absolut bindend betrachte,
vermgchte ich, mit Hilfe der schon angegebenen terminologischen Erklirungen
nachzuweisen, dass [4, B): Bsgnil. 4 eqntf. lingr (B) e ingr(4) . D). 4 singr (B).
Den von diesem Gesichtspunkte aus iiberfliissigen Faktor A singr (B)*, der smpli-
cite in dem zweiten der drei voneinander unabhingigen, in der 7. E. XI nach

dem Zeichen ,=* anftretenden Faktoren steckt, bringe ich nicht weg, da ich will,
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T.E. XII [4,B): 4¢Sbquitf (B). =. Be gorl .
4 ¢ sbqntf .
4 e ingr (B).
Uingr (B) & ingr (4)
7. B. XIIL [4, B] .. A ¢ Essnt (B). = : 4 ¢ Crapl (int (Sbqut (B)))
-V .Aeexpr.Aeld (B). Ae ~ (gnrl)
T.E.XIV. [4,B,C):: Acvar (B, C). = . Be int (Qutf ().
' Acecnf(B).
A e ingr (Esent (C)) -
[D, E]: D eingr(C). Ee
int (Qntf (D)) .4 e enf(E). Aeingr(D).D).D e Id(C)?
T.E.XV. [4,B,C].. Accnvar (B, C).=:[g D]. Aevar (D, C):
[of D). Bevar(D,C):
Acenf(B)»
T.E.XVI [A)::Acpratm.=::[g B]. Beint(4)::
[B] ... Be lingr (4).\/ . Beint
(4):). (ingr (4) ~ sed (B) ~ enf (Lingr (A))) © (ingr (4) ~ sed (B)

protsym (lingr (A))) :

[B]... Beint(4).\/ . Be Uingr
4):7D. (ingr (4) ~ pred (B) ~ pratsym (lingr (A))) © (ingr (4) ~ pred
(B) ~ prntl ~enf (1ingr (A))) ?

T.E. XVII [A,a,B]:: Acprotm (B,a).=..[C]: Cea. ). Cepratm ..
BeCmpl (lingr (B)u a) .
lingr (B)e trm .
Aea

dass sich der Leser auch ohne Hilfe der oben erwihnten Voraussetzungen genau
Rechenschaft davon gebe, dass A nur in dem Falle ein Qntf (B) sein kann, wenn
es ein ingr (B) ist.

O Vrgl: Frege,. 8. 13,

2 Vrgl. L e '

8) Die oben zu der 7. E. IX hinzugeftigte Anmerkung bezieht sich in ihrer
gaozen Ausdehnung auch aof die T. E. XVI

Fund ta Math 4 T, XIV. 5
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T.E.XVIIL [4, B]: Aeprntm (B).=.[g a] . 4 € pratm (5, a) !
T.E XIX. [A]: Aefnet.=.[q B].Beprntm (4)
T.E.XX. [4,a, B}:-: Acarg (Bya). ==:: Be protm::
[C]..Cea.D:Cetrm.
V.Cegnrl.\/ . Cefnet::
Cmpl (int (B)) e Coopl (a) .
Adea
T.E XXI [A,B]: Acarg(B). =.[ga]. d e arg (B, a)
T.E XXII. [A,B): AeSgnfoct(B).==.4¢expr.
Aeingr (B).
Cmpl (vrb ningr (B) n ~

(ingr (A))) ¢ protm (B) ¥
T. E. XXIII. [4, B]: 4 e simprntm (B). ==. 4 ¢ protm ,
' Beprotm .
lingr(A)ecnf(lingr (B)).
arg (4) o arg (B)

T.E.XXIV.[A,B):: Acgenfnet (B). =" 4 ¢ fnct:
protm (4) oo protm(B). \/
. protm (4) © protm (B) .-
|G, D]: Ce pratm (4) . D
¢ prtm (B) . (prntm (4) ~ sed (O)) o (-prntm (B) ~ sed (D)) .D.Ce
simprntm (D)

1) In dem betrachteten System der Protothetik begegnen uns neben Ausdri-
cken vom Typus ,f(ab...)* Ausdricke von den Typen ,f[kl...] (ab...),
{ey..) [k1..] (@b..)% u s w. Dies ist das Resultat einer ,Verallge-
meinerung* der Tendenz, die ihren Ausdruck in der mathematischen Logik in
solchen Formen, wie z, B, ,@ {Cnv‘(P A Q)} y* bei den Herren Whitehead und
Russell gefunden hat (vrgl: Whitehead-Russell, 8. 289),

) Beim Redigieren der T. E, XXII benutzte ich die Bemerkungen des Herrn
Lindenbaum fiber eine gewisse andere terminologische Erklirung, welche ich
in den wschon erwihnten Vorlesungen der ,Logistik* in dem ak, J. 1924/19235
angegeben habe und welche ich jetst — im Zusammenhang mit der Glesamtheit
weitgehender Vereinfachungen, die von mir in der Zwischenzeit im System der
terminologischen Erklirungen za den Direktiven der Protothetik oingeftthrt wor-
den sind, — glinzlich weggelassen habe,

icm

Neues System der Grundlagen der Mathematik. 67

T.E. XXV. [4, B, C, D]: 4¢ Anarg (B, C, D).=. Ce simpratm (D).

Aearg(0).
Bearg (D).

(arg(C)f\ pred (A))

o (arg (D) ~ pred (B))
T.E XXVI. [4,B,C,D]..AcAvsgnfact (B, C,D).=:4 ¢ Sgnfnet(0) .
Be Sgnfoct(D):

g E F|.Ee
protm (C). E'e sed (4) . Fe protm (D). Fesed (B). Ee simprotm (F)

T.E.XXVII [4,B,C,D].". Ae An (B,C, D). = : A e Anarg (B, C,
D).\/ . A e Ausgnfnet (B, C, D)

T.E.XXVIIL (A, B]: A¢c Argl (B). =
Avarg (13ingr (A1), B, ¢)

T E.XXIX. [A, B]: 4 ¢ Arg2 (B).
Anarg (I4dingr (A1), B, ¢)"

.[d C].Ceingr (A1). 4¢
=.[q C].C eingr (Al). Ae

7. E. XXX. [4, B] . A ¢ Eqvl1(B).=: Sgnfuct(B)e enf (7ingr (A1)):
[ C].Ceprntm (B). 4 ¢
Argl (0)
T.E. XXXI. [4, B).. AeEqvl2 (B).=: Sgnfnct(B)e enf (7ingr(AL)):
[ C].Ccpratm (B). 4¢
Arg2 (C) -
T E.XXXII. [4,B).. Acthp (B).=: 4 ethp.
Bethp:
Aepred (B).\/.4e1d (B)
T. E. XXXIII. (4,B].. Acfrp(B).=: Aethp(B).\/ .[g C, D].
Cethp(B).Deingr(C). Ae Argl(D).\/.[g C, D].Cethp(B).De
ingr (C). AeArg2 (D). \V/.[g C, D). Oe thp (B). D ¢ shqntf. D e ingr
(C). Ae Cmpl (mt (D))

T E.XXXIV. [4, B, C]..Aelhomosemp (B, C).=: A ¢ frp(C).
Befrp(C).\V.[g D, E].Dethp(C). Eeingr (D). Aecavar (B, E).

1 Auf den in der T. B. XXVIII und T. E. XXIX auftretenden Faktor
»Ceingr (A1)“ besieht sich mutatis mutandis die oben zu der T. E. XI hinzu-
gefiigte Anmerkung, die den Faktor ,A singr(B)* betrifft,

b*
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V .[gaD, E F,G|.Dethp(C). E ¢ ingr (D). I'e thp (C). G e ingr (¥
.4eAn (B, E, @)
T E XXXV. iA, B, (/]:: Aehomosemp (B, C) .==:-:4 ¢ Thomosemp
(4, C). B & 1homosemp (B, C):-:
[a)::[D]:Dea.
7). D e thomosemp (D, C) . [D, E): Dea . I'e lhomosemp (D, C). ")
.Eca.. Bea..D).Acea?

Die Ausdriicke vom Typus ,4 ¢ homosemp (B, C)* kinnte man
in einer ganz freien Sprache mittels entsprechender Wendungen
vom Typus ,4 ist mit Rucksicht auf die These C, die schon zu
dem System der Protothetik gehort, ein Ausdruck von derselben
semantischen Kategorie, wie B“ ablesen. Der an der letzten Stelle
in dem Wort ,homosemp auftretende Buchstabe ,p“ dient zum
Andeuten, dass die Zugehorigkeit irgendwelcher Ausdriicke 4 und
B zu derselben semantischen Kategorie hier in jedem Fall — in
vollkommenem Einklang mit meiner ganzen Konzeption der seman-
tischen Kategorien — in bezug auf eine gegebene These C relati-
visiert ist, welche zu dem System der Protothettk gehort. In den
terminologischen Erklirungen zu den Direktiven des Systems der
nOntologie“, in der neben den semantischen Kategorien, welche
schon in der Protothetik auftreten, noch verschiedene neue seman-
tische Kategorien repriisentiert sind, wird uns das Wort ,homosemo¥
begegnen, dessen Endbuchstabe ,o“ auf eine #hnliche Weise zum
Andeuten dienen wird, dass die Zugehsrigkeit irgendwelcher Aus-
driicke zu derselben semantischen Kategorie dort in bezug auf die
Thesen relativisiert ist, welche zu dem System der Ontologie gehi-
ren. Auf eine entsprechende Relativisation in dem System der ,Me-
reologie“ wird der Endbuchstabe ,m“ des Wortes ,homosemm*
hinweisen, das uns in den terminologischen Erklarungen zu den
Direktiven des genannten Systems der Mereologie begegnen wird.
Eine analoge Relativisation in bezug auf die Systeme der Protothe-
tik, Ontologie und Mereologie deuten entsprechend die Buchstaben
nP“s 0“ und ,m¢ in einer Reihe noch anderer meiner sprachlichen

1 Auf den Faktor ,4 s Thomosemp (4, C)* besieht sich mutatis mutandis die
zu der T, E. XI hinzugefigte Anmerkung, Ahnlich verhult sich die Sache mit
dem Ausdruck ,[D]: Dsa.D).D s lhomosemp (D, 0)%, derim Vordersatz des Kon-
ditionalsatzes auftritt, welcher in der 7. E. XXXV unter dem Quantifikator nla]¥
stoht. Im Zusammenhang mit der 7. B, XXXV vrgl: Frege,, 8S. 40 und 41.
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Abkiirzungen an: neben dem Wort thp® werden wir es mit den
Wortern ,tho“ und ,thm® zu tun haben, neben dem Wort AArpé —
mit den Wortern ,fro“ und ,frmé, u. s, w.

T.E. XXXVI. [4,B,0,D, E):: Aeconstp(B,C,D, E).= .. D¢ ho-
mosemp (K, B) ..

[F, G]:
Gethp(B). Feingr().D.De ~ (envar (D, F) ..
‘ 4 gcnf
(D):
(@ F,6,

H)].Feingr(0). Gethp(B). Heingr (G). A¢ An (E, F, H)

T.E.XXXVII. [4,B,C]:4¢constp(B,C).=.[g D, E]. A ¢ constp
(B,C,D, E)
T.E. XXXVIIL [A,B,C,D,E,F] ... 4 ¢ quasihomosemp (B,C, D, E,
F).=: F ¢ homosemp (&, 0):
g &, H,I]. Geingr(D). Hethp (C). Ieingr (H). Ae An(E,
G, I):
e [@ 6, H, I]. Geingr (D). H ¢ thp(C). Icingr (H).Be An

(B G

T.E. XXXIX. [4, B,C,D, E].. Aefuetp (B, C, D, E).=:D ¢ homo-
semp (K, B).
A egenfnet
(D):
[@F, G, H]

.Feingr(C). Gethp (B). Heingr (G). Ac An(E, F, H)
T.E.XL.[A,B,C,D,E,F].. Aevarp(B,C,D,E, F).==: Ec homosemp
(B, C): .

: @G HI.G
gingr (D). Hethp(C).Ieingr(H).FeAn(E, G, I):
' ; Fsingr(Eqvll
(Essnt (D))) .
Ascavar(F,D)

T. E. XLI. [4,B,C,D, E):: A e pratmp (B,C, D, E) .=.. D ¢ homosemp
(B, B).
E ¢ protm (D).
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A e protm
(Eqvl? (Essnt (0))) . |
arg (4) oo arg
(E)..
|7, G): Fearg
(4). G e arg (E). (arg (4) ~ pred (F) oo (arg (E) pred (). D [ H,
I).Fevarp (G, B, C H,I)
T. E. XLII. [4,B,C,D,E): Ae 1pmtmp (B,C,D,E) .=. 4 e protmp
(B, G, D, ). .
Uingr (D)e
ingr (E)
T E. XLIII. [4, B, C, D, E, F, G]: Ae 2pratmp (B, C, D, E,
F, (). =. Aepratmp (B, C, D, E).
’ F e protm (D).
Upred (F') e ingr (E) .
G & simprntm (F)

T. E. XLIV. [A,B]:-:Aedefp(B)V.==: lingr (Essnt(A)) €~ (cnvar

(lingr (Easnt (A)), A)) .
lingr (Eqvl? (Essnt (A)))a ~

(cnvar (lingr (Bqvi2 (Bssns (4, A)) .

lingr (Eqv12 (Essnt (A)))E/v
(constp (B, 4)) ®
[C] .Cetrm., O e ingr (Eqvll

(Esent (A))) .D:[@ D]. Dequtf. Deingr(4).Ceint (D) V.[g D, E]
- Deingr(4). Cevar(E, D). \/.Ce constp (B, 4) ¥::

) Die Ausdriicke vom Typus ,.4 s defp (B)* ktnnte man in einer ganz freion
Sprache mittels entsprechender Wendungen vom Typus ,4 ist ein Ausdruck,
der in dem 8ystem der Protothetik unmittelbar nach der These B als eine Defi-
nition gelten knnte“ ablesen,

) Vrgl: Frege, 8. b1.

%) Vrgl.: Frege, 88, 41, 46 und 51,
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[C, D]: D e qutf. Deingr(4)
.Ceint(D).D).[g E, F]. Ecingr(4). Fevar(C,E) V..

[C,D,E]: Ceint (-Qutf (A))
. Ee prntm (Essnt (A)) Dearg (B).D.[q F). Feingr(D). Fevar
(C A) 9.

[C, D, E] . C’eingr (Eqvll

(Esent (A))) . Ecingr(4).Deecnvar (C, E). D ¢ingr (Eqvll{Essnt(A)))
.D:Deld(C).V.[q F, G). D e quasihomosemp (C, B, 4, F, G) ¥ ::
[C]: Cegnrl.Ceingr(4).C
e~ (1d(4).D.[g D, E F, G]. Dehomosemp (B, B). E thp (B).
Feingr(B). Ge mgr (A). De Anarg (C, F, G ::
[C, D] ... Cegnrl. Ceingr(4d)
.DeEssnt (C). D:Devrb.\/.[q £]. Ee frp (B). D ¢ genfnet (E)::

[C]..Cefnet. Ceingr (Eqvll
(Essnt (A))) «D: g D}.Degurl. Deingr (4). Ce Essnt (D). \/.[g
D, E].Cefnetp (B, 4, D, E):: '

[C]: Ce pratm (Eqvlz (Essnt

(A))) .D.[@D]. Dearg(C)? .-
[C, D]: C & prantm (Eqvl?
(Essnt(A))) .Dearg(C).D:[g E]. Devar(E, 4) .
(C,D]: Ce trm . C ¢ ingr
(Eqvl?(Essnt(A))) .Detrm.Deingr (Eqvl2(Essnt (A))) .Ceenf(D).D
.CeId (D).
[C, D] : C ¢ protm (Eqvl? ~
(Essnt (A.))) . Deprotm (Eqv12 (Essnt (A))) . Ce simprntm (D). D). Ce
1d (D).
1 Vrgl.: Frege,. 88. 46 und b1.
2 Vrgl.: Frege,. 8. b2.
8) Vrgl.: Frege,. 88, 48—4b und 51.

4 Vrgl.: Frege, 8S. b1 und 52.
8 Vgl 1. e.
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[C, D,E]: C e 1prntmp (B, 4,
D, E).Uingr (Eqvl? (Essnt (A))) eingr (C). . Ce simprntm (&) .-,

[C, D, E, F, G]: Ce 2prntmp
(B, 4,D,E, F, .G eingr(4). Upred (@) eingr (C). D). Cesimprntm
(E)..

[C, D, E]: Ce protm (Eqvl?
(Essnt (A))) . Uingr (Eqvl2 (Essnt (A))) eingr(C). D ethp (B). Eeingr
(D). C ¢ simprntm (E). D). [g F, G] . Ce 1protmp (B, 4, F, &) .-,

[C,D,E,F):Ce pratm (Eqvl2

(Essnt (A)}) .Deprntm . Deingr(4). Upred (D) e ihgr (C).E e thp (B

.FPeingr (E). Cesimprntm (F). D .[g G, H,I].Ce ’2prntmp (B, 4, G,
H,I, D)

T.E. XLV. [4, B]:-: 4 e cusqrprtqntf (B) V. = :: Essnt (Eqvll
(Essnt (A))) eenf (Essnt (Eqvll (Essnt (B)))) .

Esant (Eqvl?
(Eesnt (A))) e enf (Essnt (Eqvl2 (Essnt(B))))

[C]: Ceint
(Qutf (4)) . D. [ D]. D e enf (C). D ¢ ingr (Qutf (B)::

(G, D, E, F,

G, H] .. F & protm (Essnt( 4)) . G e prntm (Esent (B)) . Ce Anarg (D, F,
G).Ecvar (H, B). Ecingr (D). D:[q]: Ieenf (E): Ieint (Qntf(A))
.V . Teint (Qntf (0)) i

~ ¢, D, E, 7,
G): Feprntm (Essnt (A)} . G ¢ protm (Essnt (B)) .CeAnarg (D, F,G). E
eint (Qutf (D). D). (g H]. Heenf (). Heingr (Qutt(C)) ::

D Die Ausdriicke vom Typus ,4 s cnsqrpriqntf (B)* kinnte man in einer ganz
freien Sprache mittels entsprechender Wendungen vom Typus ,4 ist aus B mit-
tels einer entsprechenden Verteilung des Quantifikators ableitbar* ablesen (vrgl
die Dir. y).
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[Oi D7 ‘EJ F’
G] .. Fe pratm (Essnt(4)) . & e protm (Essnt(B) . C ¢ Anarg(D, F, @).
Ee¢int (Qntf(O’)) .:[gH]:He ?nf (E).Heingr(D): [q I]. He var
(L, B).\ . Heint (Qutf (D) ::

G, D, E, F,
G, H): F'e protm (Essnt (A)) . G e protm (Essnt(B)) .CeAnarg (D, F, G)
-Heint (Qutf (4)). Eccnf (H). Eeingr (Qutf (©).D.[@1].Ieenf
(B).Ieingr (Qutf (D))

T.B. XLV (4, B, C): A ensqeqvl (B, C). = . C e onf (Eqvl1 (B)).
A e cof (Eqvl2 (B))
T.E.XLVII [4,a,B,C]:: Ae cnsqsbstp (B, C,a)? . = :: Essnt(4)
e Cmpl (a).
a o int
(quntf(O)) i
D, E] ..
Deint (quntf (C)) .Eca. (a n pred (E)) o (int (quntf(O)) ~ pred
(1))).3:[@ F).Devar(F,C).\/. Decof (E)::
(D, E] -
Deint (quntf (C)) .Eca. (a n pred (E)) o0 (int (quntf(C)) ~ pred
(D)) .D:Eetrm.\/.Eegurl.\/.Eefnct.\/.Ecenf(D)::
(D, E, F,
Gl: Decnvar (B, C). Fea.Gea. (a ~ pred (F)) ) (int (quntf (C)) ~

pred (D)) . (@~ pred (6)) e (int (Sbgntf(C)) ~ pred (E)).j Fecaf(G).
[D, E, F,
G, H, I, K, L): D ¢ ingr (Essnt(C)) . E e int (Qutf (D)) . Fe var (K, C).

1) Die Ausdriicke vom Typus , A4 scnsqsbstp (B, C, a)* konnte man in einer
ganz freien Sprache mittels entsprechender Wendungen vom Typus ,4 ist aus C mit
Hilfe der Ausdriicke @ mittels einer in der Protothetik mit Riicksicht auf B kor-
rekten Einsetzung ableitbar ablesen (vrgl. die Dir. ).
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Fe ingr(D). Gea.Hea. (a ~ pred ( G)) o (int (quntf (C))n prcd(E))
(anpred (H)) o (int (Sbqntf () ~ pred (1«’)).L e ingr (4). I ¢ var

(G,L).D.Ie~ (ingr (H)) 1

[D, £]..
D eint (Qotf (A)) .Eccnf(D). Eeingr(C).D: [ F}. Feqntf. Feingr
(). Ecint(F).\/.[q ¥, @]. Feingr (C). Kevar (G, F) ::

Beexpr::

[D] De
trm. D ¢ ingr (4). D :[q £].E e qutf. K e ingr (4). D e int (). \/.[q
B, F). Eeingr(4). Devar(F, E).\/.Degconstp (B, 4)::

[D,E]: E
equif. Eeingr(4). Deint(E). D). [q ¥, G|. Feingr(4). Gevar(D, F)::

' [D, E, F)
Eeingr(4). Feenvar (D, E). D: Feld(D). \/.[g G H]. Fe qua-
sihomosemp (D, B, 4, G, H)::

[D]: De
gorl. Deingr(4). De ~ (14 (A)) .D.[@ E F, G, H]. E ¢ homosemp
(B,B).Fe thp(B). Geingr (F). Heingr (4). E¢ Anarg (D, G, H)::

[D, E}..
Degurl. Deingr(4). EsEssnt (D).D):Eevrtb.\/ [g F].Fefrp
(B).Ee genfnct (Fy::

[D] .. De
fuct.Dsmgr( ). D:Deld(4).\/.lg E]. Eegorl. Ecingr(4). D
eEssnt(E).\/ .[g E, F]. D sfuctp (B A, E F)

T.E.XLVIII (A, B, C]: Aecnsgsbstp (B,C).=
(B, C,a)

T.E.IL. [4, B):: 4 ¢extnsnlp (B). =
- Deint (Qutf (4)) . Ce pred (D).

. [q a] .A e cnsqsbstp
::[ G, D] . Ceint (Qutf(4))

(G, D): D e qutf. D e ingr
(4).Ceint (D). D.[qg E, F].Eceingr (4). Fevar(C, E). Fe ~

| (cnf (lingr (Esent(A)) ))

D Vrgl.: Frege, 88, 62 und 63
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[@ C].C ¢ protm (Eqvll

(Essnt (Eqvl? ( Jssnt(A))))). lingr{ Eqvli (Ompl (int (quntf (Eqvll

(Essnt (4)) )))) € cnvar (Gmpl (int(C)), A) :

[ C]. Cepratm (Eqv12

(Essnt (Eqv]? (Essnt(A)) ))) . lingr (Eqv]? (Essnt (Eqvll (Essnt (A)))))

eenvar (Cmpl (int(C)), A) i
[C].. Cefuct. Ceingr (4)
D[ D] D egnrl. Deingr(4). CeEssnt (D). \/.[q D, E].Ce
foetp (B, 4, D, E)::
(C, D, E, F]: D e protm

(Eqvll (Essnt (Eqvll (Essnt (A)) ))) .Eepratm (Eqvl2_ (Essnt (Eqvll

(Essnt (A)) ))) FeAnarg(C,D, E).D). F'e covar (C, Eqvl1 (Essnt (A)))

[C, D, E): Deingr(4). B
ecnvar (G, D). D .[g F, G| . E ¢ quasihomosemp (C, B, 4, F, G) ..
[C,D]: Decnvar (0, Eqvll

(Easut(A))) .[g B, F).E cingr(4). Feingr (4). De Anarg(C, E, F) .

[C,D,E}:Ce pratm (Essnt

(Eqv12 (Essxit(A)) )) . Dearg(C). EeSgnfoct (D). D . Bevar ( Cmpl

(int (Qntf (qv12 (Bsent (4) ))), Eqvi2 (Essnt (A)))
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Die Formulierung der Direktiven des Systems & ldsst sich mit
Hilfe der Termine, deren Bedeutung ich in den hier angegebenen
terminologischen Erkldrungen festgestellt habe, auf die Festsetzung
folgender Vorschrift reduzieren :

Unter der Voraussetzung, dass eine These 4 die letzte
der Thesen ist, die schon zn dem System gehéren, darf man
zu ihm als neue These cinen Ausdruck B nur in dem Fall
hinzufiigen, wenn wenigstens eine der fiinf folgenden Bedin-
gungen erfiillt ist:

1) Bedefp(d) [Vereinigung der Dir. 6* und ¥

2) [ C].Cethp (4).Becensqrpriqotf (C) [Dir. ]

8) [ C,D].Cethp(4). Dethp(4). Becnsqeqvl (C, D) [Dir «]
4) [g C].Cethp(4).Becnsqgsbstp (4,C) [Dir. f]

B} Beextosnlp (4) [Dir. 7*]

- Im § 12 leite ich auf die eben dargestellte Weise aus den Axio-
men A7—A3 eine Reihe verschiedener Theoreme des betrachteten
Systems ab; hier mdchte ich noch, etwas Licht auf die Konstruk-
tion dieses Systems dadurch werfen, dass ich in einer ganz freien
Sprache die Aufmerksamkeit des Lesers auf folgende Umstiinde lenke:

4) Die Direktiven des Systems & setzen keine speziellen Ge-
stalten voraus, die als die Gestalten der konstanten Termine des
Systems im Gegensatz zu den Gestalten der Variablen dieses Systems
gelten sollten: alle moglichen Worter mit Ausnahme der Parenthesen
und der Worter, die mit dem ersten, filnften, sechsten oder letzten
Wort des Axioms 41 gleichgestaltet sind, ktnnen einmal als Kon-
stanten, andermal als Variablen im System auftreten; der Charakter,
welchen sie nach dieser Ricksicht in dieser oder jener Formel ha-
ben, hingt von der Art der in der gegebenen Formel enthaltenen
Quaantifikatoren und von den Positionen der genannten Quantifika-
toren ab.

B) Die Direktiven des betrachteten Systems setzen keine spe-
ziellen Gestalten voraus, die als die Grestalten der konstanten oder
variablen Worter dieser oder jener semantischen Kategorie im Ge-
gensatz zu den Gestalten der Worter von anderen semantischen
Kategorien gelten sollten. Die Worter von beliebigen semantischen
Kategorien konnen miteinander — sogar im Rahmen irgendwelcher
einer zu dem System gehtrigen These — gleichgestaltet sein.
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C) Nach den Direktiven des Systems diirfen die Funktionszei-
chen einzig und allein vor den Parenthesen gestellt werden, die die
Argumente umfassen, auf welche sich die betreffenden Funktions-
zeichen beziehen, :

D) Nach den Direktiven — brauchen nicht die einzelnen Argu-
mente voneinander durch Kommata abgetrennt werden: die termi-
nologische Erklirung X X1 erlaubt, ohne Hilfe irgendwelcher Kom-
mata festzustellen, wo ein Argument endet und ein anderes beginnt.

E) Die Definitionsdirektive ist auf eine Weise formuliert, dass
es unmdglich ist, in das System irgendwelche Art von Quantifikato-
ren — ausser den schon im voraus eingefihrten universalen Quan-
tiflkatoren mit einer beliebigen Anzahl von Variablen — einzu-
fithren.

F) Die Direktiven ermtglichen es nicht, im System irgendeine
These zu erhalten, die unter ihren Bestandteilen einen universalen
Satz (gorl) enthielte, dessen Essnt gleichfalls ein universaler Satz
wire: in den Fullen, in denen man normal mit Ausdricken vom

Typus , a b...Jr,_k l...;"f(ab...k Z...)”‘—w zu tun hitte, begegnen
uns in meinem System nur entsprechende Ausdriicke vom Typus
mabo kil  "f(ab...kl..)%, in welchen die Variablen, die im
Quantifikator auftreten, angesichts der gentigend ,liberalen® For-
mulierung der Direktiven des Systems leicht auf eine beliehige
Weise innerhalb des genannten Quantifikators umgestellt werden
konnen. '

@) Die oben festgestellte ,Finsetzungsdirektive“, indem sie zn
verschiedenen Hinsetzungen fiir Variablen berechtigt, gestattet nicht,
etwas fur einen ganzen Ausdruck vom Typus ,f(a b...)¢ einzu-
setzen, wozu, wie bekannt, die Einsetzungsdirektiven ermichtigen,
die mit einer weitgehenden Prizision von Frege in seinem System
der Grundlagen der Arithmetik formuliert worden sind . Meine Direk-
tive ist demnach eine in dieser Beziehung schwichere Direktive.
Ausschliesslich als eben soleh eine schwichere Kinsetzungsdirektive
galt ‘mir von Anfang an die Direktive B des Systems &, und
aller Systeme der Protothetik, die ich oben besprach 2.

D Vrgl. 1. c.
2 Vrgl: Ajdukiewiecz,. 8S. 209, 210, 213 und 214 Ajdukiewies,
S. 262, Vrgl. gleichfalls: v. Neumann,. 85. 10, 16 nnd 42
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Ich bemerke hier bei Gelegenheit, dass ich der ,,Fox.‘malisieru.ng“
des Systems der Protothetik durch deutliche Formulierung seiner
Direktiven mit Hilfe einer Reihe von Hilfsterminen, deren Bedeutung
von mir in den oben angegebenen terminologischen Erklarl'mgen
festgesetzt wurde, — einen bedeutenden Aufwanc?. system.a.tlscher
vielmonatlicher Arbeit gewidmet habe. Da ich keine Vorliebe fiir
verschiedene ,,Mathematikspiele“ habe, welche darin beatehen,' dass
man nach diesen oder jenen konventionellen Regeln verschiedene
mehr oder minder malerische Formeln aufschreibt, die nicht' xfotwen-
dig sinnvoll zu sein brauchen oder auch sogar, wie. es einige dfar
,Mathematikspieler“ lieber haben mdchten, notwendlg's'mnhs gein
sollen, — hutte ich mir nicht die Mithe der Syste.matlfnerung ‘und
der vielmaligen skrupulosen Konlrollierung der Direktiven meines
Systems gegeben, wenn ich nicht in die Thesen di}ases S_yﬂtt%ms ei-
nen gewissen ganz bestimmten, eben diesen und nicht einen ande-
ren, Sion legen wiirde, bei dem fur mich die Axiome des Systems
und die in den Direktiven zu diesem System kodifizierten Sehluss-
und Definitionsmethoden eine unwiderstehliche intuitive Geltung
haben. Ich sihe keinen Widerspruch darin, wenn ich behaupten
wollte, dass ich eben deshalb beim Aufbau meines Systems einen
ziemlich radikalen ,Formalismus“ treibe, weil ich ein verstockter
,Intuitionist* bin: indem ich mich beim Darstellen von verschiede-
nen deduktiven Theorien bemtihe, in einer Reihe sinnvoller Sitze
eine Reihe von Gedanken auszudrticken, welche ich tber dieses
oder jenes Thema hege, und die einen Sutze aus den anderen Si-
tzen auf eine Weise abzuleiten, die mit den Schlussweisen harmoni-
sieren wiirde, welche ich ,intuitiv¥ als fur mich bindend betrachte,
kenne ich keine wirksamere Methode, den Leser mit meinen ,logi-
schen Intuitionen“ bekannt zu machen, als die Methode der ,For-
malisierung® der darzulegenden deduktiven Theorien, die’jedoch
keineswegs unter dem Einfluss solch einer ,Formalisierung auf-
horen, aus lauter sinnvollen Sitzen zu bestehen, welche fir mich
intuitive Geltung haben. Die Methode der Durchfihrung von ma-
thematischen Deduktionen auf der ,intuitionistischen“ Basis ver-
schiedener logischer Geheimnisse sehe ich auf jeden Fall als eine
bedeutend weniger zweckmissige Methode an ),

1) Die oben dargestellten Direktiven des Systems der Protothetik in Verbin-
dung mit den Direktiven der Ontologie und Mereologie, mit welchen Direktiven
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ich mich in den weiteren Abschnitten dieser Mitteilung befassen werde, betrachte
ich mit ganzer Bescheidenheit nur als einen der zahlreichen Versuche der ,lor-
malisierang” der Mathematik, die in grosserem Massstab von vurachiedenennl“or-
schern foit den Zeiten Freges unternommen wurden und die heute am bekann-
testen unter dem ,metamathematischen* Banner des Herrn David Hjlbert
reprisentiert werden, Indem ich erwihne, dass ich eigentlich unter den Arbeiten, die
den Aufbau der Grundlagen der Mathematik zur Aufgabe haben, nicht eine ein-
zige kenne, die anf eine -~ keine Interpretationszweifel erregende — Weise eine zur
Ableitung aller in dem betreffenden System offektiv anerkannten Thesen geniigende
Direktivenkombination festsetzen und nicht gleichzeitig auf diesem oder jenem
von dem Autor des gegebenen Systems nicht vorhergesehenen Wege zum Wider-
spruch fiihren wiirde, — gebe ich hier bei Gelegenheif einige Beispiele gerade
golcher von den Autoren nicht vorhergesehenen Ungonanigkeiten, welche im be-
sonderen, wie es mir scheint, in den Systemen enthalten sind, die in den letaten
Jahren von den Herren Chwistek (vrgl. Chwistek, und Chwistek,) und
J. v. Neumann (vrgl. v. Neumann,) verofentlicht worden sind und bisher
nicht, soweit es mir bekannt ist, einer geniigend erschpfenden kritischen Analyse
unterzogen wurden [kritische Bemerkungen iiber die Arbeiten aus demselben Ge-
biete, die von Herrn Hilbert und Herrn W. Ackermann herausgegeben wor-
den sind, will ich lieber bis zu dem Augenblick nnterlassen, wo schon das letztens
angesagts Werk der Herren P. Bernays und Hilbert im Druck erscheinen
wird, von welchem Werk man eine Synthese der bisherigen Forschungen der
regen ,metamathematischen* Schule erwarten konnte (vrgl: Hilbert-Ackerm anng,
S8. V und 115)]: .

1) Herr Chwistek setzt beim Formulieren der Direktiven seines Systems eine
gewisse Kombination der Bedingungen fest, demen ein Ausdruck geniigen soll, da-
mit man ihn als eine Definition aufschreiben diirfe (vrgl.: Chwistek,, §. 28,
Punkt 0-8; Chwistek,, 8. 97, errata). Den Bedingungen des Herrn Chwistek
scheint unter anderen die Formel zn gentigen, die festsetzt, dass

M .psp.=.pDg.
ds

und die wir z. B, als den Punkt 2:002 aufschreiben [im Zusammenhang mit der Be-
dingung 2° des Punktes 0‘3 bemerke ich, dass den Ausdruck ,.% der in dem
Ausdruck ,.pyp.“ enthalten ist, der Autor hier noch nicht als ,significant” be-
trachten kann, denn er bedient sich des Ausdrucks ,.“ in den ,defined symbols*
einer Reihe seiner Definitionen, die mit den hgheren Nummern versehen sind (vrgl.
z. B: Chwistek, 8. 34, Punkt 3:01), was zu tun ihm die erwihnte Bedingung
29 des Punktes 03 verbieten wiirde, wenn der Ausdruck ;.“ schon ,significant*
wiire]. Aus der These 2:02 (vrgl. L ¢.), der Def. 2:001 (vrgl . ¢.) und der For-
mel 1 (vrgl. oben in dieser Anmerkung) ergibt sich, dass

® l-¢D-rop..

aus der Formel 2, dass
@ |=..pDp.D.p5P..

aus der Formel 3 und der These 208 (vrgl. I c.), dass
@ |-.rop.
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aus den Formeln 4 und 1, dass
® |=.rD9q.
aus der Formel b, dass

6) |=..pup.04¢.

aus den Formeln 6 und 4, dass

@ g
aus der Formel 7, dass
® kF~q

Die Formel 8§ widerspricht der ¥ormel 7,
II) Die von Herrn Chwistek festgusetzte Definitionsdirektive gestattet, wie
es scheint, als Punkt 2003 die Definition aufzuschreiben, die besagt, dass

(a) =~
Aus der These 2:08 und der Def, 101 (vrgl: Chwistek,, 8. 28) orgibt sich, dass
® |=.~pVp

sus b und a, dass

© k.2Vp.
aus der These 1-2 (vrgl: Chwistek,, S. 33) und ¢, dass

@ I|-»

ans d, dass

© F~r
Die Formel e widerspricht der Formel d.

1II) Die ,klassische” Mathematik und Logik sollen nach den Intentionen des
Herrn v, Neumann durch ein gewisses Formelsystem ersetzt werden, in betreff
dessen dieser Autor mit Nachdruck hervorhebt, dass ea mittels lanter sinnloser Zei-
chen aufgebaat werden soll (vrgl.: v. Neumann,, 88. & und b). Das Konstru-
ieren des erwihnien Formelsystems soll im Sinne gewisser von Herrn v. Neu-
mann festgestellter Regeln vorgehen, die ich librigens nicht in allen Einzelbeiten
genau zu verstehen vermochte. Als Ausgangspunkt beim Aufbau des genannten
Formelsystems gelten hier gewisse spezielle Aufachriften, von dem Autor ,Axio-
menschemata® genannt und von ihm auf eine gewisse Weise in die Gruppen I—VI
veorteilt (vrgl: v. Neumann,, 88, 13—21). Indem Herr v. Neumann in seiner
Arbeit die Vermutung ausspricht, dass das in Rede stehende System ein wider-
spruchsfreies System in dem Binne ist, dass in ihm keine zwei Formeln ableitbar
sind, deren eine die Gestalt irgendeines Ausdrucks ,a“, die andere dagegen die
Gestalt des entsprechenden Ausdrucks ,~ a“ hiitte (vrgl.: v.Neumann,, 88, 12,
21, 36 und 37), — skizziert er gleichzeitig ein Raisonnement, das nachweisen soll,
dass auf jeden -Fall dasjenige System ein widerspruchsfreies System ist, welches
man gus dem vorhergehenden Bystem durch Weglassen des einzigen ,Axiomen-
schemas*, das von dem Autor zur Grappe V gezithlt wird, erhalten knnte (vrgl.:
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v. Neumann;, S8. 18 und 21—37). Das Raisonnement des Autors iiber das
Thema der Widerspruchsfreiheit eben dieses schwicheren Systems scheint nicht
in allen Punkten geniigend vorsichtiz zu sein, denn, wie ich geneigt bin anzu-
nehmen, konnen wir sogar ohne Hilfe des erwithnten ,Schemas® der Gruppe V'
auf eine solche Weise mit den von dem Autor zugelassenen Mothoden, neme For-
meln in seinem System zu erhalten, manipulieren, dass wir in diesem System zn
zwei einander widersprechenden Formeln etwa auf folgendem Wege gelangen:
Indem wir die von Herrn v. Neumann suf 8. 20 seiner Arbeit besproche-
nen Folgen von Formeln b, erwiigen, kinnen wir (vrgl. op. cit., S, 21) bshaup-
ten, dass sich eine solche natlirliche Zahl k finden wird, dass die die Gestalt des
Ausdrucks »%, % besitzende Formel mit der Formel b(l) identisch ist, die eines der
Elemente der Folge b(l) bildet; nach der von dem Autor erhaltenen Ermichti-
gung, zu dem System che Formeln hinzuznfiigen, die auf eine von dem Autor vor-
hergesehene Weise unter das ,Schema* 2 der Gruppe VI fallen (op. eit,, 8. 20),
dtirfen wir zu dem System die entsprechende Formel hinzufiigen, die besagt, dass

@ QP 0=0;

indem wir das Symbol Q(l) 4 (vrgl op. eit., 8. 21) in vollatundigster Ubersin-
simmung mit den Vorschnften des Herrn v, Neumann, die ,Abinderungen®
betreffen (vrgl. op. eit., 88. 8 und 9), auf eine Weise ,abiindern“, bei der die
Ausdrlicke vom Typus ngg)l @, in die entsprechenden Auadricke vom Typus
»1-a,“ iibergehen, kionnen wir aus der Formel a die Formel erhalten, die fest-
stellt, dass

® 140=0;

indem wir das ,Schema* 3 der Gruppe III (op. eit., 8. 15) in Betracht ziehen,
diirfen  wir behaupten [vrgl. op. cit., die Vorschrift b anf §. 9, betreffend das
Fortlassen von Parenthesen, und die Bezeichnungsweise des Amtors auf SS. 19
und 21), dass

N ~0+41=0);
indem wir das Symbol ,0¢ — wiederum in vollem Einklang mit den betreffender
Vorschriften des Herrn v. Neamann (vrgl. op, eit,, S. 8) — in das Symbol ,1*
nabiindern*, erhalten wir entsprechend aus den Formeln § und y die Formeln, die
festsetzen, dass —
141=1
und

~141=1).

[Fortsetzung folgt.]
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