Uber eine Umkehrung des Jordan’schen
Kurvensatzes.

Von

Casimir Zarankiewicz (Warszawa),

Der bekannte Kurvensaiz von O. Jordan lautet: Jede Punkt-
menge, die umkehrbar eindeutiges und stetiges Abbild des Kreises
ist, teilt die Ehene in zwei Gebiete deren gemeinsame Grenze sie
ist. Mau weiss, dass der Satz keinc eigentliche Umkehrung zulasst.
A. Schoenflies?) versteht unter einer geschlossenen Kurve ein
Jedes Kontinuum, welches die Ebene in zwei Gebiete zerschneidet
und die gemeinsame Grenze dieser Gebiete ist; ein homdomorphes
Bild einer Kreislinie pfleg: er als einfache geschlossene Kurve zu
bezeichven. L. E. J. Brouwer#? hat Beispiele von geschlossenen
Kurven gegeben, die schr komplizierte topologische Struktur haben;
es hat sich dabei herausgestellt, dass geschlossene Kurven existieren,
welche unzerleghare Kontinua (continus indécomposables) sind. Um
zu beweisen, dass irgend eine geschlossene Kurve K eine einfache
ist, muss man K noch einigen zustitzlichen Bedingungen unterwer-
fen. A. Schoenflies hatte z B. die sallseitige Erreichbarkeit® in
Jedem Kurvenpunkt postuliert und es ist ihin gelungen zn bewei-
sen, dass eine solche geschlossene Kurve eins einfache ist.

Man kunn aber die Sache von einem ganz anderen Standpunkte
sus betrachten, falls man nicht mehr die Annahme macht, dass es
sich um eine geschlossene Kurve handelt und wenn man za loka-
lem Zerschneidungsvermogen tibergeht. In einer fritheren Arbeit 3

) A. Sckoenflies. [ie Entwicklung der Lehre ron den Punkimannigfal-
tigheiten, Zweiter Teil, Leipzig 1908, 8. 119, 178
% L. K. J. Brouwer, Zur Analysis Situs, Math, Ann. Bd, 68. 8. 423,

% C. Zarankiewicz, Sur les coupures locales fuites par les continus,
Ball. Aead, Polon. Scienc., Cracovie 1927, 8, 217,
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habe ich bewiesen, dass wenn man vom Kontinuum ¢ voraussetzt,
dass es in jedem seiner Punkte die Ebene lokal in genau zwei
Teilgebiete zerschneidet (ohne zu postulieren, dass es eine geschlos-
sene Kurve ist), so ist C eine einfache geschlossene Kurve. wenn
es beschrinkt, oder eine topologische Gerade, wenn es uube-
schriinkt ist.

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist die Voraussetzuugen des
oben genannten Satzes zu verschwichen, also der Beweis des fol-
genden noch allgemeineren Satzes.

Satz. (). Kin beschranktes ebenes Komtinuum welches in jedem
seiner Punlte die Ebene lokal in eine endliche und houstante Anzdhl
von Gebieten zerschneidet, ist eine einfache geschlossene Kurve.

(B). Ein wnbeschrinktes Kontinuum von der gleichen Eigenschaft
ist eine topologische Gerade (d. h. homiomorph einer Geraden).

Ein Kontinuum, welches diese Voraussetzungen erfiillt, muss
nirgengzdicht sein. weil in ¢inem inneren Punkte einer Menge tiber-
haupt keine lokale Zerschneidung stattfindet. Der Beweis des Sat-
zes folgt also unmittelbar aus den Hauptsatze dieser Arbeit und
aus dem oben zitierten Satze von mir.

Wir beweisen zuerst den

Hilfssatz 1. In jedem seiner Punkte von der Ordnung n'j zer-
schneidet jede Baumkurve die Ebene lokal genau in n Gebicte ?).

Beweis. Es sel p ein Punkt von der Ordnung » welcher der
Baumkurve B angehort. Mann weiss 3) dass in jeder Umgebung
von p eine einfache geschlossene Kurve K mit dem Innern J exi-
stiert, die folgende Bedingungen erfillt:

(1) K.B enthdlt genauw n Punilte
{2) (K +J). B ist ein Kontinuum
{3) pCJ

'} Ein Punkt p eines Kontinuums heisst nach K. Menger {Grundziiye einer
Theorie der Aurven, Math, Apn. Bd. 95. 8. 279) von der Ordoung #, wenn n
die kleinste natiirliche Zahl ist von der Eigenschaft: es existieren beliebig kleine
Umgebungen von p, deren Regrenzungen die Miichtigkeit n haben. )

?) Ein Kontinuum K zerschneidet in seinem Punkie p lokal die Eb:et‘le ge-
nau in n Gebiete, wenn jede geniigend kleine Umgebung von p durch K in min-
destens » Gebiete zerschitten wird, wobei es aber beliebig kleine Umgebungen
von p gibt die genau in n Gebiete zerschnitten sind. )

3 C. Zaravnkiewiez, Sur les coupures locales juiles pur Ies.fontmus,
Bull, Acad. Polon. Cracovie, 1927, 8. 207, Saiz 3, Bedingangen (1) — (5).
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Das Kontinuum (2), als Teilkontinuum einer Baumkurve, ist selbst
eine Baumkurve!); des wegen zerschneidet es die Ebene nicht2).
Nach einem Satze von S Straszewicz ?) wird also das abgeschlos-
sene Gebiet J 4+ K durch (K- J).B genau in n Gebiete zer-
schnitten, w. z. b. w.

Hilfssatz 2 Ist cine Jordaw’sche Kwve K in ecinem seiner
Punkte = lokal keine Baumkurve, so ist x ein Punkt der lokalen
Zerschneidung der Lbene durch K in unendlichviele Gebiete.

Beweis, Wegen der Voraussetzung enthilt das Kontinuum K
vach einem Satze von'G. T. Whyburn) eine Folge von einfa-
chen geschlossenen Kurven mit nach Null abnehmenden Durchmes-
sern, weleche den Punkt 2 als Haufungspunkt besitzt. Man kann also
eine Folge von (tebieten U, und einfachen geschlossenen Knrven
C.C K bestimmen, die folgenden Bedingungen unterworfen ist:

&) U, licgt im Innern vor C, aber im Aussern von jedewm G, wo k>n
(6) U, liegt in der Komplementirmenge von K
(6) Lim U, =2

In der Tat, da K nirgendsdicht in der Ebene ist, so ist (5)
immer realisierbar: um {6) zu erftllen, brauchen wir nur die Ge-
biete U, geniigend klein und in gentigender Nihe von z zu wihlen.
Sind U, fir & <Cn schon bestimmt, so existiert nach Whyburn
eine einfache geschlossene Kurve C' welche so nahe dem Punkte x
liegt, dass sie die Gebiete U, U,,... U, im Aussern hat: es geniigt
also als .y, ein beliebiges Gebiet zu wihlen welches im Innern
von C liegt, den Punkt z nicht am Rande enthalt, und die Bedin-
gungen (5) und (6) erfullt: damit ist gezeigt, dass auch (4) im-
mer realisiert werden kann,

Sind T, und U, zwei Gebiete der oben definierten Folge und
i <j, so sind sie mittels einer einfachen geschlossenen Kurve. nim-

) 8. Mazurkiewicsz, Un théoréme sur les lignes de Jordan, F'und. Math.
t. 1L 8. 123

*) 8. Mazurkiewicz, Sur les continus homogénes, Fand. Math. t. V,
8. 138.

%) 8. Straszewicz, Uber die Zergchnetdung der Ebene durch abgeschlos-
sene Mengen, Fund. Math, t. VIL 8. 175.

9 G. T. Whyburn, Concerning Menger regular curves, Fund. Math, t. XIL
8, 277.
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lich (), voneinander getrennt, da nach unseren Festzetzungen U,
im Aussern, U, aber im Innern von C; liegt. Die Gebiete I, geho-
ren somit stets verschiedenen Komponenten der Komplementir-
menge von K an; da sie sich aber wegen (6) im Punkte x hiufen.
so ist z ein lokaler Zerschneidungspuakt in unendlichviele Gebiete,
w. z. b. w.

Hauptsatz. Voraussetzung: K isi eine ebene Kurvel), welche
hachstens abzdhlbarvicle Punkte enthiilt, in welchen eine lokale Zerschnei-
dung der Ebene in wnendlichviele Gebicte statifindet. Behanptung:
1) Die Kurve K, sowie ihre simtlichen Teilkontinua, sind Jor-
dawsche Kurven. 2) K enthdlt hichstens abzihlbarviele Punkte, in
welchen eine lokale Zerschneidung der Ebene in mehr als 2 Gebicte
stattfindet.

Beweis. 1) Das Kontinuum K enthilt kein Konvergenzkonti-
nuum %), da, wie ich friiher bewiesen habe, jeder auf einem Kon-
vergenzkontinuum liegeder und dem K angehoriger Punkt, hochstens
zwei Punkte ausgenommen, ein lokaler Zerschneidungspunkt in
uoendlichvielen Gebiete is. Enthilt K aber kein Konvergenzkonti-
nuum, so ist es wie man weiss 3), mit seinen s<#mtlichen Teilkon-
tinua eine Jordan’sche Kurve.

2) Sei A die, laut der Voraussetzung, hochstens abzithlbare Menge
der Punkte von K, wo eine lokale Zerschneidung der Ebeme in
unendlichviele Gebiete erfolgt. Nach dem Hilfssatze 2 ist also die
Menge K — A in jedem ihrer Punkte lokal eine Baumkurve.

Nach allgemeinen Sitzen ¢) der Mengenlehre, existiert eine ab-
zihlbare Familie von Gebieten ¥, von den Eigenschaften:

Ll B

(8) V..K ist eine Baumkurve.
Wegen (8) ist die Mengé der Punkte von der Ordanung n>2

1) D. h, ein 1-dimensionales, also in der Ebene, ein nirgendsdichtes Konti-

nuum, ) . -
%) vergl. C. Zarankiewicz, Uber eine topologische BEigenschajt der Ebene,
Fund, Math, t. XI. 8. 21, f. ‘

3) C. Zarankiewicz, Sur les points de divisions ..., Fund. Math, t. 1X.

3. 134, o < 979
4 F. Hausdorff, Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, 8. 272.
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der Kontinuen V,. K hochstens abzihlbar ") und nach dem Hilfs-
satze 1 mit der Menge der Punkte von V,. K, wo eine lokale Zer-
schoeidung der Ebene in n>> 2 Gebiete erfolgt, itbereinstimmt.
Demnach ist die Menge der lokalen Zerschneidungspunkte in n > 2
Gebiete wegen (7) auch tir K — 4, und wegen der vorausgezetzten
Abzihlbarkeit von A4, auch fiir das ganze A" hichstens abzihlbar.
w. z. b. w.

3) K. Menger, Uber reguldre Bowmkurven, Math, Ann. Bd. 96. 8. 576.
vergl. auch W. I. Ayres, Concerning continuous curves... Ann, of Math., Vol,
28, S. 406.
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Uber die Halbstetigkeit des Flichenmasses 1.
Von

Julius Schauder (Lwéw).

In letzter Zeit sind verschiedene Arbeiten erschiemen, welche
die Halbstetigkeit des Flichenmasses behandeln. In vorliegen-
der Note mdéchte ich num, un meine Vorarbeiten anschliessend, eine
Methode entwickeln '), die die Halbstetigkeit des Jansen’schen sowie
des Gross’chen Tlichenmasses zeigen soll. Ich kniipfe zu diesem
Zwecke an meine in dieser Zeitschrift erschienene Arbeit tber ste-
tige Abbildungen ?j an, wo ich den Begriff des topologischen
Indexes definiert habe 3), und béweise den folgenden

Hilfssatz Es se

(1) z=@,(40), y=.(u1

eine Folge von stetigen Abbildungen O, des Quadrates ¢y in der
Ebene u, v auf Mengen, die in der x, y Ebene gelegen sind und icelche
gegen die Grenzabbildung @

(@) r=q, v, y=1p )

gleichmissig konvergieren, Von der Greneabbildung selzen wir
weiter voraus, dass die Menge M C Q, derjenigen Punkte Pg 0y, in
weichen der Index entweder nicht definiert ist*) oder dew Wert Null

1) Nach einer brieflichen Mitteilang an Herrn Rado, Febroar 1928.

2) J, Schauder: Uber stetige Abbildungen, Fund. Math, Band XIL
3 siebe die unter 2) zitisrte Avbeit, insbesondere Seite 53.

4) Inshesondere kann der Index am Rande des Quadrates nicht definiert wer-
den; die Voraussetzungen des Hilfssatzes enthalten also auch als Bedingung, dass
der Band in cine Nullmenge iibergehen scll. In jedem einzelnen Falle, wo wir
den Hilfssatz anwenden wollen, miissen wix infolgedessen zuerst beweisen, dass

das Bild des Randes eine Nullmeuge ist.
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