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5. Ce qui vient d'étre dit montre que l'on peut énoncer encore
la proposition suivante, plus particulitre, mais qui se rapproche

davantage du théoréme de Schoenflies: Une transformation

continue et interieure d’un domaine de Jordan, qui est topologique sur

?a frontidre, est une transformation topologique dans tout le domaine.
En effet, la frontiére du domaine transformé est alors une courbe
simple fermée et M. Schoenflies a démontré, en donnant la réei-
proque du théoréme de Jordan, que tout point d’une telle courbe
est accessible de l'intérieur comme de l'extericnr 1). On pourra done
prendre alors 4 et B quelconque sur la frontidre de d.

) A. Schoenflies: Mathematische Annalen (1906) t. 62. p. 316.
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Sur une décomposition du segment.
Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme: Si 2% = r,, il existe une décomposition de Vintervalls
J=[0<<ze<<1] en 22 ensembles de mesure ewtérieure =1, de
deuxiéme catégorie dans tout iniervalle, ef ayant deux & deuz un en-
semble au plus dénombrable de points communs.

Lemme I1). Si 2%=x, et si E est un ensemble linfaire de
mesure extérieure positive, il existe un ensemble non dénombrable HC E,
tel que tout sous-ensemble non dénombrable de H est non mesurable (L).

Dém. De I'hypothése que 2%=¥, résulte I'existence d’'une suite
transfime du type £,

(a<<Q)

¢y Zyy Tay Tayeooy Ty Topryerrr Tasery

formée de tous les nombres réels.

Or, l'ensemble de tous les ensembles G linéaires de mesure
nulle ayant la puissance du continu, il existe aussi (d’aprés 2%=nr,)
une suite transfinie dn type £,

(2) Tl? Fi; Fsv-w th” I,m+1)-"517m"'7

formée de tous les ensembles @, linéaires de mesure nulle.
@ étant un nombre ordinal < R, désignons par S, I'ensemble

®) S.=2 T

E<o

— ce sera évidemment un ensemble de mesure nulle (comme somme

(@< Q)

1) Cf. Fund. Math. t. V, p. 184,
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d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable densembles de
mesure- nulle),

Il en résulte que l'ensemble E-—S, n'est pas vide (puisque
m,(E) > 0). Désignons par p, le premier terme de la suite (1) qui
est un point de l'ensemble E—S,, et soit H lensemble de tous
les points (différents) p,, ol @<C£2: ce sera évidemment un sous-
ensemble de A.

Soit N un ensemble quelconque de mesure nulle. Il existe, comme
on saif, un ensemble &; de mesure nulle, contenant N. D'aprés la
définition de la suite (2), il existe donc un indice u < @2, tel que
N(C T, Donc, si & est un indice, tel que p,eN, on a Pael,. Or,
d'aprés la définition de p, et d’aprds (3), on a Panone Iy pour
§<Ca, et parsuite p,non el’”, si @z u. L'hypothése que p,eN en-
traine done a <Cu, d'ob résulle tout de suite (daprés u << 2) que
I'ensemble HN est au plus dénombrable.

L'ensemble H a donc en commun avec tout ensemble de mesure
nulle un ensemble au plus dénombrable de points. Or, Iensemble
H est non dénombrable, puisque si H était au plus dénombrable
(done de mesure uulle), il existerait un indice a, tel que HC T,
et, d'apreés (3), on aurait H(S,, contrairement aux formules pocH
et p,noneS,.

Soit maintenant H, un sous-ensemble non dénombrable de H.
D'aprés la propriété de l'ensemble H, H, ne peut étre de mesure
nulle. Or, H, ne peut étre non.plus de mesure intérieure positive,
puisque alors H, et, & plus forte raison, H, contiendrait un ensemble
parfait (done non dénombrable) de mesure nulle, contrairement 3 la
propriété de H. Done H, est non mesurable (L), et notre lemme
est démontré.

. Il est & remarquer que tout ensemble I jouissant de cette pro-
priété que tout son sous-ensemhle non dénombrable est non mesu-
rable (L) est nécessairement de 1 catégorie de M. Baire sur
Fout ensemble parfait!), et on pourrait méme démontrer que toute
image continue d'un tel ensemble H est, elle aussi, de 1™ catégorie
sur tout ensemble parfait 2).

Lemme IL §i 2%—y,

. et st B est un ensemble lindaire de
deuziéme catégorie,

i existe un ensemble non dénombrable H CE,

) 8. Saks: Fund, Math. t. XI, p. 277.
% W. Sierpifski: Bull. dead. Polonaise, 1928.
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tel que tout sous-ensemble non dénombrable de H est de deuxidme ca-
tégorie. '

La démonstration de ce théoréme est tout & fait analogue & celle
du lemme I: il faut seulement g'appuyer sur les faits que fout en-
semble de 1 catégorie est contenu dans un ensern:}ble F, dfe 1% ca-
tégorie, que l'ensemble de tous les F, de 17 ca.tégorle ala puissancee
du continu et qu'une somme d’un nombre fini ou d'une infinité dé-
nombrable d’ensembles de 1 catégorie est un ensemble de.l“ caté-
gorie, et parsuite ne peut pas contenir B (Le rc‘).le de N joue na-
turelement un ensemble quelconque de 17 catégorie, et le rdle d'un
G, de mesure nulle — un F, de 1™ ca‘régor.ie)..

Tl est & remarquer que tout ensemble H jouissant de cette.I‘)ro:
priété que tout son sous-ensemble non dénombrable est de deuxiéme
catégorie, est nécessairement de mesure nulle.

En effet, I'ensemble X de tous les nombres réels est, comme on sza:it, une
somme X ==K -4 N de deux ensembles, dont le premier est de 17 catégorie efle

second est de mesure nulle, Done H=HE - HN, ob, d’aprés la pr‘oprieté de H,
HE est an plus dénombrable, et HN( N est de mesure nulle, d'olt résulte que

m(H)=0, ¢. q. f. d.

Qu vuit encore sans peine que pour que tout S(')us-ensen’xble‘noy
dénombrable d’un ensemble H dcnné soit de deuxiéme categomer, .xl
faut et il suffit que H ait en commun avec tout e'nsemb}e .parralt
non dense un ensemble au plus dénombrable de points. Pe,m'stenee
de tels ensembles non dénombrables a éié démo‘nn.'ée (& la;de de
Yhypothése que 2%=y,) par M. N. Lusin?) et jai prouﬁ'é ) que
toute image continue d'un tel ensemble est de mesure nulle.

P étant un ensemble linéaire donné, désignon’ls générale}x)m:}ntlpif
P(r) I'ensemble obtenu par une trrjm'slatlon de lensemlzjle ré:ISoen
gueur » (en direction positive). Divisons tous les noxlr)x r~es' cels o
classes, en rangeant dans une méme classe deux nom res I}‘fe sD
ce et seulement dans ce cas, si leur différence est rfantlpr'le, e. 2;:;5
shacune de ces classes choisissons un nombre: solt E 1en‘s;3.m le
ainsi obtenu: ¢est I'ensemble non mesurable bien connu de M. VitaiL

Soit
(4) "171'27 '.37"'

1) Comptes Rendus t. 158; v. aussi M. Lavrentieff, Fund. Math. t. Vi,
p. 164—1556.

3}y Fund. Mathk, t. XI, p. 302.
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une suite infinie, formée de tous les nombres rationnels diﬁ"érentS,
X — Pensemble de tous les nombres réels. On aura évidemment

(d) E(r). E(r)=0, pour i=kj,
et
(6) X = E(r) 4 E(ry) + E(ry) +...

X est done une somme disjointe d'une infinité dénombrable d’en-
sembles superposables avee K, d’oi résulte tout de suite que F est
un ensemble de deuxidme catégorie.

Divisons I'ensemble (4) en deux ensembles disjoints, denses dans
tout intervalle, soit

(7 Dry Prs Daye--
ot
(8) 915 92y Qa5 -

Admettons maintenant que 2% = x,. L’ensemble & étant de mesure
extérieure positive et de deuxidme catégorie, il existe, d’aprés le
lemme I, un ensemble P (C E, de puissance 2%, tel que tout sous-
ensemble non dénombrable de P est non mesurable (L), et, d'aprés
le lemme II, il existe un ensemble ¢ (C £, de puissance 2% et tel
que tout sous-ensemble non dénombrable de ¢ est de deuxiéme ca-
tégorie.

Jai démontrél) que si 2% ==y, il existe une décomposition de
tout ensemble de puissance du continu en une classe de puissance
2% d’ensembles non dénombrables, ayant denx & deux un ensem-
ble au plus dénombrable d'éléments communs: soit

(9) P =2‘ P

i<g

une telle décumposition de l'emsemble P, et

)

(19) Q :2 9

134

une telle décompusitign de I'ensemble ¢ {p désigne ici un nombre
ordinal, tel qe p = 22"

') Monaishefte fir Muth. w. Phys. Bd. XXXV (1928), p. 241; v. aussi A, Tar-
ski: Fund. Math. t. X11, p. 199 {Cor. 20, pour a = 0).
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Posons maintenant

1) Xe=Y[Pi(p)+ @) por 1<E<y,

n=1
et
(12) = (x— x|+ J1Pp)+ 0
: 1<E<p n=1

Nous aurons évidemment, d’aprés (11) et (12):

= Xe.
(13) T= 3%

384

Je dis que (13) est la décomposition de lintervalle J satisfaisant
‘aux conditions de notre théoréme.

Soient £ et 7= & deux indices donnés <{@. En désignant gé-
néralement par card (}/) la puisssance de I'ensemble M, on aura,
d’aprés les propriétés des décompositions (9) et (10):

(14) card (P, P,) <%, et card (Q: 0,) <o
On s évidemment, d’aprés PC E, @ CE, (9) et (10):
P.CE 9,CE,
done
(1) Pg(r,)CE(rﬂ‘), Qn(rﬂ)CE(r,,), pour n=1,2,3,...,
et parsuite, d'aprés (D), les termes des suites (7) et (8) étant des
termes différents de la suite (4):

[P(po + Qelg)] [Py(p) + @y(2)) =0

ce qui donne, d'aprés (11) et (12):

XX, = Y 1Pp) + 0i(g)] [Py(p) + @)}

n=1

e a 2
d'oi résulte sans peine, d’aprés p.=F ¢. (n=1,238,...} et d'apreés

(15) et (B): .
(16) X, X,= Y [Pi(p) ylp) + %la) Q,(g.))--

Rml
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Or, d’aprés (14), on 8
card [Pe(p.) Py (p] <K<Ky et card [Q4(g.) ()] << o,

pour n==1,2,3,..; la formule (16) donne done
card (X; X,) <. (pour £=1)

Nous avons ainsi démontré que les termes de la série (13) ont, deux

& deux. un ensemble au plus dénombrable de points communs.
Soit £ un indice donné < . D’aprés la propriété de l'ensemble P,

P, en tant que sous-ensemble non dénombrable de P, est de

L}

mesure extérieure positive. Les nombres (7) formant un ensemble
. » - by
dense dans tout mter.valle, il en résulte que "%’IPg(p,,) est un en-

semble, dont le complémentaire est de mesure intérieure nulle 3.
Or, d’aprés ia propriété de I'emsemble @, @:, en tant que sous-

ensemble non dénombrable de @, est de deuxiéme catégorie. Les

nombres (8) formant un ensemble dense dans tout intervalle, il en

résulte que 2105(9,,) est un ensemble de deuxiéme catégorie dana
tout intervalle,

D'aprés (11) et (12) il en résulte tous de suite que les ensem-
bles X, (§ << ) sont de deuxiéme catégorie dans tout intervalle et
que leurs eomplémentaires sont de mesure intérieure nulle.

La décomposition (13) satisfait donc aux conditions de notre
théoréme qui est ainsi démontré.

') En effet, on démontre sane peine le théoréme suivant: Si 7' est un ensem-
ble linéaire de mesure extérieure positive, et si g, p,, p,,... est une suite infinie
de nombres réels, dense dans tout intervalle, le complémentaire de I'ensemble

o3
2 T(p,) est de mesure intérieurs nulle,
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Uber approximativ stetige Funktionen von zwei
(und mehreren) Verdnderlichen.

Von

J. Ridder (Baarn)

In der folgenden Mitteilung wird die Definition der approximativ
stetigen Funktionen einer Veranderlichen ibertragen auf den Fall
von zwei (und mehreren) Veranderlichen, derartig daB die wichtig-
sten Eigenschaften dieser Funktionenklasse dabei behalten bleiben.
Wir werden nur den Fall von zwei Veriuderlichen betrachten; die
Ubertragung bei mehreren Verinderlichen ist darauf evident.

§ 1. Eine reelle Funktionen fiz, y), diein der Umgebung eines
Punktes (£, #) definiert ist. heibt an der Stelle (& n) approzimativ
stetig, wenn fiir jedes £>>0 die Menge /(¢ 7; &) der Punkte (z, ),
fiir die

(. 9)— F(E D <

ist, im Punkte ( ) die innere Dichte 1 hat.
Das soll bedeuten:

i 1 PLSE 73 €). 7]
m(4)=0 m(J)

wobei .J ein Quadrat mit Mittelpunkte (§
schnitt der Mengen 8% und J und m,[@]

des Durchschnittes bedeutet. » N
§ 2. Satz 1. Jede in einem ( beschrinkten) Gebiete G definierte,

-0

approximativ stetige Funktion ist in @ mefSbar (und endlich.
Der Beweis verlauft wie im linearen Fall; siche E. Kamke,

Zur Definition der approximativ stetigen Funktioner, Fund, Math.
t X, (1927). -

n)-—, &%.J der Durch-
7.J] das innere Mall (L)
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