Sur un théoréme topologique.
Par

S. Stoilow (Cernauti, Roumanie).

1. Une transformation topologique!) étant appliquée & un do-
maine d de Jordan, M. Schoenflies a démontré?) que le
transformé D de d se confond avec le domaine de Jordan limité
par la transformée de la frontidre de d.

Il résulte de ce théoréme que la notion de iégion 3) est un inva-
riant pour les transformations topologiques ¢). D’autre part toute
transformation continue fait correspondre & un conténu quelconque
un continu ou un point unique. Une classe trés vaste de transfor-
mations continues & doune pour invariant le eontinu. Toute transfor-
mation continue de plan & plan, ayant pour invariants les notions
de région et de continu, sera dite une transformation interieure ).
Le thécréme de Schoenflies peut alors s'énoncer ainsi: foufe
transformation topologique est une transformation intériewre telle que
les points frontiére de tout domaine de Jordan se tranmsforment en
points frontiére du transformé de ce domaine.

Nous allons démontrer une proposition qui est (du moins en ce
qui concerne les points intérieurs) une sorte de réciproque généra-
lisée du théordme précédent. En voici I'énoncé:

t) transformation biunivoque et bicontinue.

*) Goettinger Nachrichten (1898) p. 282.

%) domaine ouvert.

4) Cette condition est plus restrictive gue Iinvariance de la notion de domasne
{fermé).

5) Cetts dénomination est justifide par Vinvariance de la notion de point
intérieur,
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Etant donné un domaine borné simplement connexe quelconque d
et son transformé D obtenu par une transformation interieure felle que:

19 & tout point frontiére de d corresponde un point froutiére de D,

20 ¢ deux points fires distincts A et B de l'intérieur de D corres-
pondent, dans d, respectivement p et q points seulement;

on peut affirmer qu'a tout point interiewr & D correspondent,
alors, au plus p+q — 1 points dans d.

Si lon prend, en particulier, p = g=1, cette proposition est
la réeiqroque du théoréme de Schoenfies.

2, La démonstration s'appuie sur le lemme ) que voiei:

Considérons une transformation interieure de d en D qui fasse
correspondre & la frontiére de d celle de D (premiére condition de

plus haut). Soit 4B un segment de droite (d’extremités 4 et B)
entidrement situé i linterieur de D; soit a un point arbitrairement
choisi parmi ceux qui, dans d, correspondent & A. Dans ces condi-
tions il ewiste un arc simple de Jordan ayant une extremiié en a en-
tidrement situé dans d, tel que le fransformé de cet arc (par la

transformation donnée) est AB ¢t que cetle transformation est topo-
logique sur Uarc?). .

Appelons domaine mazimum (4, a) (relatif & un domaine 4 sxfué
dans D et comprenant le point 4 transformé de a) un domaine
obtenue par la réunion des deux ensembles suivants:

1° L'ensemble ouvert des points accessibles & partir de a par
des chemins continus tels que les transformés de ces chemins restent
a lintevieur de D.

2 La frontiére de cet ensemble. B

Deux remarques résultent presque immédiatement de cette défi-
aition :

10 Si a' est un point intérieur & (4, a). le domaine (4, a') se
confond avee (4, a).

2¢ Le domaine (4,a) a pour transformé le domaine.;.\,

La premiére est une conséquence directe de la déﬁmtxo.n. La se-
conde sétablit facilement: si lo transformé de(4,a) n’occupalt qu’une.
partie de 4, il y aurait un point frontiére de ce tran‘sfo.rmé qui
serait point interiear de 4. Or ce point ne peut provenmr de I‘a
transformation d’un point frontitre de (4, a) car alors celui-ei pourrait

) Co lemme est une partie d’un théoréme que j'ai énoncé aillenrs. ,
3} Nons dirons encore que V'arc ss transforine topologiquement en AE.
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g'étendre au dela et, par conséquent, ne serait plus domaine maxi-
mum; il ne peut pas provenir, non plus, d'un point interieur de
(4, a), car alors la transformation ne serait pas intérieure.

Un tel point frontiére du domaine transformé de (4, a) ne saurait
done exister. ‘ '

Ceci étant, soit M un point quelconque de AB. Nous détermi-

. X AM

nerons A par la valeur du paramétre: f=— i qui lui correspond
et qui varie de 0 & 1. Soit » un entier positif quelconque. Divisons
le segment AB en 2" parties égales, non empiétantes, sous-segments
de AB. Soit & (h=1,2,...,2" le rectangle obtenu, en faisant

. . AB?
déerire au centre du carré d'aire gags et dont deux cdtés sont pa-

ralltles & AB le k-idme sous-segment de AB. Llensemble des Vi
forme un rectangle dépendant de n et tendant vers AB quand »
aagmente indéfiniment. Ils contiennent tous 45 & leur interieur et
sont contenus l'un dans Pautre. Pour n fixe, deux 4* n'ont de point
commun que si les indices % difftrent par une unité seulement.
Considérons une suite de domaines maxima ainsi formde: le
domaine (4;, a); puis, ¢, étant un point du domaine précédent cor-

. 1 . ) .
respondant au point t=27.: le domaine (42, a;)); puis, «, étant un

point de ce dernier domaine qui correspond & f=— ;?;,
(4, as); et ainsi de suite jusqud ee que lindice supérieur devienne
égal & 2" on aura aussi une suite de domaines: oL, 0%,..., 62 ou
d; est un domaine maximum de A* (méme valeur de k). Chacun des
d, n'a de point commun qu'avee &' et :L Nous appelerons une
telle suite wne chaine {d*}; a sera dit Vorigine de la chaine. Nous
allors établir quelques propriétés des chaines {d%).

Il wy a qu'un nombre fini de chaines. En offet on peut entourer
chaque point a, d’un cercle assez petit pour que le transformé de
ce cercle soit tout entier dans 42. L'ensemble des a, étant fermé,
ces cercles peuvent éire remplacés par un nombre fini d'entre eux,

le domaine

*) Un point a, an moine existe comme le montrs la remarque 2° de plus haut,

1 s
car £=§‘ est interieur & Al Le point t=21n est aussi interieur 4 A2
-
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d'aprés le théoréme de Borel-Lebesgue. Or, d'aprés la remarque
1% de plus haut, deux domaines (42, a,) correspondant & des a; qui
sont dans le méme cercle sont identiques. Il n'y a done qu'un
nombre fini de (42, q;) distincts et, le raisonnement pouvant se
repéter pour (43, a,) etc, on voit que les chaines distinctes sont en
nombre fini,

Toute chaine {6%,}Y) est interiewre ¢ une chaine {05} Montrons
le d’abord pour p == 1. Soit a l'origine de la chaine {d},,}. Je prendrai
pour 8. le domaine (4%, a). Ce d, contient évidemment d,,; et 6;,’,+1
Soient a’ les points qui, dans &}, correspondent a t='2-1;=-2;¥1.

Parmi les o’ il en est un, soit a;, qui est origine de la portion de
chaine: 3, 0i4y..., 6?::{1-. Je prendrai pour & le  domaine (42, ),
Dans ce domaine se trouvent 6%, et d,,. Nous sommes ici vis-d-vis
de! o, &, 85, et 6t dans les mémes conditions ol nous I'étions
tout-a-Iheure vis-a-vis de: a, 4, d%,; et 6%,,. On pourra done con-
struire 0%, 6%,..., 62", chacun de ceux ci contenant deux domair.les
%1, dans lordre des indices supérieurs croissants. Don(? la chaine.
{0%,.} est comprise dans une chaine {0k, 1} et cellle—cl d‘ans ul:e
chaine {6%,, o). Finalement {d%,} est dans une certaine chaine {6,}

Deux chaines {0}y distinctes ne peuvent conienir .la méme chaine
{0,,). En eflet, si {0%,} est contenue dans une chaine {6&_}, les 2"t°
domaines de {8%,,} se répartissent, dans Yordre des k& croissants, en
2" groupes de 2° domaines chacun et le groupe dont le numéro
dlordre est m (m =1, 2,... 2") est entiérement situé dans 6?.' Or
deux domaines 07 ayant méme k= et appartenant & deu.x chaines
{6%) distinctes sont domaines maximums du méme ‘domame A et
une remarque faite plus haut sur les domaines maximnms montre
que ces deux domaines ne peuvent avoir de point interieur com-
mun sans se confondre. . )

Puisque les deux demaines 67 des deux chaines {Jy} contxer‘ment
tous deux les mémes domaines 0%, (ceux du m-iéme groupe) ils se
confondent done et les deux chaines {Ji} amssi ‘

Ces propositions préliminaires concernant les chaines m.ontrent
d’abord qu'une chaine {6%,,} étant donnée, on peut construlre.une
suite de chaines: {0%,.), {0t1,s) {0rpsh---, {5}, chacune entiére-
ment suitée dans la suivante. Si, aprés cela, on considére toutes les

1) p est un entier positif quelconque.
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chaines {d}}, toute autre chaine doit étre contenue dans l'une de ces
chaines: Comme le nombre de celles-ci et fini, il y a au moins une
chaine {0} contenant une infinite de chaines, parmi lesquelles il
y a d'ailleurs nécéssairement des chaines de tout ordre, Choissons
une chaine {d;} satisfaisant & cette condition. A I'interieur de celle-oj
sont situées un nombre fini de chaines {d§}, dont l'une au moing
contient des chaines en nombre infini et de tout ordre, Choississons

une telle chaine {d}} et continuons ainsi indéfiniment. On formers
une suite de chaines:

{dih {05},..., {3}, ...

dont chacune contient & son interieur la suivante.

La partie commune & toutes les chaines de cette suite est un
continu ¢, qui se transforme (par la transformation interieurs
donnée) en 4B. En effet o contient au moins un point qui se trans-
forme en 4 et au moins un point qui se transforme en B, car
toute chaine contient de tels points et I'ensemble de ces points est
fermé dans chaque chaine. o contient done deux points distincts et par
e.onséquent _est un continu. Il doit se transformer en un continu
ntué sur AB et ce continu transformé doit contenir les points
extrémes de 4B; il doit done occuper tout le segment AB. Je dis
que la tfansformation est topologique sur 0. Si non il y & sur ¢
denx points distinets Py et p, conduisant au méme point P de AB,
Dans toute chaine de la suite de plus haut, p, et p, sont situés
dans le méme d%, ou dans deux d; conséeutifs (dont les % different
par une unité), sans quoi les transformés de ces d, n'auraient pas
de pmnkt commun. Soit y, le domaine formé par lensemble de ces
g::z f;ct(:)::glzzrdlf céé‘,nszzitic;ntient P1 et pg). v, se transforme en

: » CO (ou en un seul rectangle 4%), donc
itoqumrs en un domaine I7, qui tend vers P quand # augmente
indéfiniment. La partie commune de tous les Y. (n entier positif
quelconque) est un continu Y), partie de o, et ce continu duit se
t‘ran.sformer fout entier en la partie commune de tous les c'est-
:a-dn.'e en F. Mais ceci est contraire & la définition des transfor;r’lations
Interieures. Les points P. et p, ne peuvent donc étre distinets.
Comme, d'autre part, la transformation est continue dans un sens

et que ¢ est borné, cetle transformation est bicontinue, done topologique

g . . v
) Cette partie commune doit en effet contenir p, ot P, qui sont distincts.
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sur o. Le_ggntinu o est alors évidemment un arc simple comme le
segment AB.

3. Nous allons maintenant revenir & I'dénoncé du N° 1 en con-
sidérant les domaines D et d de cet énoncé. Soit H un point quel-
conque interieur a D, distinet de 4 et de B. Soit 3’ une ligne
polygonale simple joignant H et A, entiérement située & l'intérienr
de D et ayant un nombre fini de cotés. Soit 3" une ligne analogue
entre H et B et telle que 3’ et 3 n'aient d’autre point commaun
que H. De sorte la ligne polygonale 3 résultant de la réunion de
3 et de X" sera simple.

Supposons maintenant que, contrairement & I'énoncé, il y ait

. dans ¢, un nombre p -} ¢ points A, (k=1,2,... p-¢) se transfor-

mant chacun en H. Nous allons montrer que cela est impossible.
De h, part un arc simple, d’aprés le lemme du numéro précédent,
situé dans d, se transformant en le premier c6té HI de 3’ et de
fagon que la transformation donnée est topologique sur cet arec.
Cet arc aboutit en un point ¢ qui se transforme en I. De ¢ part
un autre arc simple correspondant de la méme fagon aun second
c6té de 3’ et qui n'a évidemment en commun avec le premier arc
que le point i

En continuant ainsi, on aura un arc simple ¢} se transformant
topologiquement en 3’. On aura de méme un arc simple o;" partant
toujours de %, et se transformant topologiquement en 3, les arcs
0; et o} n'ayant en commun que le point A,. Il forment ensemble
un arc simple o, se transformant topologiquement en . Si on rem-
place maintenant k, par A, hs,..., h,y,, successivement, on aurra
p-}q ares simples: gy, Gz, Gy, .., Oy, 58 transformant chacun topo-
logiquement en 3 et ayant chacun pour extremités un point g,
(k=1,2,...,p) de ceux qui correspondent & 4 et un point b,
(k=1,2,...,¢q) de ceux qui correspondent i B, dans le domaine d.

Supposons d'abord que tous les points a, et b, soient tels qu'en
chacun d’eux aboutissent au moins deux ares o, distinets. Partons
alors d'un de ces points @, sur un arc o ayant ume extremité en
a,. L'autre extremité de o, est un point &,. De b, continnons
notre chemin sur un autre are g, ayant ce dernier point pour
extrémité, arc distinct de o,. Cet arc aboutira en a, et on con-
tinuera ainsi jusqu'a ce que l'on arrive la premiére fois & un point
a, ou b, déja rencontré sur notre chemin; ceci arrivera nécessairement
puisque ces points sont en nombre fini. On pourra alors détacher
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de la suite de o, ainsi construite, une suite composée de o,, mis
bout & bout, tous distincts et telle que le dernier are de la suite aboutisse
au point initial. Supposons, pour fixer les idées, que ce point initial
soit a;; de a; part o; qui aboutit en b,; de b, part o, qui aboutit
en ay et ainsi de suite jus'qua o, qui part de b, et ahoutit en a,.
Sur chacun des o, de cette suite se trouve un point A, (k=1,2,.u)
et ces points sont distinets. ¢, et o, peuvent avoir en commun un
autre point que b, soit ¢;, mais alors tous les points de o, et de 0,
compris entre ¢; et b, sont communs. En effet s'il n’en etait pas
ainsi on pourrait détacher de o, et de o, deux arcs n'ayant en
commun que leurs deux extremités. Ces deux arcs formeraient une
courbe simple termée. Le domaine de Jordan ainsi determiné fait
partie de d, car celui c¢i est & connexion simple. Son transformé
serait done dans D et comme la transformation est interieure, ce
transformé devrait avoir tous ces points frontidre sur 3. Celui ci
étant simple et ouvert, cela est impossible. Tous les points compris
entre by, et ¢; sur o, sont done aussi sur g,. Par conséquent A, et
hy sont exterieurs 4 l'are commun b,¢, sur chacun des ares g, et
0. Supprimons cet arc commun sauf le point ¢,. Soit g, et o, les
ares ainsi réduits qui n'ont plus en commun que ¢. Liare g, part
de a; (ot aboutit a;) et sa partie commune avee o, va de a, & un
point ¢, situé sur o, entre a, et hy et sur o entre ay et hy. Cette
partie commune fait done partie de g, sans Pépuiser. Supprimons
la et soient g, et g, les arcs réduits. 0, et 0, nont pas de point com-
mun autre que ¢y, mais g, pourra avoir un point, commun avec g,.
Sl en est ainsi nous arréterons o au premier point de rencontre
avec 0, et nous aurons formé ainsi une courbe simple fermée avec
des portions des o.. S'il en est pas ainsi on continuera sur o, 'opé-
ration identique & celle qui a été effectude sur 0, et au about de
{ opérations au plus on devra arriver & une ecourbe simple fermde.
Il y a done toujours une courbe simple fermée constituée par des
portions de o,. Mais on a vu plus haut que cela est impossible. On
ne peut done avoir des are o, tels qu'en chaque point a, et 0,
aboutissent au moins deux de ces ares.

Supposcns maintenant quil y ait des points @, ou b, gui soient
extremité d'un seul, ou d’aveun arc 0. : '

o . . . .
Supprimons ces points avee les 0, qui ¥ aboutissent. On aura
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ainsi supprimé au moins autant de points que d'arcs. Il pourra se
faire que, ces suppressions effectuces, il y ait d'autres points qui par
Tapport aux arcs non supprimés soient maintenant dans les conditions
des points qui ont été plus haut supprimés. On continuera par de
nouvelles suppressions. On se trouvera alors au bout d'un nombre
fini d'opérations dans I'un des deux cas suivants: 1° on sera arreté

-4 un moment donné et alors tous les points non supprimés seront

extremité d’au moins deux ares o, non supprimés. Dans ce cas le
raisonnement fait plus haut montre que cels conduit & une impossibi-
Iité. 2° on arrivera & supprimer tous les points a, et b, et tous les ares
0,. Je vais montrer que cela est encore impossible si le nombre des
arcs est p-¢ comme nous Vavons admis, En effet & chaque opé-
ration qui consiste & eflectuer un certain nombre de suppressions
de points et d’arcs, le nombre de points supprimés sera au moins
égal au nombre d’ares supprimes. Or & la derniére opération ou
supprimera certainement plus de points que d'arcs. Il faudrait done.
pour que l'on arrivit & épuiser les points et les ares, que le nombre
de ces derniers fiit plus petit que p-+-g.

Le théoréme est ainsi démontré,

4. Si Vun des points A et B, est situé sur la frontiere de 1,
mais est accessible de Uinterieur de D, on pourrait dans le raigson-
nement du numéro précédent remplacer 3 par une ligne polygonule
4 un nombre infini de c6tés et les conelusions de plus haut subsiste-
raient. En effet, quand on tend vers 4, sur 3, l'extremité variable
des arcs obtenus dans d doit s'approcher indéfiniment de la frontiérs
de d, sans quoi il y aurrait un point interieur & d, se transformant
en A qui est sur la frontiére de 0. Ceci serait contraire i la.pre-
miére condition des transformations interieures, L'extremité variable
ne peut d’autre part sapprocher indéfiniment de deux points distincts
de la frontitre de d, car il y avait alers un continu dans l’exf-
semble fermé des points qui se transforment en A, ce qui_seraxt
contraire » la deuxiéme condition des transformations interieures.
A X correspondent done encors des ares g,, mais qui ont une
exiremité sur la frontidre de . Le théordme subsisic donc dans le
cas ol les points A et B, accessibles de | 'intérf’mu_‘\. seraient
pris quelconques dans D, & lintériews ou sur la froutiére de ce
domaine.

Par contre: la conelusion velative aux points H ne #'étend pas
en général aux points frontiére.

Fundamenta Mathematicae, ‘T. XIIL
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5. Ce qui vient d'étre dit montre que l'on peut énoncer encore
la proposition suivante, plus particulitre, mais qui se rapproche

davantage du théoréme de Schoenflies: Une transformation

continue et interieure d’un domaine de Jordan, qui est topologique sur

?a frontidre, est une transformation topologique dans tout le domaine.
En effet, la frontiére du domaine transformé est alors une courbe
simple fermée et M. Schoenflies a démontré, en donnant la réei-
proque du théoréme de Jordan, que tout point d’une telle courbe
est accessible de l'intérieur comme de l'extericnr 1). On pourra done
prendre alors 4 et B quelconque sur la frontidre de d.

) A. Schoenflies: Mathematische Annalen (1906) t. 62. p. 316.
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Sur une décomposition du segment.
Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme: Si 2% = r,, il existe une décomposition de Vintervalls
J=[0<<ze<<1] en 22 ensembles de mesure ewtérieure =1, de
deuxiéme catégorie dans tout iniervalle, ef ayant deux & deuz un en-
semble au plus dénombrable de points communs.

Lemme I1). Si 2%=x, et si E est un ensemble linfaire de
mesure extérieure positive, il existe un ensemble non dénombrable HC E,
tel que tout sous-ensemble non dénombrable de H est non mesurable (L).

Dém. De I'hypothése que 2%=¥, résulte I'existence d’'une suite
transfime du type £,

(a<<Q)

¢y Zyy Tay Tayeooy Ty Topryerrr Tasery

formée de tous les nombres réels.

Or, l'ensemble de tous les ensembles G linéaires de mesure
nulle ayant la puissance du continu, il existe aussi (d’aprés 2%=nr,)
une suite transfinie dn type £,

(2) Tl? Fi; Fsv-w th” I,m+1)-"517m"'7

formée de tous les ensembles @, linéaires de mesure nulle.
@ étant un nombre ordinal < R, désignons par S, I'ensemble

®) S.=2 T

E<o

— ce sera évidemment un ensemble de mesure nulle (comme somme

(@< Q)

1) Cf. Fund. Math. t. V, p. 184,
13*
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