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Espaces héréditairement de Baire
by

G. Debs (Paris)

Abstract, We prove that in a regular and first countable topological space X, every closed
subset is Baire if and only if X does not contain a closed subset homeomorphic to the space @ of
rational numbers.

1. Espaces héréditairement de Baire. Un sous-espace ouvert d’un espace de
Baire est évidemment de Baire. D’autre part si X esl un espace métrique complet
ou un espace localement compact alors tout sous-espace fermé de X est de Baire;
mais cette propriété d’héréditarité pour les sous-fermés est fausse en général pour
un espace de Baire quelconque.

Nous dirons qu’un espace est héréditairement de Baire si chacun de ses sous-
espaces fermés est de Baire. La classe de ces espaces contient comme nous ’avons
signalé des sous classes naturelles importantes; de plus elle apparait dans beaucoup
de questions d’Analyse, notamment dans Pétude des fonctions de premiére classe.
Le but de ce travail est d’étudier cette propriété topologique et d’en donner — au
moins dans le cadre des espaces métrisables — des caractérisations simples.

Nour commengons par quelques propriétés élémentaires. Rappelons qu'un
espace X est de Baire si et seulement si tout sous-espace ouvert de X est non maigre
dans lui-méme.

PrOPOSITION 1.1. Pour un espace topologique X les propriétés suivantes sont
équivalentes:

(i) X est héréditairement de Baire.

(i) Tout sous-espace fermé de X est non maigre dans lui-méme.

Démonstration. (i) = (ii) est évident. Supposons inversement que I'espace X
contient un sous-espace fermé F qui ne soit pas de Baire, c’est-d-dire qui contient

un ouvert relatif ¥ qui est maigre dans F. Ecrivons ¥ = |J F, ol chaque F, est
neN

un fermé de F, rare dans V; alors F, est rare dans Vet ¥ = (AV)u U F, serait
un fermé maigre dans luiméme. B neN

N ous rappelons qu’un Gj d’un espace topologique X est une partie qui peut
s*écrire comme intersection dénombrable de“parties ouvertes de X.
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PROPOSITION 1.2. Si X est un espace héréditairement de Baire alors tout sous.
espace Gs de X est de Baire.

Démonstration. 8i ¥ est un G5 de X alors en particulier ¥ est un résiduel
de Y qui est de Baire; donc Y est de Baire. B

La réciproque est fausse en général (voir Remarque 2.49). Elle est évidemment
vraie dans les espaces métrisables.

2. Le jen de Choquet. Nous rappelons un jeu topologique introduit par G. Cho-
quet (voir [3] ou [2] pour les détails). Dans ce jeu que nous noterons ici I ", deux
joueurs a et f choisissent alternativement des objets dans un espace topologique X:
Cest le joueur § qui commence la partie en choisissant un couple (x,, V,) constitué
d'un ouvert ¥, de X et d’un point x, € ¥, le joueur o doit répondre alors par un
ouvert Uy tel que x, € Uy = Py, de nouveau le joueur f choisit (x5 Vy) tel que
%1 € ¥y <= Uy, puis le joueur o choisit U, tel que x, & UjcV, ete ... Le joueur o

gagne la partie si ( U, = () ¥,  @; le joueur § gagne la partie sinon. Le jeu —
neN neN

et par extension I’espace topologique — sera dit favorable pour l'un des joueurs
(o ou p) si ce joueur posséde une stratégie gagnante dans ce jeu. De méme le jeu —
et par extension I'espace — sera dit défavorable pour I'un des joueurs, si ce joueur
n’a pas de stratégie gagnante dans ce Jjeu.

Le jeu I' est souvent désigné dans la littérature par le jeu fort de Choquet par
distinction d’un autre jeu qu’on notera par G dans la suite (étudié aussi par Choquet
et souvent appelé jeu de Banach-Mazur) et dans lequel le joueur B choisit seulement
des ouverts non vides V, et 12 joueur « des ouverts non vides U,, avec tovjours la régle
Qinclusion: ¥, cU, <V, et la méme régle de gain que dans I. On rappelle le
résultat fondamental suivant (voir [6D:

ProposiTioN 2.0. Un espace topologique est de Baire si et seulement il est
B-défavorable dans le jeu G.
Il est facile de voir que Ie jeu I' est — en un sens que I’on peut préciser — “plus

défavorable” pour le joueur « que le jeu G. En particulier on a les propriétés suivantes
que I'on admettra.

PROPOSITION 2.1. Soit X un espace topologique.

(@) Si I'(X) est a-favorable alors G(X) est a~favorable.

(b) Si I'(X) est B-défavorable alors G(X) est B-défavorable.

En particulier si I'(X) est §-défavorable alors X est de Baire, Nous signalons
cependant qu’aucune des deux propriétés (a) et (b) ne découle de I'autre.

PROPOSITION 2.2, Soient X un espace topologique et ¥ un Gy de X. Si I'(X) est
ﬁ -défavorable alors I'(Y) est B-défavorable.

Démonstration. Ecrivons ¥ = N G, comme intersection dénombrable d’ou-

neN
verts de X, et soit ¢ une stratégie pour le Joueur f dans I'(¥). Nous allons en déduire
une stratégie ¢ pour le joueur B dats I(X).
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Sit(@) = (%o, Vo) olt ¥, est un ouvert relatif de Y (donc x, € V, = ¥), posons
(@) = (x9, Wy) ol W, est un ouvert de X tel que:

Vo= YOaWocW,cG,.

Si Ie joueur « répond dans I'(X) parun ouvert Uy de-X (done tel que x, & U, = W)
alors Uy Y est un coup licite pour le joueur « dans I'(Y) et compatible avec la
stratégie 7; donc (xy, V) = t(Uyn ¥) est bien défini, On choisit alors un’ ouvert W
de X tel que:

V1 = (Y("\ TVI) < W1 o (Gl M UU)

et on pose o(Ug) = (xy, Wy). Et ainsi de suite, la stratégie o consiste & répondre de.s
0011171"3‘S (x,, W,) tels que W,= G, et que pour V, = W, ¥ I’égalité suivante soit
bien définie et vérifice:

FKpae1s Var) = (U0 ¥, ., Uy Y)

lorsque le joueur o a joué les ouverts U, dans I'(X). Autrement d.it la suite (U, N ’Y)‘,,e N
constitue une suite de coups licites dans I'(Y) et qui est compatible a’vec la stratégie T.
Comme I'(X) est f-défavorable, on peut trouver une telle suite U, telle que

N U, # &; mais alors comme U, = W, =G, on a:
neN

= U,nG,) = U, #9,
"QN U,n7Y) "QN( WGy nDN n
ce qui montre que la stratégie © n'est pas gagnante dans I'(Y). W

COROLLAIRE 2.3. Soit X un espace topologique B-défavorable pour I. Alors
tout sous-espace Gy de X est de Baire. o o

Remarque 2.4. Méme sous I'hypothése plus forte ol X se:rauiti o(ci-favorg ;
pour I'il est faux en général que X soit héréditairement Ele Baire. 11 suff ’cd e Tm::;zn-
de la topologie engendrée par les intervalles ou'verts etl er}semble REQé ;S ;]:n o
nels: Cet espace est o-favorable pour le jeu I' (voir plus généra e;tera 3
Théoréme 2.2) mais @ qui y est fermé, n’est pas un espace de Balrfa (onllsl) q
la topologie induite sur @ est la topologic habituelle sur les rationnels).

Dans l'autre sens on a le résultat suivant: . ‘

DEFINITION 2,5. On dira qu’un espace X est de fype dét.w.mbrable si tout point
de X admet un sysiéme fondamental dénombrable de voisinages. '

DEFINITION 2.6. Si 7 est une stratégie pour le joueur f dans I'(X) on dira qu; ;
est 2 valeurs dans un sous-espace X, de X sit st de la forme (x, VY =1t(Ups s Uy
avec x € Xp.

PROPO;ITION 2.7, Soient X un espace topologique re’gulier‘et X, un sazfs:e;iiii
de type dénombrable de X. Si le joueur B posséde une 4stmtéguz gcgnar:z;es;zns e
dans X,, alors X, contient une partie Y fermée dans X, dénombrable,
isolé.
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Démonstration. Fixons pour tout x € X, une suite décroissante (B nen
de voisinages ouverts de x dans X telle que (B,(x)n X;) forme un systéme fonda-
mental de voisinage de x dans X,. Fixons pour tout ouvert V et pour tout xe ¥
un ouvert U = g,(x, V) vérifiant:

) xeglx, V) et gx, V)= (BL)NV).

Soit = une stratégie gagnante pour f dans I'(X) & valeurs dans X, que nous
écrirons sous la forme (x, V) = t(Uy, ..., U,). En particuliert (&) désignera le couple
(x, V) que la stratégie v définit comme premier coup pour le joueur . Il est facile
de vérifier que I’on peut supposer qu’au cours d’une partie, la stratégie © définit
des points x, € X, distincts entre eux. Autrement dit si (x,, ¥,; U,)yan 5t une partie
compatible avec = on a:

@) Xy # X%y Vn#m.

Soit § 'ensemble des suites finies d’entiers. Pour tout s € § on note par [s] la
longueur de la suite s, c’est-a-dire le cardinal de son domaine Dom(s); pour 5 # @
on énumérera Dom(s) = {1, ..., [s|}. Si |s] > k¥ > 0 oni désigne par () la restriction
desa{l,..,k}; et on pose my(s) = @ pour tout se S. Pour tout entier n, on note
s7n la suite s telle que [s'] = |s]+1, m(s) =5 et 5'(Js]+1) = n.

La stratégie v définit alors par récurrence sur |s| une famille (xs; Vi3 U,
vérifiant:

s&8

A {(xra: Vo) = 1(D),
(x5, Vo) = 7"((US(I))1<|.91) si s % O
et
@ Usrn = 04(%5, V) -
Il découle alors de (2) et (4) que pour se S et tout ne N on a:
5) Xgrn € By IN\{x:} .

Donc I'ensemble dénombrable ¥ = {x;; s€ S} est sans point isolé. Il reste alors

a vérifier que ¥ est fermé: On procéde par Iabsurde, Supposons que pour un ultra-
filtre % sur § on ait:

(6) ‘ X = limx, et
L2

Montrons alors que pour tout ke N on a:

x¢ Y.

) dd.e,dt.e8, Vsedy, [sizk et mfs) = 1.

La démonstration de (7) se fait par récurrence sur k. Pour k = 0, le couple
(4o, 1) = (S, D) convient. Supposons (7) établi pour k; comme % n’est pas principal
(sinon xe Y) alors: ’

A= ANt} eu
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et

Vsed, [s|zk+l et mo()>.

Pour tout n & N, posons:

Cy=U{sed: m (s = tp}
pEn

alors d’aprés (3) ¢t (4) on a:

(® Vse C,, x,€Ugc<B(x,).

Si pour tout e N on avait C, €% alors il découlerait de (8) que lim x; = x, en
F

notant par & le filtre sur S engendré par les C,; et comme & <% on aurait
x = X, € Y ce qui cst contraire & (6). Donc il existe un entier n tel que I'ensemble

Ufsecd’s me(s) = fip}
PEn
soit dans #. Bt comme % est un ultrafiltre il existe alors un. entier p, <n tel que
Aoy = {sed's muy(s) = fpy e

ce qui achéve la démonstration de (7) pour k-1, en prenant fi4y = f,p.
Considérons alors la suite (¥, Vi Uidien 8veC (fken dom}é par (7): elle
définit une partic dans I'(X) qui est compatible avec t puisque #<fp.y;

donc 1} ¥, = @ et il découle alors de (1) et (4 quekﬂNV,,‘ = @. D’autre part, comme
N & . ) »
X = li;mxs, il découle de (1) que x & ) ¥, d’oitla contradiction qui achéve la démon-
W@ keN

stration de la proposition. ®
' Remarque 2.8. On notera que dans les hypothéses de la Proposition 2.7 onne
suppose pas que tout point de X admet un systéme fondamental dénombrable de
voisinages. Bn particulier si y est un point de X adhérent & ¥ on ne peut pas afﬁrn}er
A priori que y est limite d’une suite de ¥, et I'usage des filtres dans la Slémonstratlon
précédente nous paraft indispensable. Cependant comme Y <X lespace. Y est
régulier et A base dénombrable, donc métrisable. En. fait par un résultat cIassxq.ue,de
Sierpinski, I'espace ¥ étant dénombrable et sans point isolé est homéomorphe a1 ca-
pace @ des rationnels.

>3. Espaces de Baire. Nous donmons maintenant quelques conséquences des
résultats précédents sur les espaces de Baire. .

DerNITION 3.1, On dira qu’un espace X est de type (D) s'il est régulier et §'il
contient un sous-espace dense X, qui est de type dénombrable. '

‘ Lexemple fondamental est évidemment celui oit Xo est métrisable.

THEOREME 3.2. Soit X un espace de type (D), qui n'est pas de Baire, alors X contient
un sous-espace fermé homéomorphe a Q.
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Démonstration. L’espace n’étant pas de Baire est f-favorable pour le jeu G;
soit o une stratégie gagnante pour f dans G(X). Si X, est le sous-ensemble de X
vérifiant la définition 3.1 fixons une fonction de choix @ qui & tout ouvert ¥ non vide
de X associe un point (V) € ¥'n X,. Alors on peut définir une stratégie = pour j
dans I'(X) par:

t(Ups s U)=(x, ) si (6(Up, ..., U;) = Vet x = 0(V)).

1l est facile de vérifier que o n’étant pas gagnante dans G(X) il en est de méme pourz
dans I'(¥). On est alors dans le cadre d’applications de la Proposition 2.7.

COROLLAIRE 3.3. Soit X un espace de type (D) et (X))iqy un recouvrement de X
tel que:
VJ dénombrablec1, 3iel, | X;<X;.
Jjed

Si tous les X, sont héréditairement de Baire alors X est de Baire.

Démonstration. Sinon par le théoréme précédent il existe une partie fermée ¥’
de X qui est homéomorphe & Q. Bt par les propriétés faites sur (X;)ey on aurait
que Y X; pour un certain iel, ce qui est impossible. M

COROLLAIRE 3.4. Soit X un espace de type (D) et (Xp)g<y, une famille croissante
de sous-espace de X telle que X = \J Xy. Si tous les X, sont héréditairement de
" Baire alors X est de Baire. <t
COROLLAIRE 3.5. Soit X un-espace de type (D) dans lequel tout sousfermé séparable
est de Baire; alors X est de Baire.
CoROLLAIRE 3.7. Un espace régulier de type dénombrable est héréditairement
de Baire si et seulement s’il ne contient pas de sous-espace fermé homéomorphe 3 Q.
Nous avons appris récemment par John Jayne que dans le cas particulier ot X
est métrisable séparable le Théoréme 3.2 est un résultat classique di 3 Hurewicz
([5] p- 97) mais qu’il est possible d’adapter la démonstration originelle de Hurewicz
au cadre d’une espace métrisable non séparable, et ceci en utilisant des propriétés
de paracompacité des espaces métrisables. Cependant une telle adaptation semble
inespérée sous I’hypothése trés faible du Théoréme 3.2. C'est essentiellement Putilisa-
tion des jeux topologiques qui donne & notre preuve ce degré de généralité, et montre
Pinterét de I'utilisation de ces concepts.

4. Espaces métrisables héréditairement de Baire. Rappelons qu’un. espace métri-
sable X est dit topologiquement complet §’i1 est Gy dans X (avec les notations précé-
dentes). On montre que cette propriété est indépendante du choix de la métrique pour
définir la topologie de X. La premiére partie du Théoréme suivant est un résultat
bien connu de Choquet ([2]); la deuxiéme découle des Propositions 2.2 et 2.7:

THEOREME 4.1 Soit X un espace métrisable.

(@) I'(X) est o-favorable si et seulement si X est topologiquement complet.
(b) I'(X) est B-défavorable si et seulement si X est héréditairement de Baire.
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Le Corollaire suivant se démontre de maniére standard 3 partir du Théordme 4.1 ;

COROLLAIRE 4.2. Soient X un espdce métrique compler et Y un espace métrigue
héréditairement de Baire.

Alors le produit X x Y est héréditairement de Baire,

Remargue 4.3. Par contre le produit de deux espaces héréditairement de Baire
peut ne pas Gtre de Baire: En cffet on peut vérifier facilement que les espaces con~
struits par Fleissner et Kunen dans ([4] p. 234 Exemple 1) sont en fait héréditaire-
ment de Baire. (Voir aussi [1])

5. Espaces de Prokhorov. Soit X un espace complétement régulier et .47,(X)
'espace des mesures de Radon bornées sur X, qu’on munit de la topologie de la
convergence étroite, c’est-d~dire définie par la dualité avec %,(X) I’espace de toutes
les fonctions continues bornédes sur X. L'espace X est dit de Prokhoroy si pour toute
partie M relativement compacte de HF(X) on a:

Ve 0, 3K compact= X, u(X\K)<e VueM.

Par un résultat fondamental d & Preiss on sait que I'espace @ n’est pas de Prokhorov.,
Par ailleurs il est immédiat que tout sous-espace fermé d’un espace de Prokhorov
est aussi de Prokhorov. Il découle alors du Théoréme 3.2 et de ce qui précdde le
résultat suivant établi directement par Preiss dans le cas ot X est métrisable ([7]).

THAOREME 5.1. Tout espace de Prokhorov de type (D) est de Baire.

6. Espace des compacts. Soit X un espace topologique et »(X) I'espace des
parties compactes de X que I'on munit de la topologie expomentielle, c’est-a-dire
engendrée par les ensembles de la forme {K: K<V} et {K: KnV # @} pour V
ouvert de X, LA aussi I’espace Q jouc un role remarquable: En effet, if est bien connu
que %(Q) est un espace co-analytique non borélien. D’autre part, un autre résultat
(I8]) de Saint Raymond affirme qui si %(X) est analytique (c’est-3-dire I'image con-
tinue d’un polonais) alors X est en fait polonais (et %(X) aussi).

En remarquant que si Z est un fermé de X alors %(Z) est un fermé de x(X),
on obtient & partir de ce qui précéde et du Théoréme 3.2 I'extension suivante du
Théoréme de Saint Raymond:

THEOREME 6.1, Si X est un espace de type dénombrable tel que x(X) soit K-analy-
tique, alors X st de Buaire.

Pour la définition ot les propriétés des espaces K-analytiques nous renvoyons
4 ([2]). Signalons cependant qu'en reprenant certains arguments de ([8]) on peut
montrer sous les hypothéses du Théordme 6.1 que I'espace x(X) est aussi de Baire.
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Nonexistence of local expansions on certain continua
by

D.W. Curtis and 8. Miklos (Wroclaw)

Abstract. Tt is shown that no path-connected continuum without any simple closed curve or
closed connected manifold with finite fundamental group admits a local expansion, and that no
path-connected continuum with finite fundamental group or tree-like continuum admits an open
local expansion. It is also shown that no compact connected manifold with boundary admits a local
expansion into itself with respect to any connected metric, and that every open local expansion
on a Peano continuum is a local expansion with respect to some connected metric. Hence compact
connected manifolds with boundary admit no open local expansions, i.e., no local expansions which
are boundary-preserving,

All considered spaces are assumed to be metric. A continuous function
Si (X, d) = (X, d) is said to be a Jocal expansion provided that for each x e X,
there is an open set U containing x and a real number M > 1 so that if y, ze U,
then d(f (), F() = Md(y, z). We say that a metric space X admits a local ex-
Dpansion if there exist a metric d that is equivalent to the original one given on X,
and a mapping f* X — X satisfying the conditions of the above definition.

THEOREM 1. No local expunsion of a continuum onto itself can be a homeomor-
phism.

Proof, Let f3 (X, d) - (X, d) be a surjective local expansion, and suppose f'is
a homeomorphism, Consider the surjective mapping g =571 (X,d) - (X, d).
By the compactness of X, there are positive numbers & and M, with M < 1, so that
if d(x, y) < & then d(g (%), g(3)) < Md(x, y). Let % = {Uy, Uy, ..., U,} be a finite
cover of X with mesh®% < &, and let x and y be any points of X. Then, by the con-
nectedness of X, there is a chain of open scts from x to y, chosen from Uy, U, v, Uye
Bvidently d(x, y) <nd. Considering the images of links of this chain under g we
have d(g(x), g(»)) < Mnd and, more gencrally, d(g"(x), ()< M*né for each
positive integer k. Now choosing % so large that M*m<1, we see that
diam g*(X) < § < diam X. So g is not surjective, a contradiction.

COROLLARY 1. No local expansion of a continuum into itself can be an imbedding.
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