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Homotopieiquivalenzen zwischen Produkten aus
dreidimensionalen Linsenrdumen

by

von Giinther Huck (Frankfurt am Main)

Abstract. We give the following homotopy classification for products of 3-dimensional lens
spaces:
THEOREM. There exists a homotopy equivalence between products of 3-dimensional lens spaces:

s s
H Ln(r1) = H Lur?) if and only if the following conditions hold:
i=1 i=1

1. the fundamental groups are isomorphic:

. . o X
2. for each maximal prime power divisor p j'i of ged(ny, ..., ms):

3 s

X
[1ri=xr- 11+ modsy’,
i=1 i=1

where the signs + for the different prime divisors pj are coupled as follows:
The sequences (my, ..., ms) and (ny, ..., ms) determine sequences of corresponding maximal
’

prime power divisors pj’:” mj resp. p;” imi.By1, (.X'{j, ves X5j) is a permutation of (Xyj, ..., Xsj) and
the permutation is uniquely determined if these prime power exponents are pairwise distinct. We get
the following conditions for the signs + in the system of congruence equations above: If —1 is a square
modp; or if xyy = xij for some i1 then the sign is arbitrary, else the choice of sign has to be either
equal or opposite (throughout the whole system of equations) fo the sign of the corresponding per-
mutation of prime power exponents.

The above conditions were shown to be necessary in a more general context, (products of
(2n—1)-dimensional lens spaces), in: G. Huck, W. Metzler: Uber den Homotopietyp von Linsen-
rdumprodukten, (On the homotopy type of products of lens spaces), [5].

Therefore we only need to show that they can be realized by homotopy equivalences. We
construct these maps “by hand”.

In chapter 2 we reduce the general case to the following two basic transformations between
products of two lens spaces:

PROP. 1. Lis(r) X Ly (') 2 Lin(r ) % Lm(1), where ¢ is w.1.0.g relatively prime to m and a7

PROP. 2. Linps(r) X Lirp'(1) 2 Lynpw'(r') % Lunrp=(1). where »’ = r modm and 1’ = —r modp™.
1 ~ Fundamenta Mathematicae 128. 2
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The homotopy equivalences of Prop. 1 and 2 are constructed as equivariant maps in thé uni-
versal covering S x 3, equivariant of course with respect to the lens space operations. We intro-
duce a “calculus of homogeneity transformations”; these are equivariant transformations based
on quaternion multiplication. This “calculus” allows us to mix the lens space operations, defined
on each S*-factor, in a controlled way and to “reassemble” them into different products of lens
space operations as needed for Prop. 1 and 2.

. L Einleitung wed Ergebnis. In [5] wurde ein notwendiges Kritertum fiir Homo-
topiedquivalenz zwischen Linsenraumprodukten

TLE"20m5 10D, s ri0) & TLE ot 50, o 1)

aufgestellt.

Die vorliegende Arbeit zeigt, daB dieses Kriterium fiir den Fall von Produkten
dreidimensionaler Linsenriume auch hinreichend ist:

THEOREM. Fiir die Existenz einer Homotopiedquivalenz

;I];L,n‘(ri) o~ I=-]1: Lm:(r") (1)

zwischen Produkten dreidimensionaler Linsenrdume sind die Jolgenden Bedingungen
notwendig und hinreichend: ‘
1. die Isomorphie der Fundamentalgruppen:

s s
@ Zml = @ Z"ll, H
i=1 i=1

2. fiir jeden Primpotenzteiler Py von ggT = ggT(m,,..,m) die Giiltigkeit
einer Kongruenzgleichung

—.
I

il

1k - T r{ modp} ();
i=1

i=

wobei die Vorzeichen +1 fir die verschiedenen Primteiler p; wie folgt gekoppelt

sind (3): ) : ‘
Fijr /jeden Primteiler p; von ggT bestimmt die Folge der Drehnenner my, ..., my)

bz’w. (mys ..., m) eine Folge zugehiriger maximaler Primpotenzteiler pi¥m, baw.

X ’ r

pj‘” lmi. (x5, .., x55) geht aus (xy;, ..., <) mach 1. durch Umordnung hervor. Falls

die Exponenten (x, s o> Xsj) paarweise verschieden sind, ist diese Permutation eindeutig

Jestgelegt. Die Bedingungen fiir die Vorzeichen lauten: Falls —1 Quadrat modp, ist

(:) Wir Ubernehmen im folgenden die Definitionen und Bezeichnungen aus [5].
< (*) Die Vewyendung desselben k fiir alle p; bei 26) bedeutet nach dem Hauptsatz iiber s imultane
ongruenzen keine Zusatzforderung gegeniiber der Losbarkeit der Gleichungen mit je einem
Quadrat.
() Man beachte, daB die Kopplun; i i i i
gsbedingung nicht von der Reihenfolge der zyklische;
Faktoren Zm, bzw. Zn} in 1. abhingt. g “ "
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oder falls x;; = xy (i # 1) vorkommt, ist das Vorzeichen beliebig; ansonsten ist das
Vorzeichen entweder stets gleich oder stets umgekehrt gleich dem Signum der Permu-
tation der Primpotenzexponenten zu p;.

Der Beweis des Theorems erfolgt durch Konstruktion geeigneter Homotopie-
Aquivalenzen, welche die Bedingungen 1. und 2. realisieren, deren Notwendigkeit
bereits in’ [5] gezeigt wurde. Der allgemeine Fall wird in Kap. II auf Homotopie-
Aquivalenzen zwischen Produkten von zwei Linsenrdumen zuriickgefiihrt, die
jeweils eine der folgenden Transformationen bewirken (“ =~ stehe fiir Homoto-
piedquivalenz): .

1) Verschieben der Torsionszahlen (Satz 1)

Ly{ryx Lo(r') = L (rer’) x L, (1)

(r' 0.B.d. A. teilerfremd zu m und m').
2) Vertauschen der zu einer Primzahl gehérenden Primpotenzteiler der Dreh-
nenner (Satz 2)

Lypr) % Ly (1) =2 Lyt Y% L) (p & momt) .

Wir konstruieren diese Homotopiedquivalenzen in der universellen Uberla-
gerung, d.h. als Abbildungen zwischen Produkten von 3-Sphéren, die dquivariant
beziiglich der entsprechenden Linsenraumoperationen sind. Dabei erlaubt Quater-
nionenmultiplikation in den 3-Sphédren ein kontrolliertes Mischen der Koordinaten
und Gruppenoperationen. Die Regeln dafiir gibt der Kalkiil der “Homogenitéts-
transformationen”, der in Kap. III entwickelt wird. Die Bezeichnung ist in Anleh-
nung an die Bezeichnung des wesentlich spezielleren Transformationskalkiils durch
Diffeomorphismen in [6] gewéhit. )

Es sei betont, daB das Verschieben der Torsionszahlen in Satz 1 ein Ergebnis
von A. J. Sieradski ist. (Es ist in seinem Aufsatz [8], Prop. 3, fiir m = m’ formuliert).
Der Beweis basiert ebenfalls auf Quaternionenmultiplikation, ist aber verschieden
von dem hier gegebenen.

Sieradskis Homotopieklassifizierung von Produkten 3-dimensionaler Linsen-
riume im Spezialfall, daB alle Drehnenner gleich m sind ([8], Theorem 3), 146t keinen
Wechsel der Vorzeichen fiir verschiedene Primteiler von m zu und weicht insofern
von unserem Ergebnis ab. Ein Beispiel am Ende des Kap. IV zeigt, daB durchaus
Fille mit wechselnden Vorzeichen in den Kongruenzgleichungen auftreten kdnnen,
die nicht unter Sieradskis Klassifikation fallen, was sich aus einem Fehler im Beweis
des Theorem 3 in [8] erkliren 14Bt.

Verstindlicherweise 1Bt die auf Quaternionenmultiplikation basierende Be-
weismethode keine direkte Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen zu. Es
bleibt also ungewiB, ob fiir # > 2 die Bedingungen des Satzes in [5] bereits eine Homo-
topieklassifizierung darstellen. Weitere interessante Fragen betreffen Diffeomor-
phie — bzw. Homomorphictyp und einfachen Homotopietyp von Produkten von
Linsenrdumen (z. B. der Dimension 3) und die Beziehungen zwischen diesen Begriffen:
1
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Fallen fiir Produkte mindestens zweier 3-dimensionaler Linsenrdume die oben-
genannten Klassifizierungen zusammen?

Stimmen fiir solche Produkte zumindest Homotopietyp und cinfacher Homoto-
pietyp iiberein?

Beziiglich der ersten Frage bin ich skeptisch. Das Ergebnis von W. Metzler
in [6], daB unter speziellen Einschrinkungen der Diffeomorphietyp durch Homo-
topieinvarianten charakterisiert ist, scheint in starkem MaBe durch die Einschrénkun-
gen bestimmt zu sein. Die zweite Frage kann man fiir Produkte von mindestens drej
3-dimensionalen Linsenrdumen bereits positiv beantworten. Hier gilt eine einfache
Folgerung, auf die mich Prof. Sieradski aufmerksam machte: Die im Beweis des
Theorem 2 konstruierten Homotopiediquivalenzen werden schrittweise aus Abbil-
dungen der Gestalt: (Homotopieiquivalenz zwischen jeweils zwei Faktoren von
Linsenriumen) x (identische Abbildung der iibrigen Faktoren) zusammengesetzt.
Da die Euler-Charakteristik eines Linsenraumes 0 ist, ergibt der Produktsatz fiir
die Whitehead-Torsion, daf die Torsion solcher Homotopiedquivalenzen ver-
schwindet. (s. [1], (23.2)).

Es bleibt nur der Fall zweier Faktoren interessant. Hier gilt, daB die Torsions-
invariante einer Homotopietiquivalenz

fl: Lnu(rl) XLm:(rZ) - Lmﬁ(’!’x) XLmIz(rZ’)

in SK,(Z(G) liegt (mit G = Z,,0©2,,); der Determinantenanteil in U(Z(G))+G
verschwindet ndmlich (s. Milnor [7], S. 404 ff, unter der Beachtung, daB seine Be-
hauptung, SK; einer endlichen abelschen Gruppe verschwinde, falsch ist).

Ich vermute, daB Homotopietyp und einfacher Homotopietyp auch in diesem
Fall iibereinstimmen. Ergeben sich jedoch fiir den Fall SK{(Z(Z,,®Z,,,)) # 1(H
Invarianten, so bilden sie eine interessante geometrische Realisierung solcher
SK,-Elemente.

1. Beweis des Theorems aus den Sitzen 1 und 2.

Sarz 1. Sei (r,m) = (r',m') = "sm)y=1 und r" = r-r' mod(m, m"), é)
dann gibt es cine Homotopiedquivalenz:

L(r) x Ly (r') & L, (r"y X L,(1) .

Man beachte: Zu Zahlen r, #/, 1", welche die Kongruenzgleichung erfiillen,
findet man innerhalb ihrer Kongruenzklasse mod (m, m’) stets Repriisentanten, die
teilerfremd zum zugehtrigen Linsenraummodul sind. Es gilt ndmlich:

(1) Sind a, b, ¢ ganze Zahlen und (@,b,¢) =1, so gibt es ein a’ = @ modb, so
daB (@', ¢) = 1 ist.

(%) Siehe hierzu: R. C. Alperin, R. K. Dennis, M. R. Stein, The Nontriviality of SK,(Zr),
Proc. on the Conf. on Orders, Group Rings and Related Topics (Ohio 1972), S. 1-7, Betlin 1973;
sowie M. R. Stein, Whirehead Groups of finite Groups, Bull. Amer. Math. Soc. 84 (1978), S. 201-212.

() Zur Abkiirzung benutzen wir auch “(5)” fiir den gréBten gemeinsamen Teiler.
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Im folgenden werden wir die Bedingung, daB Verdrillungszahlen stets teilerfremd
zum zugehdrigen Linsenraummodul gewédhlt werden, nicht eigens erwidhnen.
FOLGERUNG AUS SATZ 1.
a) L, (r()x L, (r))x .. xL, (r) =~ L, ()<L, (1}x..xL, (1) fir

r= []rimodggT(my,..,my),
i=1
b) Ly (r) X o X Ly (1) 22 L, (r1) X oo X Ly, (1) S
s s
T1ri= T1rimodeggT(my, ..., mg).
i=1 i=1

Auch hier gilt nach (1), daB die Forderungen iiber Teilerfremdheit, die implizit
in der 1. bzw. 3. Zeile enthalten sind, durch Abandern der r{”” modulo ggT(m, , ..., m,)
erfiillbar sind.

Beweis der Folgerung. Hat man Verdrillungszahlen ry, ..., r, vorgegeben,
so gibt es ebenfalls nach (1) modulo der zugehdrigen Drehnenner Re.prisentanten
von r;, welche teilerfremd zu kgV(my, ..., m,) sind. Durch sukzessives Zusam—
menfassen nach Satz 1 kann man ihr Produkt rgy = r;-..-r; als Verdrillungs-
zahl in jeden der Faktoren verschieben (alle iibrigen Verdrillungszahlen = 1),
0.B.d.A. in den letzten Faktor. Eine Verdrillungszahl ist nur modulo Drehnenner
festgelegt. Deshalb kann man r, in L, (rqy) modm, modifizieren zu r(y und rq,
falls es teilerfremd zu m,_, ist, in den (s— 1)-ten Faktor verschieben. Fiir L,,, _, ("))
wiederhole man die Prozedur und verschiebe weiter nach links. Dabei 148t sich r)
sukzessive modulo my, My, ..., My ZU Iy, -, F(sy @b8ndern. Trotz der einschrin-
kenden Bedingungen (rg,m,—;) = 1 beim Ubergang von einem Faktor zum
nichsten, erreicht man auf diese Weise alle Variationen von r modulo.ggT (my, ..., my),
die teilerfremd zu m, sind, als Verdrillungszahl des ersten Faktors (alle Gibrigen
Verdrillungszahlen = 1). Das entspricht nidmlich induktiv der Behauptung, daB
die folgenden Mengen gleich sind:

{raye Z: (rgy, My_141) = 1 und rgy = rgy mod (Mg 1, Mo is s mg)}

und

{roy€ Z: (rgy, my_ypy) = 1 und Arg_,y = rey modmy_;yy, so daB

(Feim1ys Mg=) = 1 und r gy = rgy mod(my_;, ..., m,) ist} ,

was durch umstindliche aber elementare Kongruenzrechnung nachpriifbar ist-

re = r gesetzt liefert Folgerung a), zweifaches Anwenden von a) ergibt b)-

SATZ 2. Seien p*, p* (x>0, x' > 0) Potenzen der gleichen Primzahl p und
(m-nt', p) = 1, so gibt es eine Homotopiedquivalenz:

L) % Ly per(1) 2 L") % Ly (1) ()

mit ¥’ =r modm und r' = —r modp”™.

(9 Kommt der Drehnenner 1 vor, so ist fiir den entsprechenden Linsenraum §° zu setzen.
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Beweis des Theorems. Nach Folgerung b) aus Satz 1 verschieben wir zu-
néchst simtliche Verdrillungszahlen in den ersten Linsenrdumfaktor:

Ly (1) % oo X Ly (rg) & Lim,(r) X Ly (1) X o x L, (1)
mit:

s
r= H r; modggT(m,, ..., m,).

Durch sukzessive Transpositionen nach Satz 2 lassen sich nun fiir jede Primzahl P,
die in der Folge (m;) der Drehnenner als Teiler auftaucht, die Primpotenzteiler o
von m; nach der Grofe ihrer Exponenten ordnen. Auf diese Weise wird die Folge
der Drehnenner in eine Elementarteilerkette (e, |e,)...|e,) transformiert. Jede Trans-
position nach Satz 2 verursacht in genau einem der beteiligten Linsenriume eine
Anderung der Verdrillungszahl modulo der von der Transposition betroffenen
Primpotenz um den Faktor (—1). Diese Anderung 148t sich gemdlB Satz 1 wieder
auf die erste Verdrillungszahl verschieben. Bezeichnet t, die Anzahl der Transposi-
tionen, die notwendig sind, um die Primpotenzteiler p**° der GroBe nach zu ordnen,
so erhdlt man:

2) L, (r)xL,,(1)x..

ist durch

XLy (1) 2 L, (P %X L,,(1) % .. x Ly(1) wobei r’ bestimmt

r'=r-(=1)"modp™ fiir jede Primpotenz ;

prvone, = ggT(my,...,m).

Die rechte Seite von (2) ist gewissermaBen eine Normalform beziiglich Homoto-
piedquivalenz allerdings mit folgenden zusitzlichen Variationsmdglichkeiten :

1) Ist p ein Primteiler von e, = ggT(m,, ..., my), dessen Folge von Primpotenz-
teilern pP® (i = 1, -»8) gleiche Exponenten x,(i) = x,(j) fiir 7 % j enthilt, so
dndert “eine unwesentliche Transposition dieser Primpotenzteiler die Folge der
Drehnenner nicht. Die zuoehorlge Homotopiedquivalenz dndert indessen die Kon-
gruenzklasse von r’ modulo p™” um den Faktor (—1). :

2) Betrachtet man die Homotopieéquivalenzen eines einzelnen Linsenraumes,
2.B. des ersten Faktors, so gilt: L, (r") ~ Lo, (&%) fiir jede zu e, teilerfremde
Zahl k. r' kann also um den Faktor (+42) modulo e; modifiziert werden.

Damit haben wir unter Voraussetzung der Giiltigkeit von Satz 1 und 2 das
Theorem bewiesen.

TI1. Homogenitiitstransformationen. Paarc komplexer Zahlen bilden den Schief
kérper H der Quaternionen beziiglich gewdhnlicher l\ompuncntunwexxex Addition
und folgender Multiplikation:

q'q ("l *") (w1w Wz) = (.- W, —Zz, W Z‘W2+ZZ\"1).
Es gilt:
lq'q’i = lq]-lq'l

mit |g] =

icm®

Homotopiedquivalenzen zwischen Produkten aus dreidi L dumer 73

Demzufolge ist S® = {ge H: |g| = 1} beziiglich der Quaternionenmultipli-
kation abgeschlossen und bildet eine Gruppe mit § := (Z;, —z,) als Inversem zu

= z,).
! glle’ Szlteralgebra C = Cx{0} von H operiert auf H durch Recht§ und Links;
multiplikationen. Da die Einbettung von C in H normtreu ist, operiert auch §
auf S auf diese Weise von links und rechts.
Seien (z1,2;)e S cH und ¢ = e S' = C.
Die ausgezeichnete erzeugende Operation g auf § 3 (siehe [5] Kap. I), welche
den Linsenraum L, (r) := L(m; 1, r) als Quotient von S* definiert,

3 9(z1,22) = (2,0, 2,07) ,
148t sich quaternionisch folgendermafBen schreiben:
@ g(zy, 22) = 6 (2,, 2,) 6" = (7, **?,
Dabei sind a und b ganze Zahlen, welche die Kongruenzen: a+» = 1 modm und
a—b = r modm erfiillen.
Solche Zahlen a, b lassen sich immer finden:
Man setze fiir gerades m (= r ist wegen (r, m) =
=J(+r), b=3(0-r)
und fiir ungerades m (= 2 ist modulo m invertierbar)

b=2"Yi~-r) modm.

7,6°7%).

1 ungerade)

a=2"*(1+r) modm,
Zur abkiirzenden Beschreibung der Operation beziehen wir uns auf die beiden
Schreibweisen (3) und (4) des ausgezeichnenten Homdomorphismus und sagen,
die Operation von Z,, auf S ist
“vom (komplexen) Typ [(c*, a")]”
bzw. .
“vom (quaternionischen) Typ [6” o 0’] ‘
Fiir ein Produkt von Linsenriumen L,(r) %L, (') mit erzeug‘end.en Operatio-
nen g, g' schreibt sich die Operation g¥g” auf 53 x S® quaternionisch:
7797, 4) = (™-q-0™, 6" q": ")
mit

.
2l mn
Zaifm = et 1 mod

o a+b=1modm, d+¥b =

—_ ’ ’
a—b = rmodm, a’——b’ = r'modm’ .

g=2¢e

s

Wir sagen kurz: Die Operauon ist “vom Typ I LA LY L

Die beiden zyklischen Operationen g, g’ eines Produktes zweier Lmsemaume
die zunichst nach den S3-Faktoren getrennt sind, sollen mittels Homotopiedqui-
valenzen vermischt werden. Welche “gemischten Operationen” zugelassen sind, ist
im folgenden prizisiert:

Sei ¢ = e2™I™ &' = &2™I"™, unter einer quatemionischen Operation von Z,®Z,,,
- 2


GUEST


74 . G. Huck
auf % vom Typ [6°c"”
(1,0) bzw. (0,1)e Z,®Z,  die Homdomorphismen:

(21,23) = 0 (35 Zz)'ab = (U'szl > G'H_bzz)
bzw.

(21, 25) — UW'(Z1 s Zz)'a"bl = (G'm,+blz1 > f'"m’_b'zz)

zuordnet (@, &', b, b’ scien dabei beliebige ganze Zahlen). Daniit ist die Operation
der gesamten Gruppe festgelegt. Man beachte, daf eine solche Operation i.a. weder
frei noch effektiv ist.

Eine Abbildung f von S* nach S* heiBe homogen vom Typ

a _ra’

[6°¢" o & = [6°¢" o 6" 6™"]

s

wenn sie die erste in die zweite Operation iiberfiihrt, d.h. wenn fiir jedes ge 83
und .beliebige ganze Zahlen x, y

f(a_xa o_:ya’ - o_xbo,lyh) = O,xe 1ye’ f(q) O_wio_r)ul
gilt. Die Homogenitét ist natiirlich schon dadurch gewihrleistet, daB fiir jedes g e §3
f(e®q-6") = o°f(g)0"

f(o_/n"q_q:b’) =g

sowie
“flg)a"*
gilt.

Ist ein Paar von quaternionischen Operationen der Gruppe Z,®Z,, auf S* vom
Typ [¢"c ol b a""] bzw. [¢™0 a1 gegeben, welches sich zu einer freien
Operation von Z,@®Z,, auf S3 x S3 zusammensetzt, in dem Sinne, daB fiir (x, y) s
# (0,0 e Z2,®Z,, die Homdomorphismen

O_bz o_/bﬁ]

! ’ 04
x 0¥, xay _ryai . b b xa: a xb: b:
g9 (@1 4) ~ (707 g, -0 0™, F2 g g, g )

fixpunktfrei operieren, dann nennen wir diese freie Operatiou von Z,BZ,, auf

by b}

ooty a2 102

S3x 83 “quaternionisch vom Typ [¢“ o ra , 00

DErNiTION 1. Tst

by _tbh
N ZU./ 2]”.

fi83x 8% » §3x 83,
(91, 42) + (f1 AN ACED)]

einc Homotopiedquivalenz, welche eine quaternionische Operation der Gruppe
Z,® Z,, vom

’ 7 ’
Typ [Gaj 1a1 a_b; O”bl, O"‘,U'mzo o_bza,lbz]
in eine quaternionische Operation der gleichen Gruppe vom

< C d: f" 4 5
Typ [0’ 1 1 o O 140 1, o_czo,mz o a_tlzo_ulz]

icm

B’ . . .
o 6° "] verstehen wir eine Operation, welche den Erzeugenden
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fiberfiihrt, d.h. fiir jedes (gy,¢,) € S>x S* und beliebige ganze Zahlen x, y der
Gleichung

Xay ryu;_ . -Xb1 ryb;
By [f@™e” g6 0™, o

- (o_xcn r}'z‘l f;((luth) o,xd‘ :ydl

xaz :yaz s Uxbz a”b’)

. .
xey _ryez xdp _ryd;
6" 257 folqy, g5) 076" 2)

geniigt, so nennen wir f eine Homiogenitdtstransformation vom Typ

’ , ’ /
a1 by _thy az _raz ba /h;]

[6"¢"" o6, 626" s 0620"™] — [ac‘a'”; 2o a’di, PPN G‘!za’"é].

Bemerkung. Es ist zu beachten, dal quaternionische Operationen auf S° x S3
per Definition frei sind, und daB f als Selbstiquivalenz von S%x 83 surjektiv ist.
Dies hat zur Folge, daBl der Transformationstyp einer Homogenitétstransformation
anders als bei homogenen Abbildungen eindeutig durch den Typ der Operation auf
dem Definitionsbereich festgelegt ist. Insbesondere legt f eindeutig einen Isomor-
phismus der gegebenen operierenden Gruppen fest.

Aus dem Satz von Whitehead, dafl eine Abbildung zwischen CW-Komplexen
genau dann eine Homotopieédquivalenz ist, wenn sie Isomorphismen der Fundamen-
talgruppen und der Homologiegruppen der universellen Uberlagerungen induziert
(s.z.B. [4] VIII Theorem 3.7), folgt unmittelbar:

LemMA 1. Die von einer Homogenititstransformation induzierte Abbildung der
Quotientenrdume ist selbst eine Homotopiedquivalenz.

Die CW-Zerlegungen der Quotientenriume erhilt man analog der fiir Produkte
von Linsenrfiumen aus geeigneten Hquivarianten Zellzerlegungen von S°x.S3.

Was die Isomorphismen der Homologiegruppen betrifft, so geniigt es, den
Isomorphismus der 3. Homologiegruppen nachzupriifen, denn es gilt:

LEMMA 2. Eine Selbstabbildung fvon 83 x S* induziert genau dann Isomorphismen
der Homologiegruppen, (d.h. ist eine Homotopiedquivalenz), wenn f einen Isomor-

phismus fy: Hy(S>x 8% 5 Hy(S? x S%) induziert.
Dies entspricht der Forderung in 5], dall die Matrix der partiellen Abbildungs-
grade regulir ist (siche [5] Kap. IT).

Bemerkung. Aussage gilt fiir Selbstabbildungen von

SZu—l 92!1-1
Beweis. Durch cup-Produkt-Rechnung ergibt sich, daB3 die Determinante der
obigen Matrix (die den Homomorphismus der 3. Homologiegruppen Hy(S¥%x 8%
= Z @ Z angibt), den Abbildungsgrad von f bestimmt.

Homogenititstransformationen sind das Werkzeug in den Beweisen von Satz 1
und 2. Die dort angegebenen Homotopiedquivalenzen werden aus Folgen
“elementarer Homogenititstransformationen” konstruicrt, welche sich aus Produkten
homogener Funktionen zusammensetzen.

Eine analoge
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Unter einem Produkt zweier Abbildungen hy: S; — §%und h,: 83 — S? wollen
wir wahlweise die Abbildung
hyhy: SEx 83 — 8%,

(415 32) & hi(g1) 12(g2)

oder
hahy s S3xS3 > 87,
41> q2) v ha(g2)Bi(g;)
verstehen.
Ist auf S7xS; eine quaternionische Operation von Z,@®Z,. des Typs
4 ’
[a"‘a“" oo™, a"zg"'z 6" ¢'7] vorgegeben, und sind 4, und A, homogen vom Typ
ay :af by bl M c _rec d _sd"
[6* ¢ o 67 6"""] 5 [6°0"° ¢ 6°0""]
und

i .
2 6% oo,

[aazo,/aéo b2 /bz]

so heife das Produkt /i, -/, (bzw. hyh,) “zulissig”, falls

und d' = —¢ modm’

~f" modm’)

d= —e¢ modm

(bzw. c= —f modm und ¢’ =
ist. )

Das ist, kurz gesagt, die Bedingung dafiir, dal sich bei der Multiplikation die
“mittleren Operationen wegkiirzen”, und somit &, -4, (bzw. h,-hy) die gegebene
quaternionische Operation von Z,®Z,. auf S; x 3 in eine quaternionische Opera-
tion der gleichen Gruppe auf §3 vom Typ [6°6" o 67 0'] (bzw. [6°6" o 6"a""])
tiberfithrt. Als “elementar” bezeichnen wir solche Homogenititstransformationen

[ S3x 8% 5 §3x 83,
(91, 92) (fx(‘h > 92):/2(q1» (Iz)) >

fiir die fi(qy, 4,) ein zuldssiges Produkt homogener Funktionen /,(g,) und hy(q,)
und f5(q,, q.) ein zuldssiges Produkt homogener Funktionen /1,(g,) und 7,(g,) ist.

Eine Abbildung von der obigen Form ist nach Def. 1 und Lemma 2 genau dann
eine Homogenititstransformation, wenn sie die gegebene quaternionische Operation
wieder in eine (freie) quaternionische Opetation der gleichen Gruppe iiberfiihrt
und Isomorphismen der 3. Homologiegruppen induziert.

Fiir Abbildungen der obigen Bauweise setzt sich die Matrix der partiellen Abbll-
dungsgrade (d;;), (siehe [5]), aus den Abbildungsgraden der homogenen Funktio-
nen hy, h,, hy, h, zusammen als:

©(dyy dip\  (gradh, gradh,
dyy dys B gradhy gradh,
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Als homogene Funktionen #;, h,, hs, hy einer elementaren Homogenititstransfor-
mation verwenden wir ausschlieBlich “Windungsfunktionen™:

. 3
hey s S

(]leeirﬂx’ ]zlleﬁpz) H(|Z,|€im“, [leeitzqaz)

— S37

(¢, und ¢, (€ Z) heiBen die “Windungszahlen” von 4, ,,).
~ Sind o, 0" beliebige Einheitswurzeln, x, y, x', y" beliebige ganze Zahlen, so kann
man h, , den komplexen Transformationstyp

(6) [(0’" x* aya/y)

[(O_txxa,fux” a_t;yo_rtly’)]

zuordnen, wobei zu beachten ist, daf eine Windungsfunktion i.a. eine quaternio-
nische Operation nicht wieder in eine solche iiberfithrt. Wir werden jedoch nur solche
Windungsfunktionen verwenden, welche beziiglich vorgegebener quaternionischer
Operationen homogen sind. Eine Windungsfunktion A, ,, hat, wie man leicht
verifiziert, den Abbildungsgrad #, -7,.
LEMMA 3. Seien ¢ = &M o' = ¢
beliebige ganze Zahlen, dann gilt:

2nifm’
)

kgV := kgV(m,m") und a, a'’, b, b’

by v, it fiir: | homogen vom Typ:

fa,mn [0°c" o 0’c '”'J,
(1, =0 l6*6™ ™0™},
(tl,rz)— 1(-=1,1) | modkgV [6%0" o 6°c™] - { [8&" = "],
(=1,=-1 [6°6" - 8° 6],
(x‘ ’C) [ [ xa :xa ° vba_rxh'] k

Der Beweis folgt aus (6), wenn man im obigen Schema zum komplexen Trans-
formationstyp {ibergeht.

LEMMA 4. Ist eine Linsenraumoperation vom Typ [6® « o"] gegeben, so gibi es zu
beliehigen ganzen Zuhlen x und y Windungsfunktionen, welche homogen vom Typ:

[6%0 6" = [6% o 6]
sind.
Beweis. Ist die Ordnung der Linsenraumoperation mi, so gilt nach Vorausset-

zung: a+b sowic a—b sind teilerfremd zu m. Wihle

= (a+b)" ' (x+y) modm,

= (a—b)" ! (x—p) modm,

= Iiy,,1, ist homogen vom gewlinschten Typ.
Zur Schreibweise. Eine elementare Homogenitétstransformation ist voll-
stindig charakterisiert durch
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1. die Angabe der homogenen Funktionen, welche wir als Matrix

hy lzz>
hy hy
notieren,

2. das “Transformationsschema”, eine detailliertere Schreibweise des quater-
nionischen Transformationstyps, wobei durch senkrechte Pfeile angedeutet wird,
von welcher Seite die Gegendiagonal-Funktionen /,(¢,) bzw. li(¢,) an die “Diagonal-
Funktionen” /4,(q,) bzw. /,(¢;) anmultipliziert werden, z.B. fiir

q,,q,) =1h(q,) « hy(q,), hyq) -h (q)k

b,

[,’17 g , 6°26'% A" ]
’

1696 + 66" , 626'2 0 %202 )
bzw. fiir die {ibrigen drei Fille:

th:+hy by hal , (hothy Jhathyl y (hythy why by )t
laey ool e, 4]

Bezeichnung. “Spezielle (elementare) Homogenitiitstransformationen”, welche
Homdomorphismen sind, erhélt man, wenn man die “Diagonal-Funktionen” 4,
und h, als Identitit (S®) und &, oder A als triviale Abbildung wihlt, die alles auf
den Basispunkt (1, 0)e S abbildet:

z.B. flgy,q:) = (41'}72(‘]2)a fh) .

Hierbei braucht man lediglich die Zuldssigkeit der Multiplikation beziiglich der
vorgegebenen quaternionischen Operation zu fordern; die Bildoperation ist im Sinne
von Gleichung (5) eindeutig definiert und frei, da f ein Hom&omorphismus ist mit
der Umkehrabbildung:

492 = (@ }72(02)‘ 7).

Im Transformationsschema notieren wir spezielle Homogenititstransformationen
mit nur einem Pfeil fiir die “wesentliche” homogene Funktion (i, oder 4,). In
unserem Beispiel ist dies h,:

icm®
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IV. Beweis der Sitze 1 und 2.

Beweis von Satz 1. Wir gehen aus von L,(r)x L,(r') mit den zugehorigen
Linsenraumoperationen vom Typ

[(c, 6", (¢", "] in komplexer Schreibweise

bzw.
[6° = 6. ¢ o 0'"] in quaternionischer Schreibweise
(mit ¢ = ¥, o = 2
a+b =1 modm &'+ =1 modnt,
a—b=r modm o-b =r" modm).
Nach (1) konnen wir o.E. voraussetzen, dafl r und r' teilerfremd zu

kgV := kgV(m, m') sind. Zu r-r' existiert ein Paar von ganzen Zahlen x,, x, mit
der Eigenschaft:
2 2

(@) xij—x3 = r-r’ modkgV,
ndamlich:
+
1(=)rr’ , :

® x = — falls kgV gerade (= r+r’ ungerade) ist,

2)

x =274(1 (i_)r-r’), falls kgV ungerade ist.

@

Es gilt: (x;, X5, kgV) = 1, da nach (7) (x}—x3, kgV) = 1 ist.

Wir geben nun das Transformationsschema einer Folge elementarer Homogeni-
tatstransformation an, welche eine Homotopiedquivalenz zwischen L, (r)xL, (r")
und L, (r-r)xL,.(1) stiftet:

1) 16%: s? ) qu’. u‘ybl

[6%1 o g™, 6+ 6]

21 g
[6 « &2, 6 + ol

3)
fe" o %2, ¢ "1
(*) Um die Bauweise der 1. (komplizierteren) Homogenititstransformation zu verdeutlichen,
ist der Typ der Bildoperationen der einzelnen homogenen Funktionen fy, ..., (den Pfeilen
entsprechend) eingesetzt, wobei die untercinanderstehenden mit [} eingekreisten Teile der Ope-
ration den ,,sich wegkiirzenden mittleren Operationen” entsprechen.
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(Umformen in komplexe Schreibweise am Ende der Transformationskette ergibt
mit (8) eingesetzt, das Paar der ausgezeichneten erzeugenden Operationen zu
L, (r-r"yx L, (1).)

Zu 1.) Die 1. elementare Homogenititstransformation setzt sich aus folgenden
Windungsfunktionen zusammen :

</11 ]Iz)= hxx,xl-r"i hxz’-xz.’.l—i
hy hy By, mpms By ’

Die Zahlen r=%, r'~* sind dabei als Inverse zu 7, r/ modkgV (m, m’) zu verstehen.

DaB die /; den im Schema angegebenen Transformationstyp haben, sicht man
durch Ubergang zu komplexer Schreibweise und Vergleich mit (6): z. B. entspricht
der Pfeil von links oben nach links unten einer homogenen Funktion hy vom Typ

[6°0d”] = [0 o 1], komplex geschrieben ,
(e, a"N] = [(6™, 5™)].

Py, x0-1 hat diesen Transformationstyp, da x, -~y = x; modkgV ist.
Der zugehdrige H;(S® x §%)-Homomorphismus ist durch die Matrix der

Partialgrade
gradh, gradh, xirl —xZpmiy
gradhy gradh,) \—r-1 =t
gegeben, deren Determinante = 1 modulo kgV ist; denn nach (7) gilt
o) T T L N Phl Pt R OF—x2)r 11 = | modkgV .
Durch Variation der Windungszahlen von #,, Ry, hs, by
{xlsxlr_l}ﬂ {xza _x2r1~1}’ {1, "l‘_l}, {1,1"—1} modkgV

(die Kongruenzklassen sind ‘allein fiir den Transformationstyp wesentlich), kann

mafnlflin Wert der Determinante (9) zu 1 korrigieren. Das ist z. B. auf folgende Weise
moglich:

Seien x,, x, feste ganze Zahlen, die Gleichung (7) erfiillen ; ebenso seien pi it
feste ganze Zahlen, die den Gleichun gen

r7tr =1 modkgV, "1 =1 modkgV
geniigen. Wegen (x,, x,, kgV) = (r, kgV) = (', kgV) = 1 gilt:
Ceas kgVowor 1™ = 72 kgV, i, e 1Y) = L kgV, xr ) = 1
und man kann nach (1) die jeweils ersten Zahlen

x19 r_la r’_l
modulo kgV zu
2,071, 67

abindern, so daB sie teilerfremd zu X r ™ ™ werden.
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Ersetzen wir in (9) den ersten Summanden x7r~*r'"1 durch (ﬁf;\' ’)(rf’\ ~h,
so ‘bleibt die Kongruenz zu 1 modulo kgV erhalten:

SENE ) =X = TskeV
doch zusiitzlid1 gilt:
@BEEHEY, Brirh) = 1
=> es existieren ganze Zahlen k und I, fiir die
L L S B e g N

I\/fan erhilt nun eine regulire Partialgrad-Matrix, wenn man die Windungszahlen
von hy, hy, by, h, innerhalb ihrer Kongruenzklassen modulo kgV wie folgt festlegt:

(80, 2,07 ), D62, =001, {1+ 1KgV, —r~1), {14k-keV, (771} 5
dies ergibt niamlich die Determinante
gradh, -gradh, —gradh, - gradh,
(mit gradh; = Produkt der Windungszahlen von A;):
RN U+ kgV)—x3r 7 (1 + 1 kgV)
= jef(r/:l)(rﬁi)—xgr‘l1"_1+(k~£f(r?1)(r7:1)—l~x§r”1r"1)-kgV
= 1+s5kgV—skgV=1.

Nach Lemma 2 liegt demnach eine Homogenititstransformation vor, wenn
man zeigt, daB die Operation unter der Transformation frei bleibt. Das 14Bt sich
leicht nachpriifen oder auch aus dem gesamten Transformationsschema ablesen;
denn die nachgeschalteten speziellen Homogenitdtsformationen, (welche Diffeo-
morphismen sind), fiihren die Operation in ein Produkt von Linsenraumoperationen,
Z,®Z, auf §°x 82, iiber, was nicht moglich wire, wenn die Operation ihre Eigen-
schaft, “frei zu sein™, verloren hétte.

Die folgenden speziellen Homogenitéitsformationen 2) und 3) sind vergleichs-
weise einfach; man muB lediglich geeignete Windungsfunktionen fiir die Pfeile
einsetzen:

Zu 2)

Der Transformationstyp [¢' ¢ 6] — [6" 0 6],

komplex geschrieben [(c'c, a'6)] = [(6726™, 6% ™)),

wird von der Funktion /i_,, _,, erfiillt.

Zu 3) Die Windungszahlen t, t’ einer Funktion /4, , des

Transformationstyps [0 o 672] — [6 0 1],

komplex geschrieben [(¢™ ™™, ¢™**3)] = [(5, &)],
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sind durch die Kongruenzen

t

—(x;—x3) = —(r+’)"! modkgV,

t'= —(x;+x,)"! = —1 modkgV bestimmt .

[l

Der AbschluBl des Beweises ergibt sich jetzt aus folgenden Uberlegungen:
a) Man kann analog eine Homogenitétstransformation finden, welche die
Torsionszahlen in den rechten Linsenraum-Faktor verschiebt:

Lor) % Lyyr'y 22 L1y X Lyrer') .

b) Wie man durch elementare Kongruenzrechnung leicht nachpriift, ist die
Bedingung:
r" =rr’ modggT(m,m) und (r', m) =1

dquivalent zu:

(r",m)y =1 und es existiert ein 7, mit (¥, m") = 1, so daB

r"=F modm und F=r-r modm’ ist.

Mittels a) folgt nun:

L (r)x Lodr') =2 Ly(1) < Lu(r-r')

= L)% LylF) = L, (F)xL(1) = L,(r")xL,.(1). W
Bemerkung. Bei dem in Satz 1 vorgegebenen Operationstyp
[6°0 0%, 6" o ™

kann man nicht mit einer speziellen Homogenitatstransformation starten, da i. a. keine
der beiden Operationen es gestattet, mit einem nicht trivialen Transformat der an-
deren Operation von irgendeiner Seite anzumultiplizieren. Deshalb ist innerhalb
der speziellen Homogenitétstransformationen, welche Homéomorphismen liefern,
das Verschieben der Torsionszahlen nur dann méglich, wenn eine Operation die
Form ¢’ o 1 oder 1.6 hat, die ein Anmultiplizieren zuliBt. Das entspricht der
Torsionszahl 1 oder —1. Man erhlt fiir diesen speziellen Fall Homomorphismen

und mit leicht abgeinderten (“geglitteten”) Windungsfunktionen (s. [6], Seite 16)
sogar Diffeomorphismen:

L)X L) » L, () x LX) (vl [6] Satz 5)

Die 1. Homogenitéitstransformation in der Transformationskette des Beweises
von Satz 1, ebenso wie die 3. Homogenititstransformation im folgenden Beweis des
Satzes 2, liefern i.a. keine Hom&omorphismen. Man sieht leicht, daB sie i.a. nicht
einmal injektive Abbildungen der Quotientenriume induzieren.

Im Beweis von Satz 2 spalten wir gegebene quaternionische Operationen in ihre
Primpotenzanteile auf, indem wir die operiérenden primitiven Einheitswurzeln
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- eZ::i/m 2mifm’

t
o und ¢’ = ¢ beziiglich der Primpotenzzerlegungen m = [ p¥ und
j=1

t ’ .. 2
m' = T] p} als Produkte primitiver p¥-ter bzw. Dy -ter Einheitswurzeln schreiben
=1
t

. 27l ylpY i
6 = [] oy mito; = e o
J=1

G pi) =1,

T4 2l _—
o' = [Jojmite; = e , =1
i=1
(% = 0 oder xj = 0 fiir einzelne j ist zugelassen, man setze dann o, = 1 oder o} = 1)
Diese Produktzerlegungen sind eindeutig. Aufgrund des Hauptsatzes fiir simul-
tane Kongruenzen operieren die einzelnen oy und o innerhalb der gegebenen Opera-
tion unabhiingig vomeinander (algebraisch entspricht dies einer Isomorphie
t t .
1
Z,9Z, = ® Z;) @ @ Zy).
j=t =1 )
Umgekehrt kann man nach einer Folge von Homogenititstransformationen

. ’ .
Produkte primitiver Primpotenz-Einheitswurzeln o’ und ¢/} mit (¢, p3") = 1 20

1

uj 3

T = ot o'k
[Tofi- 11 o

=1 k=11 e

und
1 , t
o ujo, J,
T = Ha.h' H T
i=1 k=I+1

zusammenfassen (wobei {Jj;, ..., /i} U {ji+1,.-,Jji} eine disjunkte Aufteilung von
{1, ..., £} ist, welche garantiert, daB in ¢ bzw. ¢’ nicht zwei Einheitswurzeln o; und o}
zugleich vorkommen). : '

Beweis von Satz 2. Aus beweistechnischen Griinden setzen wir o.E. voraus,
daB r teilerfremd zu m, m' und p sei (). Wir wihlen a, b, so daB

at+b=1

o P R S
d—b = r} modkgV{m-p*, m"-p*).

Ausgehend von einem Paar von Linsenraumoperationen des _
Typs: [6°00% ¢’ o 1] mit o = ™™ und o' = >™P betrachten wir die
Primpotenzanteile dieser Operationen: Sei

’ e ’ =
x X X X - -
me=pitpeacps,  om =pipye.opy (420,x20),
und :

to
mo=keV(im, m) = [[p7 (mitX; = max(x;, xj)>0)
=1

=kgV(m-p*, m'-p*) = W-p* mit %= max(x,x)>0.

(") Siehe (1).
1 — Fundamenta Mathematicae 128. 2
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In Abhingigkeit von der Verdrillungszahl r bzw. deren “quaternionischer
Aufspaltung” in « und b teilen wir die Menge 8 = {p;, ..., p,} der Primteiler von
i = kgV(m, m') in zwei Klassen auf:

B = U

isj.

mit By = {p;eP: p; f a},

Py = {pje P: pjla};

wegen (a,b, ) = 1 gilt fir pe Py p; ¥ b.

Bei der Konstruktion der Homogenititstransformation 146t sich nun ausnutzen,
daB die Anteile der Operation, die zu p und zu den beiden Klasser von Primteilern P,
und Py, gehdren, gesondert transformiert werden kdonnen, indem man die Windungs-
zahlen beteiligter homogener Funktionen mittels simultaner gesonderter Kon-
gruenzgleichungen modulo der Primpotenzen zu %y, Py und modulo p* festlegt.

Der Ubersicht halber schreiben wir das Transformationsschema fiir die Anteile
zu Py und Py, getrennt nebeneinander, (bezeichnet als Spalten (I) und (II)). Dabei
ist zu beachten, daB in Wirklichkeit beide Spalten zu einer Transformation gehdren.
Das bedeutet z.B., da entsprechende Pfeile in beiden Spalten fiir ein und diesselbe
homogene Funktion stehen, (deren Transformationsverhalten bzgl. der beiden
Operationsanteile lediglich getrennt notiert wird).

Der Anteil der Operation, der zum Primteiler p gehdrt, wird hierbei der Spalte (I)
bzw. (II) zugeschlagen, je nachdem, ob Fall A: p ¥ b, bzw. Fall B: plb(=p t a)
vorliegt:

Zu Fall A: p tb. Wir fassen die Primpotenzteiler der Drehnenner, die zu 9,
bzw. Py gehdren, zusammen:

m=mmy, witm= T[] i my= T[] p¥
pse$r Pi€Pn

analog:

m' = my-my  (ersetze x; durch xj),

i = my-fy  (ersetze x; durch %)
Sei

o= ooy 0,

bzw.

g’ = o[ 050y
die eindeutige Aufspaltung von ¢ und ¢’ in Produkte primitiver Einheitswurzeln zu
den Moduln:

my, my, p*
bzw.

’ ’ X’
my, My, po.

Dann schreibt sich die Operation [0° o 6°, ¢’ o 1] als [0} oft 05 o o} o 65, olofi0h 0 1],
(wobei die Einheitwurzeln oy, o, oy, o1, 0,,, o), unabhiéingig voneinander operieren).
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Wir behaupten nun, daB eine Folge elementarer Homogenititstranformationen mit
folgendem Transformationsschema existiert: (Diese Folge schlieBt mit dem gewiin-
schten Produkt von Linsenraumoperationen ab.)

(1} {m
[8a5-0'0; , a6 1] |ls% o gt a .17
1)
1oj 6y , aal-a6llb] -6k | o el
2)
[Eege s
3.)

P

ol
31762 oo &2
TP ALR

LU L S TSy Y L R B

i &
L) / /
16757 - 5.5

;016 0,6 ]|fey 'Qdﬁ%l
6 vop  , o ¥1 1]

Die speziellen Homogenititstransformationen 1), 2) und 4), 5) sind relativ einfach
und mit einiger Ubung direkt am Schema ablesbar:

Zu 1) Die wesentliche homogene Funktion (dem Pfeil entsprechend) hat den
Transformationstyp

5.)

0 =tb bzra
678 < 078,

[af o0t o af’af,aﬂ] = [loq opafl—l"] .

Nach Lemma 4 gibt es eine Windungsfunktion he,r, welche dies leistet; die Kon-

gruenzgleichungen fiir 7, 1’ lese man am komplex geschriebenen Transformations-
typ ab:

[(Ulo'po'ua U;U;alrl)] - [('Tla'palhlhxns Gy 5p5f[-ln)]

| modmp™, —r?
=1 = 1 t
b7 'a modmy

Man beachte, da8 die Voraussetzung: b teilerfremd zu my, fiir diese Transformation
notwendig ist.

modnyp*,

[l

~r7'07 g modmy .

GleichermaBen lassen sich die wesentlichen homogenen Funktionen in Schritt 3)

und 4) mittels Lemma 3 und die in Schritt 5) mittels Lemma 4 finden. Dabei ist bei
2+
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der 5. Transformation zu beachten, daB dic Operation oy a,, o (r,a ¢ (in Spalte T,
erster Faktor) den Bedingungen einer Linsenraumoperation geniigt, ((a+b) und
{(a~b) sind teilerfremd zu my, (—b—a) und (—b+a) teilerfremd zu p*), und somit
Lemma 4 angewendet werden kann.

Die 3. elementare Homogenititstransformation verlangt cine genauere Beschrei-

bung.
Sie besteht aus homogenen Funktionen:

hy hz) B (l’u,rz /z,s,“‘h,g,,;>

Ny hy Negts el el Mg ey
Die Diagonale bestimmt den Transformationstyp; in der Gegendiagonule stchen
lediglich “Korrekturfunktionen”, die den Transformationstyp (beim Anmultipli-

zieren) nicht dndern; sie dienen der Korrektur der Partialgrad-Determinante zu 1.
t,, t, und #;, fg seien ganze Zahlen, dic folgende Kongruenzen erfiillen

(mitkgV := kgV (mp®, m'p*) = Fip~)
t; = 1 mod(kgV)*, ;= 1 mod(kgV)>
J’ 1 modi?, 1 mod iy ,
t, = {—1 modp?*, tg = 1+ —1 modp?~,
l 1 modmg , 1 1 modFig .

Mit Lemma 3 sieht man sofort, daB diese Diagonalfunktionen gemill dem Schuna
lediglich eine Seitenvertauschung der openerenden a‘,f’ bewirken:

—18 ~ra —th —ta
(61" G, &1 o o7 Upau] 5 [o1 ‘T,ﬂu '010’ 011]

b=1g 1
[ffxlfp(fucﬂlﬂ on ]-—»[‘710';;‘71100'1%011 7.

'

Sie liefern zur Determinante der Partialgrad-Matrix den Beitrag:
(10) gradh -gradh, = t, 1, 1, 1, = 1 mod(kgV)?.

Sei t,+t, 17715 =
an oo o =ttt 1y 10) (fs 16150 16)

zur Determinante beitragen, soll die Determinante zu 1 korrigiert werden. Dabei
gentigt es zu zeigen, daB durch geeignete Wahl von #{(i = 3.4, 5, 6) innerhalb
der vorgeschriebenen Kongruenzklassen, der Gegendiagonal-Summand ({1) den
Wert jedes beliebigen Vielfachen von (kgV)* annehmen kann:

1+s-(kgV)?: Mittels 4, und 4,, die den Summanden

Wir legen zunéchst die Kongruenzbedingungen fiir 4y = h,, .-/ ¢ fest:

—a modimy, —a modni,
ty = b modp*, 1, =<4 —b modp*,
—b modiy , —b modiy,

= —f; modkgV,

lit

.‘
st
I

t, modkgV .
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Damit ergeben sich folgende Transformationstypen:
{ Bty 24 ~ra b =rb =a_rtb=a
> [§"0, 5[ o G0y, Gl »
L

;b b~ 1a
[o10,0% o oyo,0n 1] 20 s [0'10' it o 07" G Glrb}a

ha=hy! el

|20 5 oba e it
Fiir /1, stimmt dies mit dem im Schema angegebenen Transformationstyp iiberein.
AufBlerdem hat /i, die Eigenschaft, daB es beim Links-Anmultiplizieren an h; den
Typ der Bildoperation von %, reproduziert. £; und #, sind nur bis auf Kongruenz
moduylo kgV festgelegt, unabhéngig davon gilt: #; and #, sind teilerfremd zu kgV,
und man findet (nuch (1)) teilerfremde Représentanten 5, #4,, die eine Gleichung
Lty + 141y, = 1 fiir geeigneta ganze Zahlen [;, I, erfiillen. Setze

ty =ty

3o

ty = tq,+sl3 kgV,
ty = —t3+sl, kgV ., t, =1,
mit s aus Gleichung (10).
= gradh, = gradh,, , +gradly 4 = tatytiats
= tygtag—lagtaotS(Uatsq+1sts,) kaV = s-kgV.
Die Windungszahlen von /; = hy, . -h: . seien bis auf Kongruenz modulo kgV
durch

f—a'l mod iy , —a~ ! mody,
ts =1 b7 modp®, tg=4—b"! modp*,

—b~! mody, —b~' modfiy,
t; = —ts modkgV, té =t modkgV .

(Man beachte: Nach der Aufspaltung m = ;- und der Voraussetzung p f b im
Fall A ist b teilerfremd zu iy p* und a teilerfremd zu ).) Daraus ergibt sich auf
dhnliche Weise wie oben der gewiinschte Transformationstyp:

h3
~g —ra =tb b b b ’ 7 =t =t =t
[676, 6% o o10,0n] — [016,00 - G1,50] -

15 und ¢ sind ebenfalls teilerfremd zu kgV

= mit dem gleichen Trick wie oben lassen sich 75, %, 15, I in ihren Kongruenz-
Klassen modulo kgV so wihlen, daB grad h, = tsf-+1t5t¢ = kgV gilt.

Somit ergibt der Gegendiagonal-Summand (11):

~(t3t+ 1) (tste+1516) = —5' (kgV)?
zusammen mit dem Diagonalsummanden (10) Partialgrad-Determinante 1.

Wir haben somit eine elem. Homogenititstransformation gefunden, welche dem
Transformationstyp von Schritt 3 geniigt. DaB die Operation unter dieser Transfor-
mation frei bleibt, ersieht man wie im Beweis von Satz 1 aus der Tatsache, da die
nachgeschalteten speziellen Homogenititstransformationen 4) und 5) wieder zu
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einem Paar von Linsenraumoperationen, also einer freien Operation, der zu
Z,x®Z, v isomorphen Gruppe Z,,,«@Z,,~ fithren.

FaBt man nidmlich am Ende der Transformationskette die operierenden Ein-
heitswurzeln

zu der primitiven (mp™)-ten Einheitswurzel t = ooy, und
der primitiven (m'p¥)-ten Einheitswurzel v = oyoy0,
zusammen, so erhélt man eine Operation vom Typ:
[0t 70 1]
mit
_ {b modm,

_ fa modni ,
= -
la modp™ .

€= & modp™,

Das entspricht einem Paar von Linsenraumoperationen, das zu

d

Lopelr) X Lyps(1)  mit ' = {Z_ f’? =" "“‘l’f::lp
gehort ).

Zu Fall B: p|b(=> p ¥ a). Wir iibernehmen die Bezeichnungen von Fall A. Im
Unterschied zu Fall A schlagen wir den p-Anteil der Operation der Spalte (II) zu:

M (I

a b ’ a _a b b vt
[o1 o 07, 010 1] [Un%oUuU,n onGpo 1]

Behauptung: Es existiert eine Folge elementarer Homogenititstransformationen mit
folgendem Schema:

{1 (1

Iof g, G o1 I oia-ghed , od 1)

1) 4
i gew ) e ate

’ “1'161;/"1:‘?]

* SR @i a0
3) 1

e swm > o
[ ] Il lestas 2uigal
oy [ 88 , g ag)
ot A L RO SRy
51}

o7 » o s TN N G i E, diat ]

("). DaB 7 bzw. 7 iigendx_velch‘e primitiven (mp*’) — bzw. (m’p*)-ten Einheitswurzeln statt der
ausge;exchneten (e2iimp™’ | pamifm’py sind, spielt selbstverstdndlich keine Rolle; es entspricht
dem Ubergang zu anderen als den ausgezeichneten Erzeugenden der Operation.
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Analog zu Fall A sind die Transformationen 1), 2) sowie 4) und 5) spezielle Homo-
genitdtstransformationen, die mit Windungsfunktionen gebildet werden. Die zu-
gehdrigen Kongruenzgleichungen ergeben sich parallel zu Fall A verhiltnismiBig
einfach aus dem Transformationsschema. Dabei werden die Voraussetzungen:
(a, mp™) = 1, (b, my) = 1, sowie fiir 1) und 5) Lemma 4 und fiir 2) und 4) Lemma 3
ausgenutzt.

Zur 3. elementaren Homogenitétstransformation: (Fall B):

Parallel zu Fall A ist die Matrix der homogenen Funktionen von der Form

</71 h,_> _ (llu,rz Dy g hré,zi)
hy b, Ngite Pessil Pugotg :
Fiir die Diagonale, welche den Transformationstyp bestimmt, gelten die gleichen
Kongruenzen wie in Fall A, (auch hier wird oY) seitenvertauscht), d.h. (10) bleibt
giiltig. Die Korrekturfunktionen der Gegendiagonale miissen dem verdnderten

Schema angepalt werden. Daraus ergeben sich folgende Kongruenzbedingungen
fir die Windungszahlen:

a modiny , [a mod; ,
ty = b modity, t, ={b modimy,
—a modp=®, a modp®,
t; = —t; modkgV, 1, =1, modkgV,
—a~ ! modm;, a~! modmi,
ts =< —b"" modmy, f¢=1b"" mody.
a”! modp*, a~! modp*,
t; = —ts modkgV, te = t¢ modkgV.

Man beachte: a ist teilerfremd zu 75 p*, b ist teilerfremd zu iiy.

Die Kongruenzbedingungen sind sinnvoll, und es gilt: £5, #4. #5 und #4 sind teiler-
fremd zu kgV. Infolgedessen kann man mit dem gleichen Trick wie in Fall A durch
geeignete Wahl der #;, 1, (i = 3,4, 5, 6) modulo kgV jedes beliebige (ganzzahlige)
Vielfache von (kgV)? als —(t;-t,+13-15)(ts-ts+15-1¢) darstellen und somit die
Determinante der Partialgradmatrix zu 1 korrigieren. Der Schluf des Beweises
1aBt sich wortlich von Fall A tbernehmen. B

SchluBbemerkung. Das Vertauschen der Primpotenzanteile von Linsen-
raumoperationen mittels Satz 2 verursacht die speziellen Vorzeichenbedingungen im
Theorem; nimlich, daB die Vorzeichen von Primpotenzteiler zu Primpotenzteiler
wechseln konnen und daB diese Wechsel gekoppelt sind.

Man kann dieses Vertauschen von Primpotenzanteilen der Operation auch auf
gleiche Primpotenzteiler der Drehnenner anwenden. Daraus ergeben sich fiir Produkte
von Linsenriumen mit gleichem Drehnenner m Homotopiedquivalenzen, die aus
der von A. J. Sieradski in [8] aufgestellten Homotopieinvariante:

“(+ quadr. Rest). (Produkt der Torsionszahlen) modm™ herausfallen.
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Man erhilt solche Beispiele fiir jeden Drehnenner m = p*p”m, fir den es
Zahlen a gibt mit der Eigenschaft:

i

a = +quadr. Rest modp®,

a

il

—quadr. Rest modp”,
a % +quadr. Rest modim, falls > 1,

z.B. fir m =21 = 7'3:
Nach Satz 2 gilt: Ly (1) xLy(1) = Ly (8) x Ly, (1),

denn 8 = 1 mod7,

und 8 = —1 mod3,
aber die Kongruenzklasse 8 (mod21) ist nicht enthalten in der Menge

{-tquadr. Reste mod21} = {1,4,5, 16,17, 20} .
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Dual properties within graph theory
by

T.A. McKee (Dayton, O.)

Abstract. Graph-theoretic duality lacks many of the nice features of matroid duality. In
particular, equivalent statements need not dualize into equivalent statements, and so properties
such as being eulerian cannot strictly be said to have graph-theoretic duals. Lacking natural examples
of this for the traditional circuit/cutset duality, an alternative duality between vertices and minimal
spanning sets of edges is discussed. In this context, completeness can be characterized in two natural
ways, which dualize in simple but quite nonequivalent ways.

1. Introduction. Graph theory is one of the most easily accessible, yet widely
applicable areas of discrete mathematics. Within graph theory, duality has become
so central a concept that it has been cited as being a major justification for even
calling graph theory a “theory.” Yet misconceptions abound concerning the uses
and limitations of graph-theoretic duality, largely due to confusion with a more
general notion called matroidal duality, which was partially created to “explain”
the graph-theoretic variety. Despite the frequency of reference to (and, at times,
invocation of) duality, surprisingly little attention has been paid to the phenomenon
itself (except for a few papers primarily interested in its applicability to electrical
engineering, such as [8], [9], [12], and [4]).

Section 2 describes this duality, emphasizing its seldom-realized limitation that,
within graph theory itself, concepts do not have dual concepts. This definitely con-
flicts with the way graph theorists commonly think and talk. It is rather only specific
syntactical formulations of concepts which can be dualized. The difficulty is that
statements which are equivalent for all graphs can dualize in nonequivalent ways.
Unfortunately, the only known examples of this behavior are quite contrived. Hence,
in Section 3 we introduce an alternative concept of duality, which has almost exactly
the same logical structure as the traditional duality, but in which these limitations
are nearer the surface and so can be naturally illustrated. Moreover, this alternative
duality has the advantage over matroid-based duality of being built around the
common notion of vertex. Precisely because it lacks an enveloping self-dual context
such as matroid theory, this vertex-based duality can serve as a laboratory for stu-
dying the problematic nature of traditional duality.
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