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Quelques remarques sur la superposition F(x, f ()
by
Eulalia Grande et Zbigniew Grande (Bydgoszcz)

Résumé. Dans cet article on démontre quelques conditions suffisantes pour la (B)sup-
mesurabilité et la sup-mesurabilité d’une fonction réele de deux variables réelles. Une fonction
F: R*— R(R désignant lespace des nombres réels et R? =R xR) est dite (B)sup-mesurable
(sup-mesurable) lorsque, quelle que soit la fonction f: R—R ayant la propriété de Baire
(mesurable), la superposition g(x) = F(x, f(x)) a aussi la propriété de Baire (est mesurable).

Désignons par R l'espace des nombres réels et par R? Tespace produit
R xR.

Une fonction F: R* » R est dite:

(1) sup-mesurable lorsque la superposition g(x) = F (x, f (x)) est mesur-
able (au sens de Lebesgue), quelle que soit la fonction mesurable f: R — R
(Szragin [6]); ]

(b) (B)sup-mesurable lorsque la superposition g{x) = F(x, f (x) a la
propriété de Baire, quelle que soit la fonction f: R — R ayant la propriété de
Baire. .

Dans le livre [1] et les travaux [6] et [2] on trouve de nombreuses
conditions suffisantes pour la sup-mesurabilité d’'une fonction F: RZ-R.

En particulier on y trouve les suivantes:

(1) la continuité de toutes les sections F,(t) = F(x, 1) et la mesurabilité
de toutes les sections F* (1) =F(t, y) ([1]);

(2) 1a mesurabilité (au sens de Lebesgue) de la fonction F et la conti-
nuité approximative de toutes ses sections F 2D; ‘

(3) la semi-équicontinuité supérieure de toutes les sections F, et la
mesurabilité de toutes les sections F” ([2]); ’

4) la semi-continuité approximative inférieure de la fonction F et la
semi-continuité supérieure de toutes ses sections F, ([21);

(5) la semi-continuité supérieure de toutes les sections F, et la semi-
continuité approximative inférieure de toutes les sections F” 2.

Drautre part Phypothése de continu implique I'existence d’une fonction
F: R? >R qui mest pas sup-mesurable, dont toutes les sections F, sont
approximativement continues et toutes les sections F> son mesurables ([2]),
ainsi que lexistence d'une fonction sup-mesurable qui n’est pas mesurable
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Dans cet article nous démontrons quelques conditions suffisantes anal-
ogues pour la (B)sup-mesurabilité d’une fonction F: R* ~R et quelques
nouvelles conditions suffisantes pour la sup-mesurabilité d’une fonction
F: R* >R,

DeFiNnirioN 1. On dit qu'un ensemble A = R a la propriété (Z) lorsque,
quel que soit le point xeA, il existe un ensemble ouvert U = A4 et un
nombre 6 > 0 tels que m(JNU)/m(J) > 1/2 pour tout intervalle J contenant
le point x et de longueur inférieure 4 § (comme d’habitude, m désigne la
mesure de Lebesgue dans R).

DeriNimion 2. On dit qu'une fonction f: R—R. a la propriété (Z,)
lorsque, quel que soit le nombre réel 4, les ensembles {xeR: f(x) < a} et
{xeR: f(x)>a} ont la propriété (2).

TutorEME 1. Si toutes les sections F, d’une fonction F: R* - R ont la
propriété (Z,) et si toutes ses sections F* ont la propriété de Baire (sont
mesurables),.la fonction F est (B)sup-mesurable (sup-mesurable).

Démonstration. Nous démontrerons seulement que la superposition
g(x) = F(x, f (x)) a la propriété de Baire lorsque la fonction fa la propriété de
Baire, puisque la démonstration de la-mesurabilité de la superposition g dans
hypothése que la fonction f est mesurable est analogue.

Supposons, au contraire, qu'il existe une fonction f: R — R ayant la
propriété de Baire et telle que la superposition g ne posséde pas la propriété
de Baire. Il existe donc un nombre réel a tel que I'ensemble {xeR: g(x) < a}
ne posséde pas la propriété de Baire. Désignons par A la différence de
Tespace R et de Punion de tous les intervalles ouverts d’extrémités rationnel-
les dans lesquels Fun des ensembles {xeR: g(x) < a} et {xeR: g(x) > a} est
de premiére catégorie. Il existe un nombre naturel n tel que I'ensemble C
= An{x: g(x) <a—1/n} est de deuxiéme catégorie. Soit I = A un intervalle
ouvert tel que, pour tout intervalle ouvert J < I, Pensemble J Nix: gx) <a
—1/n} est de deuxidme catégorie.

Toutes les sections F, ayant la propriété (Z,), on peut faire correspondre
a chaque point xeINC un intervalle ouvert U(x) d’extrémités rationnelles,
contenant f(x) et tel que, pour tout intervalle ouvert Ve U (x) contenant

f(x), on a )
m(Volnt((t: F(x, 1) < a~1/n}))/m(V) > 1/2

(Int(X) désigne, comme d’habitude, Yintérieur de I'ensemble X). La famille
des intervalles ouverts d’extrémités rationnelles étant dénombrable et I’
ble InC étant de deuxiéme catégorie, il existe un intervalle U (
désignons par U, tel que Pensemble D = {xeInC: au point x correspond
lintervalle U} est de deuxiéme catégorie. Soit I; <1 un intervalle ouvert tel
que, pour tout intervalle ouvert J < I, Pensemble JAD soit de deuxiéme
catégorie. Désignons par D; lensemble {xel: f (x)eU}. La fonction f

ensem-
X), que nous
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icm

Quelques remarques sur la superposition F(x, f(x)) 201
ayant la propriété de Baire et ensemble I, D étal:lt de qeuxiéme catégere
et I,nD < D,, ensemble D, a la propriété de Baire et il est de deuxiéme
catégorie. Il existe un intervalle ouvert I, = I, dans lequel I'ensemble D est
résiduel. Remarquons que Pensemble G = I,nD;~{xeR: g(x) > a} est aussi
de deuxiéme catégorie. Les sections F, ayant la propriété (Z4), on peu,t falr'e
correspondre A chaque point x&G un intervalle ouvert U(x) = U d’extre-
mités rationnelles, contenant f (x) et tel que

m(UyAInt((teR: F(x, 1) > a—1/2n}))/m(U3) > 1/2,

pour tout intervalle V< U(x) et contenant f(x). »

Drautre part, il existe un intervalle U(x), que nous .de51gnons par Uy, tel
gde Pensemble H = {xeG: au point x correspond Pintervalle U,} est de
deuxiéme catégorie. On a

m(U;nInt({teR: F(x,1) > a—1/2n))/m(U;) > 1/2,

quel que soit xe H. 1! existe donc pour tout xe H un systéme fini d’interval-
les ouverts dextrémités rationnelles V,(x), ..., Vix(¥), contenus dans
Int({teR: F(x, ) > a—1/2n})nU,, disjoints deux & deux et tels que

m(U %) > m(U 2.
i=1

La famille de tous les systémes finis d’intervalles ouverts d_’extrémités ration-
nelles étant dénmombrable, il existe un systéme fini d’intervalles ouverts
Vi(%), -5 Vigo (%), que nous désignons par Vi, o V,, tel que 'ensemble (Ij(
= {xeH: au point x correspond le systéme d’intervalles V4, ..., ¥} est de
deuxiéme catégorie. Soit Iy < I, un intervalle ouvert tel que, pour tout
intervalle ouvert J < I, ensemble JNK est de deuxiéme _c‘ategone.’ Co_mm'e
Pensemble {xelznD: f(x)eU,} est également de de1'1x1eme categ\one, 1!
existe donc un ensemble Lo I;nD de deuxiéme catégorie et un systeme fini
dintervalles ouverts W, ..., W d’extrémités rationnelles contenus dans U,

et tels que

m(Ll) W)>m(Uy/2 et C) W, = Int({teR: F(x,t) <a—1/n}),
i=1

i=1 i=

" quel que soit Je point xeL. Soit I, =I; un intervalie ouvert tel que

Pensemble JL est de deuxidéme catégorie, quel que soit lintervalle ouvert
J = I,. Lensemble
W)+ 0,

s=( 1

i

A XaX

1 i

1=
NS

donc il existe un point toeS. On a done F(x, t)) <a— 1/n pour tf)ut xiL et
F(x, to) >a—1/2n pour tout xeKk, d’ou il vient que la section F° ne
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possede pas la propriété de Baire, en contradiction avec I'hypothése de notre
théoréme. ‘

TutoREME 2. Il existe une fonction F: R*—~R ayant la propriété de
Baire, mesurable, qui west ni (B)sup-mesurable, ni sup-mesurable, et telle que
toutes ses sections F sont boréliennes et qu'il existe pour tout (x, y)eR? un
ensemble ouvert U (x, y) < R tel que la densité inférieure de Pensemble U (x, y) au
point y est = 1/2 et les fonctions partielles F /U (x, y) sont continues au point y.

Dé,rnonstration* Soit C = [0, 1] lensemble de Cantor de mesure
nl\llle. L eﬁnsemble ouvefrt [0, 1]—C est la somme de ses composantes (a,, 5,)
ol a, < f, pour n=1,2,... Il existe pour tout n=1,2,... de i "
et (by) telles que: ,, e suites (@)

(8) a1 = b% = (o, +B,)/2;

(b) 01.;': >‘fl11'c‘+1 et bl’c'<b}':+1 pour k=1,2,...;

(© fimap=o, et lim b =B.,v; et (G—apei)(dfe —a,) <1l/n et
(bi'+1—bit)/ﬁn—b;’£+1)<1/n (k,n:l, 2,...); ’

@ ,}LI?O (#—ais Mage s —0,) =0 et "115130 (BR+1 —bR)/(B,~ b)) = 0.

Posons ci = (ap+aj,,)/2 et df = D)+ bi+1)/2 pour k,n=1,2,... et

1 lorsque ye G(G [ef, aho Cj (b7, dn),
h() = { " Y

i=1
0 torsque y¢ U (({ et an 0 tor, ).
=1 1=1 i=1

D’aprés le théoréme de Mazurkiewicz ([4], p. 349) il existe une homéomor-

phie g: N —» [C—”(;J1 {o: Ba}], 00 N désigne Pespace des nombres irration-
nels de Tintervalle [0, 1]. Il existe deux ensembles 4, B qui n'ont pas la

propriété de Baire et ne sont pas mesurables = ;
Posons es, tels que ANB = Q et AUB =N,

£ = %g (%) lorsque xeN,
0 lorsque x¢ N
et

1 lorsque xed et y =f'(x),

h(y) | lorsque y¢C,
F(x,y)= {
0

lorsque yeC et x¢ A ou bien xeA et ¥y #f(x).

La fonction f a la propriété de Baire et.est mesurab
gy (x) = F(x, f(x)) ne posséde pas la propriété de Bair
b]F. De plus, la fonction F satisfait & toutes les ¢
démonstration est ainsi achevée.

le et la superposition
e et nest pas mesura-
onditions exigées et la
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TuEoREME 3. Admettons Thypothése du continu. Il existe une fonction
F: R* >R qui a la propriété de Baire et nest pas (B)sup-mesurable, dont
toutes les sections F, sont approximativement continues et toutes les sections
FY ont la propriété de Baire.

Démonstration. Soient 4, B deux ensembles parfaits, non vides et
tels que A = B, m(4) = 0 et supposons que tout point x&A soit un point de
densité de Pensemble B. D’aprés le théoréme de Mazurkiewicz ([4], p. 349) il
existe une homéomorphie g: N — A4, ol N désigne Pespace des nombres
irrationnels de lintervalle [0, 1]. Soient C, D deux ensembles n’ayant pas la
propriété de Baire tels que CnD =@ et CuD=N. Fixons un élément
yo€A et posons '

g(x) lorsque xeN,

S @)= %yo lorsque xé¢N.

La fonction f a la propriété de Baire (elle est méme borélienne). Soit E < B
un ensemble du type F, et tel que 4 — E et que tout point x&E est un point
de densité de Tensemble E.

Rangeons tous les points de l'espace R en une suite transfinie du type
Q (Q désignant le plus petit nombre transfini qui n'est pas dénombrable):

(8) Gy, gy +evs Gy, o, 00 < Q 6L G # ag POUT & F B, et tous les points de
Pensemble E en une suite transfinie,

(b) by;bayevey by ooy 0 <Q et by # by pour o # B.

Posons A, = {by: p <a} pour o < Q. Soit & < Q. L'ensemble A, étant
dénombrable, il existe un ensemble G, du type G,, de mesure nulle, qui
contient Pensemble A4,. Si a,eC, soit h,: R — R une fonction approximative-
ment continue qui satisfait aux conditions:

0<h(y)<1 lorsque ye(E—G)u{f(a)},
h(y) =0 lorsque ye[(R—E)UG,]—{f(a)}.

Dans le cas contraire, ol a,¢C, soit h,: R - R une fonction approximative-
ment continue quj satisfait aux conditions suivantes:
0<h()<1 lorsque yeE—G,— {f @}
h(y) =0 lorsque ye(R—EWG,U{f (@)}

Les fonctions h, satisfaisant & ces conditions existent d’aprés le lemme 11 du
travail [7]. Posons

F(x,y)=h,(y) lorsque x =a,

On voit facilement que toutes les sections F, de la fonction F sont approxi-
mativement continues. La fonction F a la propriété de Baire, puisquelle

gannule sur Pensemble Rx(R—E) qui est résiduel dans Pespace R% La
superposition gy (x) = F (. f (x)} est nulle sur 'ensemble R—C et positive sur
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I'ensemble C qui ne posséde pas la propriété de Baire, la fonction F n'est pas
(B)sup-mesurable. Démontrons. encore que toutes les sections F” ont la
propriété de Baire. Si y¢E, on a F”(x) = 0 pour tout xeR et la section F’ a
la propriété de Baire. Fixons donc un point yeE, Soit , un nombre ordinal

tel que y = b, . Remarquons que le point y = b,,€G, pour tout a >, (x ‘

<Q). Si y¢f(R), on a hy(y) = hy(bzg) = 0 lorsque o >y, Dans le cas
contraire, si yef(R), désignons par H Tensemble {u < Q: Sla) =y} et
remarquons que hy(b,,) =0 pour tout o >ua, tel que a¢H (x < ). Cela
signifie que Pensemble

{xeR: F?(x) 0}

est dénombrable. La section F* a donc la propriété de Baire et la démonstra-
tion est achevée.

ProsLiME 1. L'existence d’une fonction F: R? — R qui n'est pas (B)sup-
mesurable et a la propriété de Baire, dont toutes les sections F* ont la
propriété de Baire et toutes les sections F, sont approximativement continues
implique-t-elle axiome de Martin?

Remarque. En posant dans le théoréme 3

F (x' )_{F(X,y) lorsque xe A,
= 0 lorsque x¢ A,

ot A =R est un ensemble dense, du type G, et de mesure nulle, on obtient
une fonction satisfaisant a toutes les conditions exigées dans le théoréme 3 et,
de plus, mesurable.

TukoreME 4. Soit F: R* — R une fonction. Si toutes les sections F* ont la
propriété de Baire et Sil existe pour tout YER un ensemble mesurable
A() =R et un nombre 6> 0 tels que m(A(y)AIym(I) > 1/2 pour tout inter-
valle I contenant y et de longueur inférieure & & et que les sections partielles
F./A(y) sont équicontinues au point ¥, la fonction F est (B)sup-mesurable.

Démonstration. Supposons, au contraire, que la fonction F ne soit
pas (B)sup-mesurable. 1 existe donc une fonction /- R— R ayant la propriété
de Baire et telle que la superposition g(x) = F(x,f(x)) ma pas la propriété
de Baire. De méme que dans la démonstration du théoréme 1 on démontre
I'existence d’'un nombre a, d’'un nombre naturel 1 et d’un intervalle ouvert [ tels
que, pour tout intervalle ouvert J < I, les ensembles

{xeR: g(x) <a—1/n}nJ et {xeR: g(x) = a}nJ

sont tous dfaux de deuxiéme c‘atégorie. D’aprés ’hypothése de notre théoréme
on peut faire correspondre & chaque point xel tel que g(x) <a—1/n un
intervalle ouvert U (x) d’extrémités rationnelles contenant S (x) et tel que, pour
tout intervalle ouvert J < U(x) et contenant f(x),

m(A(f )NIYmI) > 1/2 et

on a

|F(u, £ ()= F (u, y)| < 1/8n

e ©
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pour tout yeA(f (x)nU(x) et ueR. Il existe un intervalle U(x), que nous
désignons par U, tel que l'ensemble D = {xel: g-(x) <.a“—1/n et au pomt“x
correspond lintervalle U} est de deuxiéme catégorie. Soit I; < I un intervalle
ouvert tel que, pour tout intervalle ouvert J < Iy, I'ensemble J r]'\D ’soxt de
deuxiéme catégorie. Désignons par D, I'ensemble {xel,: f (x).eU }.L ensem-
ble D, a la propriété de Baire et il est de deuxiéme ca’te-gone. Il, existe un
intervalle ouvert I, < I, dans lequel Pensemble D; est résiduel. D'autre part
on peut faire correspondre & chaque point xel, tel que g(x)=a un
intervalle ouvert V(x) c U d’extrémités rationnelles contenant £ (x) et tel que,
pour tout intervalle ouvert J < V(x) et contenant f(x), on a
m(A (f(x))r\J)/m(J) >1/2 et |F(u,f(x)—Fu, ¥)| < 1/8n
ur tout yeA(f(x))nV(x) et ueR. -

e Il existe un intervalle ouvert V(x), que nous demgnonf par V, tel}que
Pensemble G = {xel,: ¢g(x) > a et au point X correspond l'intervalle V| est
de deuxiéme catégorie. Soit I3 = I, un intervalle ouv'ert tel que, pour tout
intervalle ouvert J < I, Pensemble JNG est de deuxiéme categorie. Fixons
un point x; eGnIz. Si xel3N(GUD), on a

m(A(f NNV Ym(V)> 12 et m(A(f (x))NV)m(V) > 1/2,
doii il vient qu'il existe un point ze VA (f (x1))NA(f (x)) et par conséquent

IF(x, f(0)—F(x, S e < JF (e, f () —F (x, 2| +|F (x, 2)=F (x, F))
< 1/8n+1/8n = 1/4n.

Il en résulte que

F(x, f (x,) > a—1/4n
lorsque xel;NG et

F(x, f(x,) < a—1/n+1/4n=a—3/4n <a—1/4n
lorsque xelI;nD.

La section F/*1) ne posséde pas la propriété de Baire, en contradiction

¥ tése de notre théoréme. .

avec'Il‘k?g(};fﬁME 5. Si toutes les sections F d'une J:oncrion F: R*— R sott{F iemx;

équicontinues supérieurement en tout point yeR (") et toulres les sections F* on

la propriété de Baire, la fonction F est (B)sup-mesurable. , '

Démonstration. Supposons, au contra‘lire, que la fOl’lCt]OIll( F ne sotxé

pas (B)sup-mesurable. I1 existe donc une fonction f: R ’-* R ayant la prprligled ¢
de Baire et telle que la fonction g(x) = F(x, f (x)) m’a pas la proprié

(1) Clest-a-dire qu'il existe pour tout nombre & >0 un nombre & >0 tel que F(x, u)—
—F(x, y) < ¢ pour tout ue(y—39, y+9), quel que soit xeR.
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Baire; par conséquent il existe un nombre a tel que Pensemble {x: g(x) <a}
ne poss.e‘:de pas la propriété de Baire. Il existe également un nombre naturel n
et un intervalle ouvert I tel que, pour tout intervalle ouvert J < I, les
ens;cmb}es {x: g(x) <a—1/n} et {x: g(x) > a} sont tous deux de deuxiéme
czttegone dans J. De méme que dans la démonstration du théoréme 1 on
démontre Texistence d’un intervalle ouvert I, = I, d’un intervalle ouvert
UcR et de deux ensembles 4 = {x: g(x) <a—1/n} et B {x: g(x) = a}
tels que, pour tout intervalle ouvert J < I, les ensembles AnJ et BAJ sont
tous deux de deuxiéme catégorie et F(x,u)—F(x, f(x)) < 1/8n pour tout
xeAUB et tout ueU. Soit C = R un ensemble de premiére catégorie tel que

la fonction réduite f/R—C est continue. Fixons un point xe(l;nd)~C et
remarquons que I'ensemble

D = {xel;: F(x, f(xo)) < a~7/8n}
a la propriété de Baire et quil est de deuxiéme catégorie. Les sections F,

_ &tant semi-équicontinues supérieurement au point f (x,), il existe un intervalle
ouvert V< U contenant f(x,) et tel que, pour tout yeV et tout xeR, on a

F(x, y)—F(x, f(x0)) < 1/8n.

Corlnme. Xq ¢.C et f(xo) e.V, Pensemble E = {xeD: f(x)eV} est de deuxiéme
catégorie et il a la propriété de Baire. Soit I, = I, un intervalle ouvert dans

B ’
leqHEI leﬂserﬂble E est Ieslduel’ Il existe un Ponlt Xy €l 12 (B C) D

(1) F(xlif(xl)) = a,
et d’autre part

F(xl,f(xo)) < a~7/8n,
d’oti il vient

F(xy, f(x)) < F(x;, f (x0))+1/8n < a—7/8n+1/8n < a,

en contradiction avec (1) et la démonstration est achevée
THEOREME 6. Il existe une foncti 2 ;

! tion F: R* >R qui nest ni (B)sup-
mea‘surabli ni sup-m,e.asurable, qui a la propriété de Baire, dont touie?) Iepv
sections F¥ sont boréliennes et relle qu’il existe pour tout point yoe R er‘pou‘r
tout nombre £> 0 un-ensemble ouvert U = R de densité 1 au point yq et tel
que, pour tout xeR, on a F(x, y)—F(x, Yo) <& pour tout yeU °

Démonstration. Soient C < [0, 1] I '
~ . X ensemble de Cantor,
=1,2,..) les composantes de 'ensemble [0, 1]—C, N l’ensembl’e (g;; [:1"31(1’11

bres irrationnels et g: N = C— ¥ A .
g N—=C nl;)1 {#n> .} une homéomorphie ([4], p. 349).

11 existe deux ensembles 4, B non mesurables et Wayant pas la propriété de
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Baire, tels que N = AUB et AnB = . Posons
£ = {g(x} ‘ ;orsque xeN,
orsque x¢N
et
Flx )y) ={1 lorsque xeA et y =f(x),
’ 0 lorsque x¢A ou bien xeA4 mais y #f(x).
La fonction F satisfait & toutes les conditions exigées et la superposition g(x)
= F(x, f(x)) n'est pas mesurable et ne posséde pas la propriété de Baire.
TutoREME 7. Si une fonction F: R* — R est qualitativement semi-continue
supérieurement (inférieurement) et il existe pour tout point (x, y)eR* un
ensemble A(x, y) = R de deuxiéme catégorie au point y tel que la section
partielle F./A(x, y) est semi-continue inférieurement (supérieurement) au point
y, la fonction F est (B)sup-mesurable.
Démonstration. Supposons, au contraire, que la fonction F ne soit
pas (B)sup-mesurable. De méme que dans la démonstration du théoréme 1
on démontre Pexistence d’une fonction f: R — R ayant la propriété de Baire,
d’un nombre réel a, d'un intervalle ouvert I et d’'un nombre naturel n tels
que, pour tout intervalle ouvert J = I, chacun des deux ensembles

Jo{x: F(x,f(x) <a—1/n} et Jn{x: F(x,f(x) > a}

est de deuxiéme catégorie. Soit x &l un point tel que F(x,f(¥)<a—1/n. La
fonction F étant qualitativement semi-continue supérieurement au point
(x,f(x), il existe un ensemble plan A tésiduel dans un rectangle ouvert
I, xI,, od I = I, contenant (x, f(x)) et tel que F(u, y) < F(x, f{x))+1/8n
pour tout point (u,y)eA. L'ensemble C = {xel,: la section A, =1t
(x, f)e A} nest pas résiduelle dans I »} est de premiére catégorie. D’autre- part,
Tensemble E = I,n{x: F(x,f(x))>a} est de deuxiéme catégorie, il existe
donc un point x,eE—C tel que f(x;)€l,. D’aprés Thypothése de notre
théoréme il existe un ensemble G < I, de deuxiéme catégorie tel que

F (x5, f(x))—F (%2, y) <1/8n  pour tout yegG.
Fixons un point y;€GNA,,. On a
1) F(xg, y1) > F (%2, f (x2))—1/8n > a—1/8n,
et d’autre part, puisque x;¢C, le point (x5, y1)EA et par conséquent
F(x,, y1) < F(x, [ (x))+1/8n < a—1/n+1/8n = a—T7/8n,

en contradiction avec (1).

TutorEME 8. Si toutes les sections F, d'une fonction F: R* R sont
qualitativement semi-continues inférieurement (supérieuwrement) et s'il existe pour

tout point (x, y)€R* un ensemble A(x, y) ayant la propriété de Baire et de
deuxiéme catégorie au point (x, y) tel que la fonction partielle F/A(x, y) est
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semi-continue supérieurement (inférieurement) au point (x, y), la fonction F est
(B)sup-mesurable.

Démonstration. Supposons, au contraire, que la fonction F ne soit
pas (B)sup-mesurable. Il existe donc ume fonction f: R—R ayant la
propriété de Baire, un nombre réel @, un nombre naturel n, un intervalle
ouvert d’extrémités rationnelles U, un intervalle ouvert I et deux ensembles

A et B, chacun de deuxiéme catégorie dans tout intervalle ouvert J < I, tels
que

Ac{x: F(x,f(x) <a—1/n}, Bc{x: F(x,[(x)>a}

et F{x, f(x)}—F(x, y) < 1/8n pour tout xeB et pour tout y appartenant 2
un ensemble C(x) (dépendant de x) résiduel dans U. Fixons un point
xl'e/{nI. On a F(x,,f(x;))<a—1/n. Daprés Ihypothése de notre
theﬁoreme, il existe un ensemble A(x,,f(x;)) =/ xU ayant la propriété de
Baire, de deuxiéme catégorie et tel que F(x, y) < F(xy, f(x))+1/8n pour
tout Roint (x,’y) eAA (x1, f (x1)). Puisque T'ensemble A (x,, f(x,)) = I x U est de
deuxiéme catégorie et posséde la propriété de Baire et que, pour tout point
xeB, lensemble C(x) est résiduel dans U, il existe un point
(x2, y2)€ A(xy, f(xy)) tel que x,€B et y,eC(x;). On a donc, d’une part,

(1 F(x3, y2) <F{x1, f(x,))+1/8n < a—1/n+1/8n = a—7/8n,
et d’autre part

F(x3, y2) > F(x2, f (%5))—1/8n > a—1/8n,
en contradiction avec (1) et la démonstration est achevée.

THEOREME 9. Si toutes les sections F,, d’une fonction F: R* — R sont semi-
continue_zs supérieurement et toutes les sections F sont telles qu'il existe pour
tout 'p‘omr (x, 'y) un ensemble A(x, y) qui a la propriété de Baire et qui est de
deu).czeme.caregor’ie au point y et tel que la section partielle F/A(x, y) est
semt-co'ntmue inférieurement au point y, la fonction F est (B)sup-mesu’rable.

Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut supposer que

la fonction F est bornée, sinon on i i
3 pourrait considérer ion arct
Posons, pour ke 1 3 la fonct:qn arctg F.

M, (xo, ¥o) = sup
Yo~ 1/kSy<yo+1/k

F(xq, y).

Toutes les sections F, étant semi-conti i
: ntinues supérieureme
. p nt, on a F

k=
Pour établir notre théoréme il suffit d 3
E ir not onc de démontrer que cha
fonction M, satisfait & I'hypothése du théoréme 8. Fixons un norx?bre natl?:::el
k et remarquons, de la méme fagon que dans la démonstration du théoréme

(x, )

G
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31 du travail [2], que toutes les sections (M,) sont semi-continues
supérieurement. Fixons un point (x, y), un rectangle ouvert I xJ contenant
(x, y) et un nombre & > 0. Il résulte de la définition M, (x, y) qu’il existe un
point y, e[y—1/k, y+1/k] tel que

0] : F(x, y1) > M(x, y)—¢/2.

Daprés hypothése de notre théoréme il existe un ensemble E < I ayant la
propriété de Baire et de deuxiéme catégorie et tel que, pour tout point uekE,
on a

) Flu, y1) > F(x, y)—6/2.

Désignons par B la distance du point y, & la frontiére de Tintervalle
[y—1/k, y+1/k]. Comme y,e(v—1/k,v+1/k) pour tout point ve(y—p,
y+p), on a

(3) Mk(uv U) ?f(us yl)
De (1), (2) et (3) il vient

pour tout point vel[y—p, y+p].

M, (u, v) > My (x, y)—¢

pour tout point (4, v} E x[y—p, y+ 1. Mais ensemble Ex[y—p, y+§]
< IxJ a la propriété de Baire et il est de deuxiéme catégorie, la
démonstration est donc achevée.

ThtorEME 10. Soit F: R* =R une fonction et a un nombre tel que
0 <a < 1. 8il existe pour tout point (x,y) deux ensembles A(x, y) = R* et
B(x,y) = R tels que:

(1) Tensemble A(x,y) est mesurable er (X, nNeAd(x, y);
(2)  la densité inférieure de l'ensemble A(x, y) au point (X, y) (par rapport a

la base ordinaire v [57]) est supériéure & a;

(3) la fonction partielle F/A(x, y) est semi-continue inférieurement au point

(*, y);

(4) yeB(x,y) et la densité extérieure inférieure de Tensemble B(x,y) au

point y est supérieure a 1—u;

(5)  la section partielle F/B(x, y) est semi-continue supérieurement au point

»;
alors la fonction F est sup-mesurable.

Démonstration. Supposons, au contraire, que la fonction F ne soit
pas sup-mesurable. Il existe donc une fonction mesurable /: R — R, un
nombre réel ¢, un nombre naturel n et un ensemble mesurable 4 = R, de
mesure positive finie, tels que, pour tout ensemble mesurable B < A de
mesure positive, la mesure extérieure de chacun des deux ensembles

{xeR: F(x,f(x) < c{—l/n}r\B et {xeR: F(x,f(x)=a}nB
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est positive. En appliquant une méthode analogue 2 celle de la démonstra-
tion du théoréme 1 on démontre existence d’un intervalle ouvert U < R,
d’un ensemble mesurable C = 4 de mesure positive et de deux ensembles
disjoints D, E < C tels que m*(D) = m*(E) = m(C)(m* désigne la mesure
extérieure de Lebesgue) et on voit que, quel que soient le point xeD et
Tintervalle ouvert ¥ < U contenant f(x), on a
© (a) m*(B(x, f())nV)m(V) > L—a-+7, od n>0:

(b) F(x, y) < a~1/n pour tout yeB(x, f(x)); et

(¢) F(x,f(x))> a pour tout point xekE.

Soit x,eE un point de densité de I'ensemble C. Soient I un intervalle
ouvert contenant X, et V<= U un intervalle ouvert tels que f(xo)eV,

(d) m*({x: xeD et f(x)el})/m(I) > 1—n;, o ny >0 et (1—ny)(l—a+
+7)>1—o;

(€) m() =m(V);

(f) my (A (%o, f (X)NI X V))my (I X V) > a1, 08 1 > 0 et m; désigne
la mesure de Lebesgue dans RZ%;

(@ F(x,y) > a~1/8n pour tout point (x, y)€A(xo, f (%)) (I X V).

1l résulte de (a), (d), (e), et (f) qu'il existe un point

(x1, y) €(D x B(xy, f (x0)))A (xo, f (xo)) NI X V).
On a donc, d’aprés (b)
F(xy, yy) < a—1/n,

en contradiction avec (g).

TutorREME 11. Admettons Phypothése du continu. Il existe une fonction
F: R* R (B)sup-mesurable qui wa pas la propriété de Baire.

Démonstration. En appliquant la méme méthode que dans la dé-
monstration du théoréme 1 de lariicle [3] on démontre lexistence d’un
ensemble A = R? qui ne posséde pas la propriété de Baire et qui coupe le
graphe de toute fonction borélienne f: R—R au plus en un ensemble
dénombrable. En posant

1 lorsque (x, y)ed,
Ry ={y  ordve ()
0 lorsque (x, y)¢A
on vérifie, de méme que dans la démonstration du théoréme 2 de Tarticle [3],
que la fonction F est (B)sup-mesurable et n'a pas la propriété de Baire.
ProBLEME 3. L'existence d'une fonction F: R*~R qui n'a pas la

propriété de Baire et qui est (B)sup-mesurable implique-t-elle axiome de
Martin?
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