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Introduction.

Le but principal de cet ouvrage consiste & prouver que, sur-le
plan, tout continu borné C qui est frontiére commune & deux régions
et qui n'est pas ,monostratique“ (dans un sens qui va étre préeisé
tout & 'heure) admet une décomposition eyclique en sons-continus %),

Jappelle ,cyclique“ toute décomposition C= I T, lorsque les

- T, (dits ,tranches“) sont disjoints (non-vides), I'indice x parcourt la
circonférence d'un cercle et la condition lxmw ==, entraine l'in-
clusion Lim sup T, C T.,%).

Appelons tranche }‘ondamentalé. d'un ensemble E tout sous-ensemble:

qui est saturé ®) par rapport & la propriété d’étre un continu qui est

1) Une région est un ensemble connexe composé de points intérieurs; un en-
semble connexe est un ensemble qui n’est  pas somme de deux ensembles, sépards
non-vides M et N (c’est-i-dire tels que MN +N M=0). La frontidre d'in en-
semble X est définie par la formule; F(X)=X.1—X (1—X désignant le com-
plémentaire de X). Un ensemble composé d'un seul point sera considéré comme
continu,

%) Cette dernidre condition exprime la semi-continuitd de la décomposition
au sens de M. B. L. Moore, Limsup 4, est I'ensemble des points limites des
smte.s convergentes {p, } ol gy &4s . (Cf. ma note Sur les ddcompositions semi-
continues. d'espacés métriques compacts, Fund. Math, XI pp. 169—185, o l'on
trouvera des renseignements biliographiques concemant cette notion ainsi qua 8es
propriétés fondamentales),

%) c'est-b-dire que cet ensemble posséde la propriété considérée tandis qu’au-
cun ensemble plus grand ne la posséde pas,
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une somme finie ou dénombrable de continus indécomposables et de
continus de condensation de £1!). Dans le cas oi I'ensemble E se
réduit & une tranche fondamentale nous dirons que I'ensemble E est
monostratique.

Or, je prouve que, C étant une frontiére bornée commune & deux
régions (sur le plan), 1° si C est monostratique, C n'admet aucune
déecomposition cyclique en sous-continus, 2° si C n'est pas mono-
stratique, la décomposition de C en tranches fondamentales est cy-
clique et, de plus, elle est la plus loin poussée?) parmi toutes les
décompositions eycliques de C en sous-continus.

L’énoncé 2° peut encore étre précisé. Imaginons, notamment, que
C soit situé sur la surface d’une sphére et que C==F(P)= F(@),
P et Q désignant deux régions relatives i cette surface. Admettons
que lindice x des tranches T, parcourt 'équateur de la sphére. La
fonction z=7(p) définie par la condition pe T, est évidemment con-
tinue. Sa définition w’étant donnée que pour les points p de G, done
pour les valéurs frontitres des régions P et Q, je résouds le ,pro-
bléme limite“, qui se présente, en prouvant qu'elle peut &tre éten-
due & toute la surface de la sphére de sorte que les régions P et
Q se transforment de fagon bicontinue en les deux moitiés (ou-
vertes) de la surface de sphére déterminées par I'équateur (théor.II).

De la résulte, par exemple, que, si p et ¢ sont deux points ap-

1) Un continu est inddcomposable, ¢'il n’est pas somme de denx continus dif-
férents de lui. Un sous-continu K de E est continu de condensation de E, lorsque
E—K=E. '

1) Si I'on remplace dans les énoncés 1° et 2° le terme ,cyclique® par pliné-
aire* on arrive i un théordme analogue concernant la structure des continus ir-
réductibles entre deux points; ces derniers possddent donc unpe structure liné-
aire dans le méme sens que les frontidres communes & denx végions possédent une
structure cyelique. Voir: ina note de Fund. Math. X, pp. 225—275. (Un continu
est dit irréductible entre deux de ses points, si ancun sous-continu.ne contient
ces points),

La définition de tranche 7. que j'ai adoptée dans Fund. Math. X (p. 250),
bien que différente de celle de tranche fondamentale dont je me sers 4 présent,
Iui est équivalente. En effet, selon les propositions (10) et (11) et les théor. 11, IV
ot XI (ibid.), 7. posséde la propriét§ d'stre un continu formé d'une somme au
plus dénombrable de continus indécomposables et de continus de condensation;
d'autre part, tout continu qui posséde cette propriété est contenu dans un seul
T, (selon les lemmes 2 et 3, p. 267). Donc T. est saturé par rapport a cette pro-
priété, ce qui veut dire que 7. est une tranche fondamentale, Inversement, toute
tranche fondamentale étant située dans un T, on en conclut qu'elle lui est identique.
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partenant aux régions P et @, il existé un continu K qui les unit
et qui n'a en commun avec C qu'une seule tranche I, x étant
arbitraire. Pour le démontrer je me base sur le fait qu'on peut unir
le centre du cercle & un point situé en dehors du cercle par une
ligne n'ayant qu'un seul point commun avee la circonférence.

Quant aux continus monostratiques, je prouve, en particulier,
quune frontiére commune & trois régions (sur le plan) est tou-
jours un continu monostratique, méme plus: elle est soit un continu
indécomposable soit la réunion de deux continus indécomposables !).

Plusieurs applications des théorémes publides ici paraitront pro-
chainement dans-quelques notes de M. Knaster et de moi; nous
arrivons, en particulier, & l'énoncé suivant qui généralise des thé-
orémes de M. Rosenthal?) et de M. Wilson?3): pour qu'un
continu décomposable et borné C soit la fromtidre commune & deux
régions (du plan), il faut et il suffit qw'on ait C =K 4 L, KL =
=M+ N, M50 N, oh M et N sont deux ensembles fermés
et K et L deux continus irréductibles entre tout couple de points
extraits respectivement de M et de N.

Exemples des frontidres communes & deux régions 4),

1. La circonférenca d’un cercle est §videmment une frontidre commune & deux
régions ayant des points individuels pour tranches fondamentales.

. ' n
2. Le continu composé de la courbe y = sin -, O<]x|<1, du segment
x

W] <<1, =0 et d'un arc qui unit les poinis (—1, 0) et (1, 0) (en dehors de la
courbe et du megment) a ce segment pour tranche fondamentale,

" 1) Ce théoréme fut établi dans I’hypothése supplémentaire que C est la fron-
tiére de toutes les régions-complémentaires dans ma note Sur les coupurss trré-
ductibles du plan, Fund. Math, VI (1924), théor, VI, p. 138; ce dernier théoréme
fot ensuite étemdu par M. Alexandroff & une classe plus générale de conrbes,
qu'il appelle ,unregslmissige geschlossene Kurven® et qui ne sont pas nécessaire-
ment situées sur le plan. Voir Math, Ann. 96 (1926), p. 534. Il existe aussi, commoe
M. Alexandroff me l'a aimablement communiqué une généralisation de ce
genre concernant les frontidres communes 4 deux (mais pas nécessairement & tou-
tes les) régions-complémentaires.

Y Teilung der Ebene durch srreduzible Kontinua, Sgb. Bayr, Akad. Wiss,
1919, p. 106.

*) Bull. Amer. Math. Soc. 33 (1927),

4) La constraction des exemples de ce genre peut &tre effectude souvent en
ge basant sur le théordme précité de M. Rosenth al, d’aprés lequel la somme de
deux continus bornés irréductibles entre a et b et n'ayant que ces deux points en
commun est une frontiére commune & deux régions,
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3. Des exemples des continus monostratiques qui sont frontidres & deux (on
plus de deux) régions ont été donnés pour la premiére fois par M. Brouwar?)
et puis ils forent simplifiés par M. Knaster?), Les exemples de M, Brouwer
sont indécomposables; chez M. Knaster on en trouvera aunssi qui se décomposent
en deux continus indécomposables, .

4. Dans les exemples 1 ot 2 le continu C est frontidre commune 4 toutes
les régions complémentaires (il n'y en a, en effet, que deux). A présent, nous
construirons le continu C de fagon qu'il admette des régions secondaires, c'est-
a-dire, régions dont la frontiére diffdre de C. Dans les trois exemples suivants on
verra trois genre de régions secondaires essentiellement différents les uns des

antres 3).
n

e—1
1 <{o<{2 et d'un arc unissant les deux points donnés par la condition p =2,
y=014). La région ¢ <{1 est secondaire; sa frontiére constitue une tranche fon-
damentale qui est un continu de condensation de C.

b) Considérons le continu indécomposable qui constitue la moitié supérienre
de la fig. II1 de Ja Note précitée de M. Knaster (p. 280) et désignons par
Py, Pas Py se8 trois points 4 ordonnée minima. Ajoutons y le segment p, p, et ap-
prochons  ce segment par une courbe issue du point p,, analogue i la courbe

a) C se compose de la circonférence ¢ =1, de la courbe y==sin

sin - et ne coupant pas le continu indécomposable, Le continu C ainsi formé est
X

frontiére commune & deux régions et admet une région secondaire dont la fron-
titre 58 compose du segment p, p, (qui est un continu de condensa-
tion de C) et du continu indécomposable (qui n'en est pas un).

Par une légére déformation on pourrait réduire ce segment & un seul point;
la frontiére de la région secondaire se réduirait alors au continu indécomposable
considéré.

¢) Le méme continu de la fig. III de M. Knaster est déformé de facon que
les deux continus indécomposables dont il est constitué aient, non trois, mais deux
points communs (dans I'entourage desquels on n'altére pas le continu) et qui 14
place du troisiéme point apparaisse wn segment n’ayant que les extrémités situds
sur les continus indécomposables considérés. La région secondaire a alors pour
frontidre 1a somme des deux continus indécomposables; ancun deux
n'est un continu de condensation.

Nous allone rappeler & présent quelques théorémes établis ail-
leurs, mais intervenant dans cet ouvrage, et nous introdumirons des
notions qui mnous seront utiles dans la suite:

(@) pour qu'un ensemble fermé C solt la frontidre commune de
deur régions P et Q, il faut et il suffit que C soit une coupure

1) Math, Ann. 68 (1910) et Proc. Akad, Wet. Amsterdam 1911/12.

%) Quelques coupures singulidres du plan, Fund. Mat, VII, pp, 264--289,

3) On rapprochera ces exemples des théorémes établis par M. W. A. Wilson
sur Jes frontidres des régions secondaires dans son ouvrage citd,

4 Cf. la fig. 3 de 1z Note de Mme §, Nikodym, Fund, Math, VII, p, 22.
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irréductible entre tout couple de points p et q extrails de ces é-
gions (c'est-a-dire que C coupe le plan entre p et ¢, tandis qu'aucun
vrai sous-ensemble fermé de C ne coupe le plan entre ces points ).

(B) toute coupure entre p et q conbient une coupure irréductible
entre ces points; plus précisément: C étant un ensemble fermé qui
coupe le plan entre p et g, P désignant la région complémentaire
4 C qui contient p et.R la région complémentaire & P qui contient
g, la frontiére F(R) est une coupure irréductible entre p et ¢ (done
" une frontidre commune 3 deux régions) ).

Appelons uni-cohérent (resp. m-cohérent) tout continu C tel que
pour toute décomposition de € en deux continus K et L (o K= C=
<L) le produit KL est formé d'une (resp. n) composantes *). Appelons
C multi cohérent, si dans toute décomposition de ce genre KL contient
plus d’'une composante (c’est-d-dire: KL n'est jamais un continu).

On a I'équivalence suivante:

(y) pour quun continu C soit multi-cohérent il faut et il suffit
que pour tout sous-continu Q de C, la différence C—Q soit connexe.

En effet, si-ensemble C— @ n'est pas connexe et se décom-
pose en deux ensembles séparés (non-vides) M et N, les ensembles
Q-+ M et Q- N sont deux vrais sous-continus de C dont le pro-
duit est un continu 4). ‘

Inversément, si C==K 4L, K&=C=:L et KL est un continu,
on & C— KL=(C— K)+(C — L), décomposition en deux ensem-
bles séparés non-vides qui prouve que C— KL n'est pas connexe.

(0) 8i C est un ensemble plan et borné qui est la jfrontiére com-
mune & deux régions, C est un continu .multi-cohérent 5).

1) Théor. III, Fund. Math. VI, p. 183 (op. cit.).

%) Ibid., lemme. Voir aussi Mazurkiewicz, Fund. Math. I, p. 63 et V,
p- 198 et P. Urysohn, Fund. Math, VII, p, 95,

3) Une 7 te d'un ble E' est un. sous-ensemble connexe qui n'est
contenu dans aucun autre sous-enséemble connexs de E. La notion des continus
uni-cohérents, équivaut aux continus ,ohne Henkel“ de M. Vietoris (Proc. Ak.
Wet. Amsterdam 29, 1926, p. 446); pour les continus jordaniens plans et bornds
olle équivant & la propriété de me pas couper Je plan, (Voir ma note de Fund.
Math. VIII, p. 148). Les continus bi-cohérents, qui — comme je prouve — pré-
sentent une généralisation des courbes fermées de M. Schénflies, vont étre dtu-
diés au § 4 de cet ouvrage, .

‘) d’aprés ls théor. VI de Ia note de M. Knaster et de moi Sur Jes ensem-
bles conmexes. Fund, Math, II,

¥) Fund. Math. VI, p. 186, lemme 1 (op. cit) ot R. L, Moore, ibid, p. 204,
théor. 2. En outrs, toute courbe fermée au sens do M. Alexandroff est multi-
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() tout ‘continu C multi-cohérent et décomposable est somme de

deux continus A et B tels que

C—4d=B, C~B=4, A40+B;

de plus @ étant un vrat sous-continu arbitraive de C qui n'en est
pus un continy de condensation, A peut dtre supposé dgal & C—¢.

Soit, en effet, @ un sous-continu de C tel que Q= C= C—¢.
Un tel @ existe en vertu de l'hypothése que C est décom-
posable 1). Posons 4 = C— Q. Selon y, A est un continu; posons

B=C—4; done B est aussi un continu, On a de plus, 45=0,

puisque @==C, et B0, puisque A==C. Enfin, C—B= C—C—a=

=C0—C—C—@Q=0C—@Q? dot 4d=C—B.

Selon la proposition 4, la notion de continu multi-cohérent est plus générale
que celle de continu plan et borné qui est la frontiére commune a deux régions;
de plus, elle est intrinséque ot ne demande pas que le continu considéré soit sitnd
sur le plan, En conséquence il est plus avantageux de supposer le continn con-
sidéré d’stre multi-cohérent. Toutefois, il importe de remarquer que le théoréme
fondamental sur la structure cyclique des frontiéres communes 4 deomx régions mne
subsiste pas pour les continus mnulti-cohérents, M. Knasgter a défini, en effet, un
continu multi-cohérent et non-monostratique qui n'admet pas de décomposition cy-
clique en sous-continus 3).

§ 1. Théordmes auxiliaires concernant les décompositions
semi-continues,

A. Etant donnde une décomposition cyclique d'un continu multi-
cohérent C (borné) en sous-continus: C= 3 T,, si K est un sous-
continu de C et o et B deux indices différents tels que

() T.E 40+ T,K,
on a: soit ¥ T.CK soit 3 T.C K, Vindice x parcourant la
a<z<f Bz<a !

circonférence dans un sens déterminé.
En outre, K ne peut étre ni un continu multi-cohérent (5 C), ni

Gohérente ; tout continu multi-cohérent irréductible entrs denx points est indécom- .
posable ou somme de deux continns indécomposables (Cf. ma note Ueber geschlos-
sene Kurven und unzerlegbare Kontinua, Math, Ann. 1927, théor. I11); tout con-
tinu multi-cohérent jordanien est une courbe simple fermée (Cf. ma note ds Fund.
Math, VI, p. 119).

1) Théor, II de la note de Janissewski et moi des Fund, Mat. I, p. 212,

%) en vertu du théor, 6 d*une des mes notes de Kund. Math. IIf, p. 183.

3 & paraftre dans ce Journal,
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une somme finie ou dénombrable de continus indécomposables et de

continus de condensation de C.
Démonstration. Posons M= 3 T, e¢ N= I T,. Done

a<z<f g<r<o

(2) A C—(Ta+ K+ T)C M+ N.

L'ensemble T, K+ T, étant, selon (1), un continu et C
étant, par hypothése, multi-cohérent, oun en conclut (d’aprés y) que
C--(To+ K4 Tp) et connexe. Or les arcs af et fo (dépourvus
d'extrémités) étant séparés. il en est de méme 1) des ensembles M
et .V (c’est-a-dire que MN-- NM =0). En vertu de I'inclusion (2),
lensemble C'— (T, K+ T) est done disjoint de I'un des deux
ensembles M ou N; soit

MC—- (T,+K+T)=0

done: MC Ty K+ Ty et, comrhe M T, =0 == M Ty, il vient MCK,
ce qui prouve lu premiére partie du théoréme. '
Ceci établi, Iinclusion 3 T,(C K implique?) que K contient

a<z< g
des points intérieurs relativement & €, puisque are af} contient des

points intérieurs relativement & la eirconférence, Done K ne peut
étre un continu de condensation de C.

Supposons que K soit multi-cohérent. Nous allons prouver gue
K=_C

Soit: a < a <o <f<f<B. Posons Q= I 7T.. Done

Sy
OCK, T+ T, CK— Q. Or, @ comme continu 8) ayant des points
communs avec deux tranches différentes T,, et T}, ne peut &tre
un continu de condensation de C, donc de K, c'est-d-dire que

3) 2‘ T.—E—Q=0.
0 Sz =gy
,On en conelut, ¢n tenant compte de Finclusion T+ T, CK—9,
que ¥ T,CK—@Q (en vertu de la premitre partie du théoréme

1<z < oy
et (fe linégalité (3)). Done: 3 T.CEetcomme I 7, K, il
vient CCK, doy E—¢, "~ " meesl

Il résulte aussi de 1 que K ne peut étre indécomposable, puisque
tout continu indécomposable est évidemment multi-cohérent,

%) En vertn du théor, 1V, 9° de ma note citde de Fund, Math, XI, p. 174.
?) ibid, théor, IV, 8,
%) ibid, corollaire 1, p, 182,
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Finalement, K ne peut &tre formé d’un nombre au plus dénom
brable de conlinus indécomposables et de continus de condensation
do C, car l'ensemble des indices z tels que KT.5=0 serait au
plus dénombrable (puisque chacun de ces continus est situé, comme
nous venons de prouver, dans une tranche). Mais ceci est impossi-
ble, car cet ensemble, comme image continue de K, est un continu.

B. Si un continu mulii-cohérent ( borné) C est somme de deux
continus A e B tels que C—A=DB e C—B=A et 5i A est
décomposé linfairement en sous-continus, il 7wy a parmi les tranches
de A qui ont des points communs avec B que les deux tranches ex-
trémes; si, en outre, B est décomposé linéairement en sous continus,
chacune de ses tranches extrémes a des points communs avec une seule
tranche extréme de A.

Démonstration. Soit A= I T, la décomposition de 4 et soit,
0~

dans le cas ol B est décomposé: B= 3 [J,.

0<y=1
Il s'agit de prouver que 1% T,B==0, 20: si 0 <a<<1, on a
T,B=0, 3% si T,Uy=3=0, ona T,U, =0.
L. Supposons que T,B=0. L'ensemble des indices = tels que
T.B3=0 étant fermé 1), il existe un indice a>0 tel que B, 3 T,=0.

Les ensembles B et 3 T, sont donc séparés. Il en est de méme
. LA
des ensembles I T, et 3 T, (puisque a divise 'intervalle 01 en deux
r<a z>a

parties séparées). Par conséquent, la décomposition

0—1T.= 3 .+ (3+ 3 7)

s<ao x>0

est une décomposition de l'ensemble C— T, en deux ensembles
séparés non-vides, contrairement & la multi-cohérence de C.

Done T,B=4=0 (de méme T\B==0 et Uy4 =0} U, 4).

2. Soit T,B==0. Done T, + B est un continu. Or, la décom-
position

C—(f,4B)=3 (.— B+ 3 (I.—B)

<0 x>

étant une décomposition en deux ensembles séparés, on en conclut

1) ibid, théor. IV, 8%,
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que Pun des deux ensembles, soit 3 (T,—B), est vide. D'ott 3 T.,(CB,

done e -
¢C—BCO—JY T.CB+4— Y 7;=B+z T,

Il vient C—B( 31, et, en tenant compte de I'hypothése

wZa .
C—B=2A4, on en tire 4 I T, (puisque S T, est fermé). Mais,
par définition: 4= 3 T.; dope a=0.
a0

8. Soit T, Uy &= 0 5= T, U;. Dans ce cas, la somme
S=T,+ T+ U+ U
est un continu (puisque selon 1° et 20: T, U, -+ T, U, == 0). Donc

C— S est connexe Or

c—8=3 1.+ U,

D<x<1 0<y<l

les deux sommandes étant séparés, en vertu de 1° Comme, en outre

3

il ne sont pas vides, on arrive & une contradiction.

C. Si Uhyper-espace ) dune décomposition dun continu multi-cohdrent en
sous-conlinus est un continu de Jordan?), cette décomposition est cyclique (ou

bien se réduit & un dlément). De méme nature est, en particulier, la décompo-

sition d'un continu multi-cohérent borné em parties premidres (au sens de
M. Hahnd). ' :

Démonstration, C étant multi-cohérent par hypothése, I'’hyper-espace JFI est
également multi-cohérent. En effet, soit H = A4 -+ B une décomposition de H
en deux vrais sous-continus; les ensembles M et N qui sont images de 4 ¢t B
dans C, sont également des continus¢), donc MN n’est pas un continu; d'ou il
résulte que A B n'en est pas un nonplus.

Or, tout continu jordanien et multi-cohérent dtant une courbe simple fermée %)
(#'il ne se réduit pas & un seul point), notre théoréme se trouve démontré,

En particulier: la décomposition d'un continu borné en parties premidres est
toujours jordanienne ¢); done, si le continu est multi-cohérent, elle est cyclique,

1) Pour la définition de I'hyper-espace de décomposition semi-continue, voir
ma note citée Fund. Math. XI, p. 171. '

%) image coniinue de l'intervalle,

*) Wiener Ber. 130 (1921) p. 217.

¢} @aprés le corollaire 1, p. 182 de ma note précitée.

%) voir cet ouvrage p. 34, note ).

%) d’aprés un théoréme de M. R, L. Moore, Math, Zft. 22 (1926) pp. 307—
315 Cf. aussi ma note citée, Fund. Math, XI, p. 184, théor, XI.
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§ 2. Structure eyeclique des frontidres communes 3 denx régions.

Lemme 1. K étant un sous-continu réqulier) d'une Jrontidre
commune & deux régions C bornde et située sur le plan, tout point p
du produit K.C ~ K est un point Qirréductibilité %) des continus K et
C—K.

Démonstration. Supposons, au contraire, qu'un point pde KC—K
ne soit pas un point d'irréductibilité de K.

Il existe, par conséquent 3), deux continus M et N tels que

(1) peMN, K=M+N, M&K+N.
Il vient: .

@ ‘ peMNC—K

3) C=M+ N+ C—K.

Or, K éta_nt sous-continu du continu mulli-cohérent C (selon 4),
C—XK est un continu. De plus M+ C—K = ¢, car on aurait, en

cas contraire: C— C—K (C M, d'ot C-0_K (C M et comme, par

. hypothése, K = c— .C-:f}, on aurait K (C M, contrairement & (1).

Ainsi, la formule (3) présente une déecomposition du continu C
en trois continus dont le produit n'est pas vide (form. (2)) et dont
aucun couple ne recouvre C. Ceci contredit, selon un théoréme de
M. Knaster+), I'hypothése que C est une frontidre bornée com-
mune 3 deux régions (sur le plan). _

- Il est ainsi établi que p est un point d'irréductibilité de K; il
en est aussi un de C—XK, puisque C—K étant régulier 3), on peut
dans I'énoncé du théoréme substituer C—K a K.

Théoréme fondamental. C étant une frontidre bornée commune
d deux régions (sur le plan), si C est monostratique, C n'admet aucune
décomposition cyclique en sous-continus; st C ne Pest pas, sa décom- -
position en tranches fondamentales est cyclique et, de plus, chaque

1) c'est-a-dire tel que K= C—C— K.

?) c'est-i-dire qu'il existe un point ¢ tel que J est un continu irréductible
entre p et g (done, qu'il n'existe aucun vrai sous-continu de K qui contienne p
et g simultanément),

%) d’aprés le théor. XIX de mon ouvrage cité de Fund. Math. X, p. 270. ,

4) & paraitre dans ce Journal, )

f) Selon le théordme déji cité de Fund. Math, III, p. 183 (théor. 6).
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tranche de toute autre décomposition cyelique de .C (en sous- continus)
est ou bien une somme de tranches fondamentales ou bien se.ré-
duit & une d'elles.

Démonstration. 1 Si Pon suppose. C monostratique, C n'admet
pas de décomposition cyclique !) en sous-continus, en vertu du théor.
A du §1 {derniére phrase) et de la proposition d.

2. Admettons que C n'est pas monostratique. Par consdquent,
(' est décomposable Il existe donc selon n deux continus réguliers
4 et B tels que: o

C=A+B A=C-B B=(—4, A50FB

D’aprés le lemme 1, 4 et B sont des continus irréductibles, De

plus, le continu C' étant supposé non-monostratique, on peut ad-
mettre qu’il en est de méme de 4. Par conséquent, la décomposi-
tion’de A en tranches fondamentales est une décomposition linéaire 2):

A:ZTZ. .

0wl
. Celte décomposition nous conduit & la décomposition suivante de
C, ol nous.distinguons deux cas suivant que B est monostratique
ou ne l'est pas, .
1°: &i B est monostratique, considérons I'ensemble T, B -4 T}
comme une seule tranche de C. On obtient ainsi une décomposi-
tion cyclique de C en sous-continus (puisque, selon le théor. B du
§ 1, 7,8 0= T, B tandisque, pour 0 <z <1, T.B=0).
2% si B n'est pas monostratique, B se décompose linéairement
en tranches fondamentales: .
. =3u
: 0<iaj=1

e on peut supposer, conformément au théor. B du § 1 que
UTy 0T, 1,

En considérant, a présent, comme ‘tranches de C les ensembles
U4T,, Uy+T, et T, ot T, pour 0 <z <1, on parvient éga-
lement & une décomposition eyclique de C en sous-continus (en
vertu du méme théor. B),

On voit aussitét que, dans les deux cas, toute tranche de C a la

*) ni, en général, de décomposition »jordanienne“, selon le théor. € du § 1.
*) d'aprds lo ,théor. fondamental® de ma note de Fund, Math, X, p. 269,
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propriété d’étre formée d'un ensemble au plus dénombrable de con-
tinus indécomposables et de continus de condensation de C. Comme
tout continu qui a cette propriété est, selon le théor. A, contenu
dans une tranche, on en conclut que ces tranches sont des tranches
fondamentales de C.

Il est ainsi établi que la décomposition de C en tranches fon-
damentales est cyclique. Qu'elle est »la plus loin poussée“, cela ré-
sulte immédiatement du fait que, pour toute décomposition cyelique
de C en sous-continus, chaque tranche fondamentale est contenue
dans une tranche de cette décomposition (selon le théor. 4)

Lemme 2. C dant la frontitre commune & deus régions P et Q
¢t B dtant une région secondaire de C (c'est-d-dire telle que F(R) = C),
la frontidre de B est commune & deux régions et est contenue dans
une seule tranche fondamentale de C. :

Démonstration. L'égalité P = P - C implique que B est une
région complémentaire du continu P. Il en résulte, selon la propo-
sition (8) de lintroduction, que F(R) est une frontidre commune
4 deux régions.

Par conséquent, F(R), comme continu multi-cohérent, est contenu
dans une seule tranche fondamentale de C (en vertu du théor. A),
c. q. f. d. :

De 14 résulte facilement le théordme suivant de M, R. L. Moore 1): C diant
un continy multi-cohdrent borné dont aucume partie premidre (au -sens de
M. Hahn) ne coupe Ze plan (ces parties se présentant en un nombre >1), C est
une courbe fermée au sens de M. Schonfies.

. En effet, selon le théor. C, la décomposition de C' en parties premiéres est
cyclique, Done, selon le lemme et le théor. 4, toute frontiére de région secon-
daire, comme continu multi-cohérent, est contenue dans une partie premiére; on
en conclut, en vertu de I’hypothése suivant laquelle les parties premiéres ne cou-
pent pas le plan, que C n’admet pas de régions secondaires. Autrement dit, C est
la frontiére de toutes les régions en lesquelles C' coupe le plan, Le nombre de ces
régions est <2, car en cas contraire C serait un continu indécomposable ou
somme de denx continus} indécomposables %), et ne contiendrait, par conséquent,

_qu'une seule partie premiére, contrairement 4 I’hypothése.

D’autre part, -ce nombre est >=2, car (, comme continu multi-cohérent et
décomposable, se décompose en deux continus dont le produit n’est pas un con.
tinu; C coupe donc le plan selon le théoréme de Janiszewski 3).

Ainsi, C coupe le plan en deux régions et est leur frontidre commune, c.q.f.d.

9 Concerning the common boundary of two domains, Fund, Math, VI,
pp. 203—213, .

%) selon le théor. VI de ma note de Fund. Math. VI, p. 138.

%) Sur les coupures du plan faites par les continus, Prace Mat-fiz. 1918,
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Théoréme ILY). Soit, sur la surface dune sphére, C un. continu
non-monostratique qui est la frontidre commune & deuzx régions P et
Q. Décomposons cette surface, en considérant comme éléments de dé-
composition: 1° chaque point individuel de P--Q, 2° chaque tranche
fondamentale de C augmentée de toutes les régions secondaires dont
elle contient les frontidres (si de telles rédgions existent). L’ hyper-espace
de cette décomposition est homdomorphe & la surface de la sphére,
de sorte que le continu Cy, formé de C ‘et de toutes les régions se-
condaires, se transforme en équateur, tandisque les régions P et Q se
transforment de fagon bicontinue respectivement en dewx moitiés de
la surface détermindes par Déquateur.

Démonstration. Pour prouver que la décomposition est semi-
continue on n’a qu'h tenir compte 1°: du fait que la frontidre d'une
région secondaire et contenue entidrement dans une seule tranche
fondamentale de C et 2°: du théordme général suivant lequel on a
FE6,)C ZF(G,), quels que soient les ensembles ouverts G,.

Je dis qu'aucune tranche de la décomposition considérée de la
surface sphérique ne coupe cette surface. Soit, en effet, 7' une tran-
che de cette surface, formée d’'une tranche fondamentale de C et

des régions secondaires dont elle contient les frontiéres. Soient .

et y deux points ‘situés en dehors de 7' Il agit de les unir par
un continu qui ne passe .pas par T. Notre hut sera évidemment
atteint déja en nous bornant au cas ol weP.

Il y a encore deux cas & considérer:

1. ye Q. Or, tout point de C étant un point-limite des régions
P et ), on déduit des formules évidentes:

C—T=0 o T(P+Q)=0

I'existence d'un continu unigsant = et y en dehors de T.

2. yeR, B étant une région secondaire telle que F(R) n’est pas
contenu dans 7. Done, conformément au lemme 2, F(R) est contenu
dans une tranche disjointe de 7, d'od BT =0 et, comme EC=0,
il existe un point ze & C— T, d'ot 2¢Q— T, puisque C(C Q. En
tenant compte du cas 1, on peut unir & 2z en dehors de 7T: en

) Un cas particulier de ce théoréme fut signalé par M. Hill dans Bull,
Amer, Math, Soc. 32 (1926) p. 695. La restriction essentielle dont il se sert con-
siste 4 supposer que C se compose de deux continus jrréductibles dont aueun ne
coutient de continn indécomposable (sauf, peut-tre, des continus de condensstion),
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méme temps, B unit 2z & y en dehors de 7. Le continu T ne coupe

done pas la surface entre z et y.

Il est ainsi établi que la décomiposition considérée de la surface
de -sphére est une décomposition semi-continue en sous-continus dont
aucun ne coupe cette surface. D’'aprés un théoréme de M. R. L.
Moore!), Ihyper-espace de cette décomposition est homéomorphe
A la surface méme, De plus, le continu C;, comme décomposé d'une
fagon cyelique, se transforme en une circonférence située sur la
surface; P et Q se transforment donc respectivement en deux ré-
gions complémentaires de cette circonférence.

Corollaire 1. Dans les mémes hypothéses sur P, Q et C, si
peP, qeQ et T, est une tranche fondamentale de C, il ewiste un
continu K tel que p,qeK et KC=T,.

Démonstration. Conservons les notations du théoréme prées-
-dent et désignons, pour tout ensemble X situé sur la surface, par
F(X) Vensemble des tranches qui ont des points communs avee X.

Ainsi, f(p) et f(g) sont deux points; f(7,) est un point de la
circonférence f(C;), que nous pouvons supposer é&tre l'déquateur de
la sphére. L'are [f(p), f(g)] n'a en commun avec I'équateur que le
point f(C,). Cet arc est de la forme f(Z), Z étant un continu unis-
sant les points p et ¢ et n'ayant en commun avec C; que la tran-
che fondamentale 7T, de C augmentée de toutes les régions secon-
daires dont les frontitres sont des sous-ensembles de T,.. Soit R,,
B,,... la suite finie (> 0) ou infinie de ces régions. On a donc

Z—3R)C=T..

Posons K= Z—23 R,. Il sagit de prouver que K est un continu.

Or, (Z—R,)-+R,=2Z, puisque R, CZ. D’autre part, (Z—R,) B,=
=R, — R, = F(R,). Ainsi, la somme et le prodoit des ensem-
bles fermés (Z— R,) et B, sont des conlinus; cela implique ?) que
ces ensembles sont eux-mémes des continus.

D'une fagon analogue, Z— (B, 4...R,) est un continu, car:

[Z—(Ry+...+R)]+ R, = Z—(Ry+...+R,)
[Z—(R,+...+R) B.=R,—R,=F(R).

1) Op. cit,, Trans, Amer, Math, Soc, 27, p. 425, théor. 22,
%) Théor. 1 de 1a note de Janissewski et de moi, Fund. Math. 1, p. 211,

Fund ta Mathematicae t. XiL. 3
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L'ensemble K, comme produit d'une suite (finie ou infinie) des:

continus décroissants bornés : .
K=2—-3R,=Z(Z—R)...[Z—(R,+...-~R)]...,

est un continu?). _
Corollaire 2. Dans les.mémes hypothéses sur P, Q et O, si L est

un arc simple dont les extrémités a et b sont situés respectivement sur-

les tranches T, et Ty de C tandisque les points intérieurs de L ap-
partiennent & P, larc L décompose la région P en deux régions P,
et Py telles que -

D LFLCIE)C AL

a<z<g asz<p

2T,+LCF(P,)(:2‘T,,+L.

g<z<a ‘B

Démonstration. Nous nous servirons des notations employées dans.
le corollaire préeédent. Ainsi f(C,) est une circonférence, f(P) une
des deux régions déterminées par cette circonférence sur la surface

de la sphére, /(L) est un are qui n'a que ses extrémités en commun
avec ladite circonférence. Evidemment Iare f(L) coupe la région

Nits! en deux régions ayant pour frontiéres resp. af 4 (L) et
fe+/(L). En raison de Ihoméomorphie entre P et f(P), P se
décompose en deux régions P, et P, telles que

@ LCF(PR) o LCF(P,)
Comme nous venons de dire:
FIA(P)=eap+f(L) et F(f(P)).[fa—p—ea]=0,
Par conséquent 2):
®) F(P)C 2‘ TO4L et F(P) 2‘ T, =0,
agz<p p<e<a

od T désigne la tranche T, augmentée des régions secondaires:
dont elle contient les frontiéres. On peut évidemment omettre I'in-

!) daprés un théoréme de Zoroetti-Janiszewsk
de I'Ec. Polyt, 1912, Thése, théor. 1).

1) selon les formules 70 et 9% do ma note des Tund, Math, XI, p, 174,

i(ef.Janiszewski, Journ.,
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dice (*) dans la formule (5), puisque F(P,), comme contenu dans
C - P est disjoint des régions secondaires.
Comme, d’autre part,

D L=F@)CFQP)+FE) et FP). JT.=0
£ a<z<g
(cf. form. (B)), il vient
® D T.CFP).
ez

Les formules (4), (5) et (6) donnent les inclusions demandées.

Remarques. La ,stratification des frontiéres communes & deux
régions se préte 3 une étude plus défaillée tout-h-fait analogue
a celle des continus irréductibles dont je me suis occupé dans le
vol. X de ce Journal. Je n'en signalerai que quelques points.

Il y alieu de distinguer parmi les tranches celles de ,continuité“
et celles de ,cohdsion“: une tranche 7, est dite tranche de con-
tinuité?), lorsque la condition lim x,=w, entraine Lim 7, = T; une
tranche T, est dite tranche de cohésion, lorsqu'on a pour tout x:

rL.C 3T . JT.
<y <2<y -

D’aprés un théordme général ®), les indices , tels que T, est
une tranche de continuité forment un ensemble G4 (produit dune
suite d’ensembles ouverts) dense dans la circonférence. Toute tran-
che composée d'un seul point est évidemment une tranche de con-
tinuité; mais la réciproque n’est pas vraie: en se servant d’'un con-
tinu irréductible de M. Knaster 3) on peut méme construire une
frontiére commune & deux régions dont foutes les tranches sont des.

" tranches de eontinuité et dont aucunme ne se réduit & un point.

Quant aux tranches de cohésion, qui forment une famille plus.
vaste que celles de continuité, on prouve 4) qu'il n’y a qu'une famille
au plus dénombrable de tranches qui ne sont pas de cohésion.

En particulier, si dans le corollaire 2 on suppose que T, et T}

1) Cf. Vietoris Proc.. K. Akad, Wet. Amsterdam 29 (1926), pp. 448—453;
mes notes de Fund. Math, X, pp. 259—265 et Fund. Math, XI, p. 174
%) Fund., Math, XI, p. 176, théor. VIL
%) qui répond 4 un probléme posé parM. W, A. Wilson dans Amer. Journ.
of Math. 48 (1926). ‘
4) Fund. Math, X, p. 261, théor, XIV.
3%
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sont des tranches de cohésion, on peut remplacer les doubles inclu-
sions par des identités:

F(R)= Y I.+L o F(R)= Y I+L

asrsg psasa
En effet, Iinclusion (du cor. 2): - <Z’< . T.+ LC F(P)) entraine

"3 T.+4LCF(P); en supposant T, et T, des tranches de co-

hésion, on 8 3 T.— 3 T, Done I T+ LC F(B). Lin-
a<ap . asesg ases

clasion inverse étant vérifiée selon le cor. 2, I'identité demandée se

trouve établie. : :

La définition’ de.tranche devient beaucoup plus simple lorsqu'on
considére une glasse spéeiale des frontiéres communes & deux régions;
notamment, lorsqu'on admet que:C ne contient aucun continu indé-
composable (sauf,. peut-étre, des continus de condensation) Dans ce
cas, qui correspond aux continus irréductibles du type 4 1), 7, peut-
8tre défini comme un continu de condensation saturé (c’est-b-dire:
continu de condensation de € qui nest situé dans aucun autre eontinu
de condensation de C).

Enfin, dans le cas o toute iranche se réduit & un point, C est
une courbe simple fermée, puisque la fonotion 7, établit, dans ce cas,
une homéomorphie entre la circonférence et le continu C.

§ 3. Frontiérés communes & n>=>3 régions.

Théoréme III. Un continu situé sur le plan %) of étant une frontidre
commune & troig régions est, soit indécomposable, soit somme de deux
continus indécomposables.

Démonstration. Nous n’allons considérer que le cas ot le continu
euvisagé C est borné, car le cas de continu non-borné se raméne
4 celui-ci par inversion, d'une fagon tout-i-fait analogue & celle
dont je me suis servi dans la démonstration du théor. VI de ma
note des Fund. Math, VI, p- 1399, ‘

%) Cf. les continus ,separable” de M. Wilson (L eit,)

%) Dans Vespace lo théoréme serait en défaut, comme I'a remarqué M. Niko- -

dym, Considérons, en offet, un continu plan ¢ qui est frontidre commune 3 trois
régiona (du plan) et unissons tout point de €' & un point situé au-dessus du plan
et & un antre situé au-dessous du plan; le continu ainsi obtenu est une frontidre
<commaune & trois régions dans l'espace ot ne satisfait pas & la thése du théoréme,

%) On y tient compte notamment des deux théorémes de la mote de M, Kna-
ster et moi, publiés dans Fund, Math, V, l'un p, 82 et l'autre p, 42,

°
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Soient P, @ et B trois régions (diﬁ'éfentes) telles que
(M) C=F(P)= F(Q)= F(R)

Supposons que C est décomposable. 1l existe donc (en vertu des
propositions d et 7) deux continus K, et L, différents de C, et tels que
@) C—K,=L et C—L=K,.

Supposons ensuite, contrairement au théoréme, que C ne svit
pas une somme de deux continus indécomposables. On peut done
admettre que L est décomposable:

(8) L=K,+ K, K,#L=K,.

On a K, + K, j:_.g.'m car on aurait dans le cas contraire:
C—K, C K, dot C—K, (K, et, selon (2): L K,, contraire-
ment 3 (3).

Nous avons ainsi la décomposition de C en trois continus K,,
K, et K, tels que:

(4) O=K1+K2+Ks, KH"K{H:':C’
Vindice ¢ admettant les valeurs 1, 2, 3 (les valeurs 4 et 5 étant ré- -

duites modulo 3).
Il existe, par conséquent, un cercle E, (i = 1, 2, 3) tel que

: (5) E, I{; 4‘- 0, EE+1 =0 = Ei (K-H + Ki—i-a)-

Done, selon (1): .
EP=+0, EQ=40, BRO0.

Ces inégalités entrainent l'existence de deux lignes brisées U et
V telles que: _

G UCP, VCQ, UBE=0%VE,

Considérons dans les ensembles UE, et VE, deux poiiits p, et
¢: situés & distance minimum (et extraits resp. de ces ensembles).
Soit 7} un triangle rectangulaire situé dans L, et ayant p, et ¢; poud
sommets des angles aigus. On a done

(7 UTi=p, et VIi=y.

Les points p, et g, étant situés resp. dans P et ¢ (selon (6)),
on en conclut' que dans Iintérieur du triangle 7, il existe des points
de C, donc (en raison de (1)) de R. On peut done construire une
ligne brisée Z telle que: Z( R et Z T,50. Soit W la ligne brisée
extraite de Z et irréductible par rapport & la propriété d’avoir des

points communs avec chaque 7, (i=1, 2, 8). Evidemment il y a
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deux indices, soient 1 et 3 tels que W7 ainsi que W7, se rédui-
sent aux extrémités »;, et », de W; de sorte que

(8) W]’l ='r1, WT5=‘:0, WT':TB.

Convenons que p,g, désigne soit le segment qui unit p, & ¢, soit
la ligne formée de deux autres cotés du triangle 7!, et cela suivant
que ce segment contient ou non des points de W. En raison de (8)
on a done

9 W.p, g =, W.pea 0, W.psqy=r
et'en vertu de (7) on a
{10) U.pigo=p. et V.pg=q,.

En outre, Vinelusion p,q,(C 7, E, entraine en vertu de ®) la
formule:

(11) P Puga Gy =0 =py . (Kips -+ Kiys)
d'ott : ‘
(12') ‘ pgi- K== 0.

Cdnsi’dér&ns Iﬁ- somme ‘
 S=pgi+ 0+ ps+ popy

ol g, g et pyp, dénotent des lignes brisées extraites resp. de V et U

Les formules (10) et (11) montrent que S est une ligne polygo-
nale simple fermée. De plus, W étant- une ligne brisée n'ayant que
ses extrémités situées sur S (d'aprés (9)), S W coupe le plan en
trois régions L, M et N telles que

,- p P
F(L) =p,r, +W—ryp, + papy ! L ‘ s
F(M)=!11"1+W+7'191+,’13Q1 1 /\7 3
F@) =8 % N 93

D'aprés (11): (S4 W) K, =0. Le continu K, est done situé
dans une des trois régions L, M ou N, Il ne peut pas 8tre situé
dans N, car l'ensemble formé de K, et de la ligne p, g,, dépourvue
des extrémités, est connexe (selon (12)) et admet des points com-
muns avec W (selon (9)), tout en étant disjoint de S (qui forme
la frontitre de N, tandisque NW = 0).

Ou peut done supposer que K, (C L. Soit sur la ligne p,g; (or-
donnée de p, & g,) ¢ le dernier point qui appartient & X,; la ligne
tg, n'ayant done en commun avee C que le point #, on en conclut
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que W.tgs =0 (puisque W R et ¢ € Q). Par conséquent, le con-

tinu V- £g, est disjoint de F(L); il vient: V4 tgy C L (puisque
te Ky C L). Mais ceci est impossible, car les inclusions: a5 CV
et 915 CS entrainent SV = 0, tandisque SL =0, done ¥ ne peut
pas étre un. sous-ensemble de I.. o
Ainsi, I'hypothése que C n’est ni- un continu indécomposable ni
somme de deux continus indécomposables entraine une contradietion.

§ 4. Les continus bicohérents.

Théordme IV. Tout continu décomposable et bicohérent C se dé-

- compose en deux continus qui sont irréductibles entre tout couple de

points extraits des deux composantes du produit de ces continus.
De plus, Q étant un sous-continu arbitraire de C tel que Q=4=C=C~Q,

ces continus peuvent tre supposés identiques respectivement ¢ C—Q

o & C—C—Q. '

. Démonstration. Posons A—_—Z‘#——a et B=C—A4. Daprés n,
A et B sont deux continus tels que '

() C=A+B, A+C+B A=0—B, B=0—A4.

C étant bicohérent, le produit 4B est somme de deux continus
K et L. Il s'agit de prouver que X étant un conlinu tel que

) XCA4 e XK=0%XL
on a
®) X=4

L’identité 4B = K+ L implique en vertu de (2) que AB -4 X
est un continu. Ce continu est le produit des continus 4 et (B4-X)
Comme A+ (B4 X)=C, on en conclut, en vertu de la bicohérence
et de la formule (1), que B+X=C; d'oti C—B(C X, donc C—B(CX
et comme selon (1): 4 = C—B, il vient'X = 4.

Corollaire 1. Un continu bicohérent, décomposable, plan et borné
est la frontitre commune & deux régions.

Ce corollaire résulte du théoréme prééédent en vertu du théo-
réme suivant !): étant donnés sur le plan deux continus bornés 4

1) Ce théordme va paraitre prochainement dans Fund, Math,
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et B irréductibles entre tout couple de points extraits des compo-

santes différentes du produit 4B (ce produit étant supposé non-
continu), la somme A--B est une frontidre commune & deux régions.

" 11 est 4 remarquer que, dans I'énoncé de ce corollaire, le terme ,,bic?hérent‘“
ne peut pas 8tre remplacd par ,multi-cohérent®, En effot, on peut co.nstrmrfa tn.nu
continus' indécomposables dquivalents (au sens topologique) au continu déjh cité
de M. Knaster (moiti§ supérieure de la fig. I, p. 280, Fund. Math, VII) et les
placer de fagon que tous les trois aient un seul point commun p, et, en outre,
que tout couple do ces continus ait un second point commun: p;, p, ou py; de
sorte que les points py, p,, P, et p, soient situés deux & deux sur des ',,com'po-:
sants¥ distincts dans chacun des trois continus indécomposubles. Le continu ainsi
construit est multi-cohérent, sans 8tre la frontiére commune & doux régions,

Corollaive 2. Le théoréme fondamental (du § 2) subsiste, lors-
quon remplace le terme ,frontiére commune & deux régions sur le
plan® par le terme jcontinu bicohdrent®,

Ce corollaire est une conséqueénce du théor. IV et de la propo-

sition B du §1 (cf la démonstration du théor. fondamental).

Remarque I, Toute courbe fermée de Schinflies est bicohérente.

Cela résulte du théoréme suivant de M. Straszewicz 1) §i un continu plan
et borné coupe le plan en deux régions ot si on le décompose en deux continus
dont aucun ne coupe le plan, le produit de ces continus se compose de deux con-
tinus disjoints,

La réciproque n'est pas vraje: un continu bicohérent plan peut admettre des
régions secondaires,

I est aussi & remarquer qu'une frontiére commune i deux régions n'est pas
nécessairement bicohérente, comme le prouve lexemple 4a de l'introduction,

Quant aux frontiéres F(R) des régions secondaires, on peut prouver pour le
cas olt C est bicohérent, que I'(R) est soit wn continu de condensation soft un
continu indécomposable. Cela résulte de la proposition plus générale (voir lemme 2

du § 2) que voici: K étant un (vrai) sous-continu multi-cohdrent et décomposable

d'un continu bicohdrent C, K est un continu de condensation de C,
Pour prouver cette proposition, supposons que X n’est pas un continu de con-

densation. C— C—K est donc un continu non-vide. Or, C— K K=M -+ N,

deux continus disjoints et non-vides; par suite K =C—C—I -} M4 N. Cette
décomposition prouve, en vertu de la multi-cohérence de K, que I'on a:

ey e

th soit K=C—C—K-+M woit K=0—C—EK N,

D'autre part, le prodait C— K. C —C—K étant composé de deux continus

1) Usber die Zerschneidung der Ebene durch abgeschlossene Mengen, Fund,
Math, VII, théor, III, p. 174.
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digjoints, la formule
C—R.C—C—K=C—C—BEM+C_O—RN
prouve que les deux sommandes de cette décomposition sont précisément ces deux

continus. Il résulte done de (1) que

K=(C—-CZK

11 s'agit de prouver que le continu K est indécomposable. Or, supposons que

K= P~ Q, deux continus différents de K, Tout point de K C—K étant, en
vertu du théor. IV, un point d'irréductibilité de K, on a évidemment O— K PQ=0.
D'ott en vertu de la décomposition: Cre=(C'm I =+ P)+4 (CZE + 9), on conclut que
PQ est un continu (les deux sommandes de cotte décomposition étant des conti-
nus, car, si 'on avait par ex,. C— K P=0 la différence (- @ ne serait pas
connexe, conformément i la formule

C—Q=K—Q4C"K—¢ C P+ C—K).

Cette conclusion contredit I'hypothése que K est multi-cohdrent,

Remarque II. Les continus n-cohérents, avec n =8, ne peuvent se présenter
que parms les continus indécomposables ou sommes de deuz continus indécom-
posables,

En cffet, les continus @© de M. Knaster (Fund. Math. VII, p. 280) sont.
n-cohérents et s’obtiennent par la réunion de deux continus indécomposables. Pour
se convaincre qu'inversement un continu € n-cohérent (n>3) déecomposable est
toujours une somme de deux continus indécomposables, considérons la décompo-
sition C'= 4 - B, fournie par la proposition 7. Soient p,, p,, p, trois points ap-
partenant & trois composantes distinctes du produit 4B, 8i I'on suppose que A4
est décomposable, il existe évidemment un couple de ces points, soit p, p,, situé
dans un vrai sous-continu K de 4. On voit aussitst que la formule: C= 4~
~ (K- B) présente une décomposition de € en deux vrais sous-continug dont le
produit contient #—1 composantes an plus, — contrairement & I'hypothése.
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Uber eine Erweiterung abgeschlossener Mengen
zu Jordanschen Kontinuen derselben Dimension®).

. Von
W. Stepanoffund L. Tumarkin (Moskau).

1. Zwei metrische Riume heissen isometrisch 1, wenn man den
einen auf den andern umkehrbar eindeutig abbilden kann, so dass
die Entfernung jedes Punktpaares des einen Raumes der Entfer-
nung des entsprechenden Punktpaares des andern gleich ist.

Unter einer Strecke in einem metrischen Raume verstehen wir
jede Teilmenge dieses Raumes, die ein isometrisches Bild einer ge-
wohnlichen geradlinigen Strecke ist.

Wenn je zwei Punkte eines gegebenen metrischen Raumes durch
eine Strecke verbunden werden konnen, sagen wir, upser Raum
sel streckenweise zusammenhingend ®), Streckenweise zusammenh#in-
gend sind, z. B, der n-dimensionale Euk1jdische Raum, der Hil-
bertsche Raum, der Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes?).

Wir beweisen den folgenden

Satz I. Es sei in einem streckenweise zusammenhingenden Raume R
eine abgeschlossene und kompakte (in R)*4) Menge F positiver Dimen-

*) Vgl P. Alexandroff und L. Tumarkin, Beweis des Ratzes, dass jede
abgeschlossene Menge positiver Dimeusion in einem lokal zusammenhiingenden
Kontinuum topologisch enthalten ist, Fund. Math., t. XI, p. 141.

!) F. Hausdorff, Mengenichre, 3 Aufl. (1927), S, 94.

*) Vgl Hausdorff, L c., 8. 96 (konvexe Menge).

) Hausdorff, L ¢, 8. 98. Als Fundamentalquader des Hilbertschen Rau-
mes bezeichnet man die Gesamtheit aller Punkte dieses Raumes fiir welche die

. 1 .
Koordinaten m,, 2,,..., #i,... den Ungleichungen 0o, < (t==1, 2,..)
i

genligen. .
9) Hausdorff, 1, ¢, 8, 8. 107, 115; die Menge F ist also selbat ein kom-
pakter metrischer Raum. .
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