Beweis des Satzes, dass ein metrisierbarer Raum
dann und nur dann kompakt ist, wenn er in jeder
Metrik vollstindig ist?).

- Von
V. Niemytzki und A. Tychonoff (Moskau).

Fréchet?) nennt einen metrisierbaren Raum R vollstindig,
wenn er in wenigstens einer Metrik dem Cauchyschen Konvergenz-
kriterium gentigt. Hausdorff?) hat bewiesen, daB R, in dieser
Metrik betrachtet, metrisch unerweithar ist. Die Frage liegt nahe,
zu untersuchen, unter welchen Bedingungen ein metrisierbarer Raum

in jeder mit seinen topologischen Eigenschaften vertriglichen Metrik:

dem genannten Vollstindigkeitskriterium gentigt. Im Folgenden soll
die in' der Ueberschrift der vorliegenden Arbeit gegebene Antwort
‘auf diese Frage aus dem allgemeinen Metrisationskrite-
rium4) mit Hilfe einer leichten Ueberlegung abgeleitet werden,
Zuntchst ist es klar, daB jeder kompakte metrisierbare Raum
in jeder Métrik vollstindig ist. In der Tat, ein kompakter metri-
sierbarer Raum ist bekanntlich- bikompakt &), deshalb nicht nur.me-
trisch, sondern. sogar- topologisch keiner Erweiterung fuhig¢). Es
- handelt sich also nur um den Beweis der umgekehrten Behauptung.

t). Diesa Arbeit beantwortet eine von Herrn Aléxandroff gestellte Frage;
wir verdanken auch Herrn 4 lexandroff manche Vereinfachung unseres urspriin-
gliches Beweises,
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(1921), S. 841,

) Hausdorif, Grundzige der Mengenlehrs (Leipsig, 1014), 8. 316, Haus-
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Es sei B ein (in irgendeiner, fest zu denkenden Metrik) voll-
stindiger Raum, der jedoch nicht kompakt ist; unser Satz wird be-
wiesen sein, wenn wir zeigen, da R sich immer so ummetrisieren
1abt, daB die metrische Vollstundigkeit dabei verloren geht,

Tatstichlich, da R nicht kompakt ist, so enth#lt er eine abzihl-
bare divergente Teilmenge 4, die aus den Punkten

{1) iy Ogyerny Opyen.
bestehe. Da andererseits B in der a priori gegebenen Metrik voll-

sténdig ist,. so kann man (wie man leicht zeigt) voraussetzen, dab
s eine feste positive Zahl 2d gibt so daf

0@, a)=>d

ist, sobald 4 und % verschieden sind.

Man fihre nun in den Raum R (als topologischen Raum ge-
dacht) einen.neuen Punkt £ ein, indem man jhn durch das abzihl-
bare Umgebungssystem

U.=Y5 (a,, %) +E (m=12,..., in inf)
frmm
definiert !); man ttherzeugt sich leicht davon, da@ der soeben ge-
wonnene Raum R +-£ ein topologischer Raum ist; tiberdies ist der
Punkt £ in B offenbar ein nicht isolierter Punkt. Um zu zeigen,
da R metrisierbar ist, gentigt es somit eine im Sinne des Ale-
xandroff-Urysohnschen Metrisationssatzes vollstandige regu-
lure Ueberdeckungskette anzugeben ?). Zu diesem Zwecke betrach-

ten wir fur jedes m die aus U,(£) und allen Sphireu S(w, %J (wo

x die Gesamtheit aller Punkte von R durchliuft und die zugrunde
gelegte Metrik die des Raumes R ist) gebildete Ueberdeckung IT,
des Raumes R} §. ,

1) Die Folge aller II, ist eine vollstindige Ueberdeckungskette.

Es sei in der Tat V,, irgendein Element des Mengensystems I7,,
und Vi, ¥y,..., V,,... eine abnehmende Folge solcher Elemente mit
nicht leerem Durchschnitt. Wénn unter den V,, unendlich viele U, (£)
vorkommen, so kann ihr Durchschnitt nur aus dem Punkte £ be-
stehen, dann ist aber die gegebene Folge mit dem System aller

9 a. a, O. %), 8, 261,
" a a. 0. %), 8 1275.
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U,(£) identisch. Wenn aber unter den ¥V, nur endlich viele U,(§)
vorkommen, so hat unsere Folge (nach Beseitigung endlich vieler
(lieder) die Gestalt

d d o d
S(ZI,E), S(wg,zm),..., S(.‘Zm, 4:m),...
und da es nach Voraussetzung einen zu allen diesen Sphiiren gehs-
renden Punkt z gibt, so bilden die 8 (:v, -4;%;), (m==0,1,2,.., in inf.)
ein volles Umgebungssystem von x in R, also auch in R+ £
2) Die Folge aller II,, ist regulir.
Es folgt in der Tat aus
d d
~S(wa ‘4‘;‘+‘i) . S(yv '4:;;?) v:)za
(d d d
S(%E})’l‘s(% Zm) CS(z, Z.:)
ist, und aus

S(r g2 D@ 0,

dsB fir mindestens ein kzm41

S(:c, —4—?;;) . S(a,, -4—,%——1),
s(wzi’T) + 5(ongom) C 5[0 ) C U0,
" Da aber ohnehin U,,, () U.(£) ist, sp ist aunch

(e 495 + U6 C LGB,

womit die Regularittit der Ueberdeckungskette {H,} bewiesen ist.
Der Raum R--£ kann also metrisiert werden; die Metrik des

Raumes R £ induziert aber auch eine neue Metrik im Raume R,
- in weleher die Punktfolge

@y, Qyyeeey Gy,

eine divergente Fundamentalfolge ist. In der neuen Metrik ist somit B
kein vollstindiger Raum, w. z. b. w.
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Uber die Zerschneidungspunkte?) der zusammen-
hingenden Mengen.

Von

Casimir Zarankiewicz (Warszawa).

‘Wie bekannt ?), hat eine zusammenhingende Menge S nur ab-
zithlbar viele fremde Teilkontinua, die ausschliesslich aus S zer-
schneidenden Punkten gebaut sind; vermittels derselben Beweis-
methode kann gezeigt werden, dass es nur abzihlbar viele fremde
zusammenhingende, in S abgeschlossene Mengen gibt, die nnabztihl-
bar viele Zerschneidungspunkte von § enthalten. Diese Methode
lasst sich aber nicht weiter verallgemeinern. Das Ziel der vorliegen-
den Arbeit ist der Beweis des folgenden, noch allgemeineren, fiir me-
trische separable Riéume giiltigen, Satzes:

Satz. Es gibt hichstens abzihlbar viele, fremde, zusammenhingende
Teilmengen einer zusammenhingenden Menge S, deren jede mindestens
einen S zerschneidenden Punkt enthilt,

Wir beweisen zuerst den

Hilfssatz. Ist M eine unabzdhlbare geordnete Punkimenge, so
st jeder Punki derselben (eine hichstens abaihlbare Menge ihrer aus-
genommen) gleichzeitig ein Haufungspunkt vorangehender, wie auch
nachstehender Punkite.

Beweis. Es sei

) K, By Ky, Kool

die Folge aller Kugeln, deren Radien und Mittelpunktkoordinaten ra-
tionale Zahlen sind. Ist ein Punkt p der Menge M kein Haufungs-

1) Ein Punkt p heisst Zerschneidungspunkt der susammenhingenden Menge S,
falls §— p nicht znsammenhiingend ist.

*) C.Zarankiewics, Sur les points de division.., Fund. Math, IX, 8. 170,
théoréme 20.
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