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D. Normann has pointed out to one of the anthors) it is not hard to see that the
absolutely A3 sets cannot be enlarged by programming; the same is true of meta-
programming.

Postscript

All of the results presented above are illuminated, and some were anticipated, by developments
in effective descriptive set theory. Under this heading should be listed the work of: Aczel on so-
called next-quantifiers, Cenzer on monotone vs. nonmonotone Z;-induction, Harrington & Kechris
on’'monotone vs. nonmonotone 4; -induction, Harrington on the R-transform and the first strongly
admissible or nonproiectible ordinal, John on winning strategies for Xj-games, Moschovakis on
the preservation of the prewellordering and other properties by game-quantifiers, and Solovay
on Z}-induction and winning strategies for £;-games. Unfortunately, most of the most relevant
material was unpublished and unavailable to us while we were engaged in the work reported above.
Now some of it has at last appeared in the long-awaited volume: Y. N. Moschovakis, Descriptive
Set Theory, North Holland, Amsterdam 1980. See especially parts 6E and 7C.
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Sur les classes de Baire des fonctions
de deux variables

par

Zbigniew Grande (Bydgoszcz)

Résumé. Dans cet article on introduit la définition de certaines propriétés d’une famille de
fonctions d’une variable réelle qui sont les propriétés bien connues d’une fonction (“&tre mesu-

rable”, “étre de classe 1 de. Baire”, “étre ponctuellement discontinue” et “avoir la propriété de

Baire”) de la méme fagon pour toute fonction de la famille considérée et on démontre quelques
théorémes sur les fonctions de deux variables dont les sections par rapport & I'une de deux variables
ont 'une des propriétés considérées.

Dans cet article j’introduis la définition suivante:

DirmirionN 1. Soient R I'espace des nombres réels et 7' un ensemble d’indices.
On dit que Ja famille de fonctions f,: R~ R (teT) a la propriété:

(A,) lorsque, quels que soient le nombre >0 et I'ensemble mesurable (au sens
de Lebesgue) 4 de mesure positive, il existe un ensemble mesurable B< A tel que
m(B)>0 (m désigne la mesure de Lebesgue dans R) et oscf,<¢ pour tout t e T;

B

(A,) lorsqu’il existe pour tout ensemble fermé, non vide AR un point x, € 4
tel que les fonctions partielles f,/4 (t€ T) sont équicontinues au point x,; c’est-
a-dire qu’il existe pour tout nombre £>0 un nombre §>0 tel que | £,(x)—f,(x)] <&
pour tout x € 4 N (xg—0, xo+6) et pour tout e T; .

(A3) lorsque, quel que soit I'intervalle ouvert J& R, il existe un point Xg€lJ
auquel les fonctions f; (t € T) sont équicontinues; et

(A4 lorsque, quels que soient le nombre 6>0 et ensemble A=R ayant la
propriété de Baire et étant de deuxidme catégorie, il existe un ensemble B A4 de
deuxiéme catégoric, ayant la propriété de Baire et tel que oscf,< e pour tout ¢ e T.

B

Je démontre ensuite quelques théorémes sur les fonctions de deux variables
dont les sections par rapport & I'une de deux variables ont I'une des propriétés
(A (¢ = 1,2, ..., 4). En particulier, je donne dans cet article la résolution négative
du probléme suivant:

PropLiME (Probléme 2, [1]). Existe-t-il une fonction f: Xx ¥ — R qui n’est
Ppas de premiére classe de Baire et dont les coupes f” sont de premidre classe de Baire
et les coupes £, sont semi-équicontinues supérieurement? (X et ¥ étant ici des espaces
métriques, séparables et complets).
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TrborEME 1. Les fonctions fi R = R, oty teT, ont la propriété (Ay) si et
seulement §°il existe pour tout nombre e>0 un ensemble fermé E<R tel que
m(R—E)<z¢ et si les fonctions partielles f,/E (¢t € T) sont équicontinues en tout point
xe E.

Démonstration. Suffisance. Soient 4 = R un ensemble mesurable de mesure
positive et finie et & un nombre positif. 1l existe un ensemble :["ernﬂxé L tel que
m(R—E)<m(A)/2 et que les fonctions partielles f/E (1€ T) sont éqm.contmucs en
tout point x € E. Remarquons que m(E n A4)>0. Soit x, € ' 0 4 un point ch de.‘nsﬂc
de Pensemble E n 4. Comme les fonctions partielles f;/E (¢ e T') sont équicontinues
au point X, il existe un nombre §>0 tel que, quel que soit'l’in‘c‘lice tel, on
a | filx)—fix)|<g?2 pour tout point xe&E N (xq—5,Xo+ 8). Désignons par B
Pensemble E A A A (xg—8, xo-+8) et remarquons que Bo A, m(B)>0 et 030 fi<e

pour tout teT. )
Nécessité. Fixons le nombre £>0. Soit (4,) (i, = 1, 2,...) une suite d’en-
sembles mesurables, de mesure positive, telle que

(1) Aynd;=Clorsque i#j(n=1,2, s
o0
2 m@R—UA4,)=0pour n=1,2,..; et
i=1
(3) oscfi<ln pour tout teT (I,n=1,2,..).
A,

1l existe pour tout ensemble A4,; un ensemble ouvert G, tel que G,;=4,; et
1 (Gyy—Ay) < /4" . Posons

0 ©

E= n U Au— i!l (Gu— 4,4 -

n=1i=1

Remarquons que l'ensemble E est mesurable et que, d’aprés (2), on a

© ©

m(-R"E) = n’l( (Gni_Ani))S Z m(Gui_Anl)< 2184"-{4 = 8/9'(8 -
i ni=1 n,

ni=1 ,i= i

Fixons le point x, € E et le nombre #>0. Soit un nombre naturel n, tel que 1/ny <.
] 0 el

Comme xg€ () U4y, xo€ U 4,,;. I existe donc un indice i, tel que xg € Ayt
i=1 1

n=1i= i=

=]
Mais EcR— |J (G,;—4,;), on a donc E n G,

mi=1

que (xg—38, Xo+8) < Gpyre Si X € (Xg=0, X+8) 0 E, on a d’aprés (3) | £i(x) —/fi(x0)]
<1/ng<n, quel que soit &7, et la démonstration est achevée.

Le théoréme 1 et le théoréme 3 du travail [4] entrainent le théordme suivant:

THEOREME 2. Soit f: RxXR — R ime fonction. Si toutes les sections f(y)
=f(x,y) (x& R étant fixé et —oo<y<o0) ont la propriété (A,) et si toutes les
sections f*(x) = f(x,y) (—oo<x<o0 et y€ R dtant fixé) sont mesurables, la fonc-
tion f est également mesurable.

1010 S Angio+ SOIt un nombre 8>0 tel
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THEOREME 3. Les fonctions fi: R — R (teT) ont Ia Dpropriété (Ay) si et seule-
ment 8'il existe un ensemble résiduel A< R tel que les Jonctions partielles f,/A (t e T)
sont équicontinues en tout point x e A. :

Démonstration. Suffisance. Soient B< R un ensemble ayant la propriété
de Baire et de deuxiéme catégoric et ¢ un nombre positif. Il existe un ensemble
résiduel AR tel que les fonctions partielles f,/d (te T) sont équicontinues en
tout point x € 4. Comme l'ensemble 4 N B a la propriété de Baire et est de
deuxiéme catégorie, il existe un intervalle ouvert («, ) dans lequel I’ensemble 4 N B
est résiduel, Soit x, un point de I'ensemble 4 ~ B A (@, B). Les fonctions partielles
Ji/A (teT) étant équicontinues au point x,, il existe un nombre 6>0 tel que, quel
que soit indice £ & T, | f(x)~fdxo)| <e/2 pour tout xe 4 A (xo—8, xo-+6). Posons.
C = (xg—08, x9+8) N (o, f) " A " B. L'ensemble C<B g la propriété de Baire,
il est de deuxitme catégoric et oscf,<s, quel que soit Pindice fe T,

(<

Nécessité. Il existe pour tout nombre naturel n, deux suites (4, et (T,),
i=1,2,.., telles que:

(1) U, ost un intervalle ouvert d’extrémités rationnelles;

@) Uy # Uy pour i # j;

() Au=U, et 4, est résiduel dans U,, pour i =1,2,...;

@) oscf,<l/n pour i=1,2,.., quel que soit lindice teT; et

ni

o0
(%) R"xU Ay est un ensemble de premidre catégorie.
=1

w o0 o0 (=]
Désignons par 4 Pensemble (R— {J | (Upy—4,0)n N U 4,;. On vérifie facilement
n=1i=1 n=1i=1

que 'ensemble A4 est résiduel. Démontrons encore que les fonctions partielles f,/A4
(teT) sont équicontinues en tout point de I'ensemble 4. Dans ce but fixons le
point x, € 4 et le nombre &> 0. Soit #, un nombre naturel tel que 1/ng <e. 11 existe
un indice 7, tel que xq & A,y et un nombre >0 tel que (xo—38, xo+8) < U,

0i0*
Remarquons que, quel que soit 1€ T, on a

| fe(x) ~fixo)| € 1/ng <8 pour tout x e d N (xg—38, X +6) ,
et la démonstration est ainsi achevée.

Du théoréme 3 et du théoréme 4 du travail [4] résulte le théordme suivant:

Tinorime 4, Soit f1 Rx R -+ R une fonction. Si toutes les sections f, ont la
propridié (A,) et toutes les sections f° ont la propriété de Baire, la fonction f a égale-
ment la propriété de Baire,

THEOREME 5. Soit f2 Rx R -» R une fonction. Si toutes les sections f, ont la
propriété (Az) et toutes les sections f* sont ponctuellement discontinues, la_fonction f est
dgalement ponctuellement discontinue.

Démonstration. Il suffit de démontrer que, quel que soit le nombre &>0,
il existe une fonction g: RxR - R ponctuellement discontinue et telle que
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1£(x, ¥)—g(x, )| <e pour tout (x, y) e RXR. Fixons donc le nombre &> 0. Soit [,
un intervalle ouvert d’extrémités rationnelles tel que oscf,<e pour tout xeR.
Iy

Soit «>1 un nombre ordinal dénombrable tel que, quel que soit le nombre ordinal
B<«, on ait déja défini Pintervalle ouvert I, d’extrémités rationnelles tel que

scfxge pour tout x€ R et I; n I, = & pour y<f. Si I'ensemble R— U I est de’

f<e
Ig
Jeuxiéme catégorie, il existe un intervalle ouvert Uc.R— | I et par conséquent un
p<n

point x, € U anquel les fonctions f, (x € R) sont équicontinues. 11 existe donc un
intervalle ouvert I,= U d’extrémités rationnelles contenant x, et tel que oscf.<e
I

pour tout x € R. Bvidemment I, » I; = @ pour tout f<e. Fixons dans tout inter-

valle I, un point y, € I, et posons

IR FACHA)
g,y = {f(x,y)

lorsque y e 1,
lorsque y ¢ U I, -

‘On vérifie facilement que la fonction g est ponctuellement discontinue et que

| f(x, ¥)—g(x,»)|<e pour tout point (x,) e RXR..

THEOREME 6. Soit f: RXR — R une fonction. Si les sections f, (x € R) ont la
propriété (A,) et toutes les sections f° sont de classe ¢ de Baire, ot £>0, la fonction
f est également de classe ¢ de Baire.

Démonstration. Il suffit de démontrer qu’il existe pour tout nombre £>0
une fonction g: RX R — R de classe & et telle que

|f(x: Y)—g(xJ)Ka

Fixons lenombre &> 0 et rangeons tous les intervalles ouverts d’extrémités rationnelles
-en une suite Jy, J3, ... telle que J, # J; pour j # I. Les fonctions f, (x € R) étant
équicontinues en un certain point x,, il existe un intervalle J' e {J;}i2, tel que
oslc f+<¢/2 pour tout x € R. Fixons le nombre ordinal «>1 et supposons que, quel
J

pour tout point (x,y)e RxR.

que soit le nombre ordinal <o, il existe un intervalle J* € {J} tel que osc fe<e2
-y av
by

pour tout x € R. Si R— U J* # @, il existe un point y, € R— U JPanquel les fonctions
partielles f;/(R— UJ/’) sont équicontinues. Par consequent 11 existe un intervalle
<

ouvert J* e {J;}12, tel que y,eJ*et  osc

Jem (g an
Ry

<

f+<e2 pour tout x ¢ R. Remarquons

que fa famille {J*} est dénombrable et fixons le point 1% € J*—

.ensembles J°— (J J®. Posons

p<a

g(x,7) :f(x, 1)

U J* dans chacun des
B<a

U’

B<a

lorsque  yeJ*~
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et remarquons-que, quel que soit le point (x,y)e Rx R, on a

[, 9 =g Ce, )| = | f (%, ) ~f(x, 2,)|< g2,
UJP et

p<a

puisque y, ¢, € J ~ osc f,<ef2. Reste & prouver que la fonction g est

e J8

de classe ¢ de Baire. Dans ce but il suffit de remarquer que, quel que soit le nombre
réel a, on a pour un nombre ordinal y<Q

{000 g(x, <d} = U ({x: flx, t)<ay x 75— U T
w<y B<a
et
{Ge, )0 gl > a) = U ({2 fx, t)>al < 7= U I .
a<y p<a

Remarque 1. On voit sans peine qu’on peut généraliser les théorémes 3—6 (en
appliquant les mémes méthodes) au cas ot les fonctions f; et f seront définies respec-
tivement sur un espace métrique, séparable, complet X ou sur le produit cartésien
Xx Y de deux espaces métriques, séparables, complets.

Remarque 2. Il existe une fonction f: Rx R — R non mesurable, n’ayant
pas la propriété de Baire et telle que toutes ses sections f” sont semicontinues supé-
rieurement et sont discontinues au plus en un point et quel que soit ensemble fermé,
non vide A< R, il existe un point y € 4 tel que toutes les fonctions partielles f,/4
(x € R) sont continues au point y.

Démonstration. Soient 4, BcR des ensembles totalement imparfaits tels
que R=AuUBet AnB=©@ ([3], p. 421-422). En modifiant un peu la méthode
utilisée par Sierpiniski dans son article [5], on démontre I'existence d’un ensemble
plan CcRx A non mesurable, n’ayant pas la propriété de Baire et tel que tous les
ensembles C, = {y: (x,») e C} et "= {x: (x,y)e C} sont vides ou me con-
tiennent qu'un élément au plus. En effet, rangeons tous les ensembles plans fermés
dont les projections paralléles 4 I'axe des abscisses, respectivement & ’axe des
ordonnées, ont la puissance du continu, en une suite transfinie

Cyr Capy Con ey

olt  désigne le plus petit nombre ordinal de la puissance du continu. Soit (x;, yy)
un point de ensemble C; N (R x A). Etant donné un nombre ordinal > 1, suppo-
sons que, quel que soit le mombre ordinal f<o, on ait déja défini un point
(x5, 1) € Cy v (Rx A4) tel que xp 5 X, ¢t yy # 3, pour y<f. Comme I'ensemble

Dy = Cy— U T{(xp3): ye R} U {(x,7p): x€R}]
[ 34

o<,

west pas vide, il existe un point (x,, y,) € D,- L’ensemble C = {(x,, ya): a<Q}
satisfait aux conditions demandées et la fonction

lorsque (x,3)eC,

lorsque (x,¥) € (RxR)—C

a également toutes les propriétés exigées.
4 — Fundamenta Mathematicae CXV

7 =1,
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DepNTIoN 2. On dit que les fonctions f;: R — R (te T et T désignant un en-
semble d’indices) sont semi-équicontinues supérieurement i point Xo € R lorsquil
existe pour tout nombre &>0 un nombre >0 tel que, quel que soit 'indice t € T, on a

S ~flxg)<se

TuforiME 7. Si les fonctions f;: R— R (teT) sont semi-équicontinues su-
périeurement en chaque point x et uniformément borndes, elles ont la propriété (A,).

Démonstration. Admettons, au contraire, qu’il existe des fonctions f;: R — R
(teT) semi-équicontinues supérieurement en tout point x et n’ayant pas la pro-
priété (A,). 1l existe donc un ensemble non vide, parfait A<= R tel que les fonctions
partielles f,/4 (t & T) ne sont équicontinues en aucun point x & 4. Par conséquent,
il existe pour tout point x € 4 un nombre &(x)>0 tel que, quel que soit le nombre
§>0, il existe un indice ¢ = ¢(6) e T et un point x; € 4 tels que [x—x,|<§ et
| fi(xc)) =fx)| > (x). Cela signifie qu’il existe pour tout x € 4 et pour tout nombre
8>0 un indice ¢ € Tetun intervalle fermé 7(5, x) d’extrémités rationnelles et un point
x; € A tels que m(](ci,x))>z~:(x) et |x—x;] <8 et I(8, x)=(fi(x), fi(xy). Comme
les fonctions f, (t € T') sont uniformément bornées, ’'ensemble de toutes les extré-
mités gauches des intervalles I(1/n, x) contient une sous-suite infinie convergente. En
désignant par I(1/n, x) les intervalles dont les extrémités gauches composent cette
sous-suite convergente, la suite de leurs extrémités droites contient également une
autre sous-suite convergente.

Il en résulte quil existe pour tout point xed un intervalle fermé
J(x) = [a(x), )] (— oo <a(x)<f(x)< 00) d’extrémités rationnelles tel qu’il existe
pour tout n un indice #,eT et un point x,e 4 tels que (1) [x—x,|<1/n et
@) [ =BE)>m{J(x) et a(x)—f,(x)>mJ(x) ou al(x)—f (x)>m(J(x)) et
Ju (%) — B(x)>m(J(x)). Les fonctions f; étant semi-équicontinues supérieurement, il
existe pour tout x € A un nombre naturel n(x) tel que f, (x)— B (x)>m(J(x)) pour
tout nzn(x). Remarquons également qu’il existe un ensemble

B={xed: J(x)=J= [, f] et n(x) = ny}

pour tout x € (Xg—8, Xo+8) -

qui est de deuxiéme catégorie dans I'ensemble 4. Soit L, un intervalle ouvert tel que
m(L;)<1 et que I'ensemble L n B est de deuxidme catégorie dans 4, quel que soit
Pintervalle ouvert LeL; pour lequel L n A4 # ©. Fixons le point ze L, n B. 1i
existe un point z; € Ly n A et un indice s, € T tels que f,,(z)) <a ct fi,(z)>f. La
fonction f,, étant semi-continue supérieurement au point z,, il existe un intervalle
fermé K, contenant z; dans son intérieur et tel que X, =L, et f; (x)<a pour tout
x e K;. Comme I'ensemble Ky n B est de deuxidme catégorie dans Iensemble A,
on démontre d’une fagon analogue I'existence d’un intervalle fermé K, K, d’un
indice s, € T' et d’un point x, € 4 tels que m(K,)<1/2, Pensemble K, n B cst de
deuxiéme catégorie dans 4, f,(x) <o pour tout x € K, et fi,(x,)>f et o(x,, Ky)
= ;:115 |x—x,]<1/2. En général, répétant ce procédé n fois, on obtient un intervalle
2
fermé K, =K, _, un indice 5, € T et un point x, € 4 tels que m(K,) <1/n, I'ensemble
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K, N B est de deuxiéme catégorie dans I'ensemble 4, f, (x)<a pour tout xek,
et f,,(x)> B et o(x,, K,)<1/n. Soit p le point appartenant & tous les intervalles K,,
n=1,2,.. Evidemment pe 4. Les fonctions fi (teT) étant semi-équicontinues
supérieurement au point p, il existe un nombre 50 tel que, quel que soit Pindice
teT, on a

S0 =f(p)y<m (N4 poliu' tout xe (p—5,p+96).

D’autre part; il existe un nombre naturel » tel que 2/n<d. Comme peK, et

o(x,, K)<1/n, on a donc |p—x,|<2/n<d, dolt il vient Jo(o)—f(p)<m(D)/4, en
contradiction avec les inégalités

p<a et
et notre théoréme est démontré.

Des théorémes 6 et 7 résulte le théordme suivant:

THEOREME 8. Soit f: Rx R — R une fonction. Si toutes les sections f, sont semi-
équicontinues supdrieurement en tout point y€ R et toutes les sections f* sont de classe &
de Baire (£21), lu fonction f est de classe ¢ de Baire.

Remarque 3. On voit sans peine que I’on peut généraliser les théordmes 7 et 8
au cas ol les fonctions f, (t € T') et f seront définies sur un espace métrique, séparable,
complet X, respectivement sur le produit cartésien X x ¥ de deux espaces métriques,
séparables et complets.

PropLiME. Les fonctions f;: R— R (teT et T étant un ensemble d’indices)
étant approximativement équicontinues (voir [2]) en tout point x e R, ont-elles
néeessairement la propriété (A,)?

JsulX)>B '
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