Sur l'indépendance des axiomes de coincidence et
de parallélité dans un systéme des axiomes de la
géométrie euclidienne a trois dimensions.

Par
S. Weinlés (Lwéw).

Le sujet de cette note est la recherche de l'indépendance des
axiomes de coincidence et de parallélité (groupe I. et IV.) du sy-
stéme (S) des axiomes de la géométrie euclidienne & trois dimensions
qui a été présenté par M.le Prof. Steinhaus dans son cours sons
le titre: ;Les fondements de la géométrie“ 1), et qui s'appuie sur le
systéme des axiomes de la méme géométrie de Hilbert ?),

Je prouve d’abord que dans le systéme (S) l'axiome I3, est dé-
pendant, ensuite je démontre dans le systéme—(§)= (8) —13,, qui
est donc équivalent au systdme (S) — lindépendance des axiomes:
I1,13,, 14,15, I6, 17, I8 et IV et la dépendance de Paxiome 12,

Je présente aussi les résultats des recherches sur I'indépendance
des axiomes d'ordre (groupe II) sans démonstrations.

Jaccomplis Pagréable devoir de remercier M. A. Lindenbaum
de ses précienses remarques concernant cette note.

Le systéme des axiomes: (S).
I. Les axiomes de coincidence.

L1. Par deur points différents passe au moins une droite ).
Les concepts ,point“, ,droite®, ,une droite passe par un point¥

Y Ce cours a été litographié (en polonais) par le Cercle mathématique et
physique de I'Universit¢ de Lwéw, 1925.

) D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, VI Aufl, 1928.

% Noas désignons une droite qui passe par les points A, B par (4 B)~.

n
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sont des concepts primitifs, ¢’est-h-dire nous n'en savons rien de plus
que ce qu'énoncent les axiomes.

Au lieu de l'expression ,une droite ¢ passe par un point A¢
nous nous servirons aussi des expressions suivantes: ,un point 4
est situé sur la droite a“, ,le point 4 est un point de la droite a“,
ole point A est un point sur la droite @ ,la droite a contient le
point 4% Si un point 4 est situé sur la droite a et sur la droite b
nous dirons que ,les droites a, b ont le point 4 en commun“ ou
o,les droites a, b se coupent dans le point A4Y.

12. Par deux poinis différents passe tout au plus une droite.

. 18,. Sur une droite sont situés au moins deux points différents.

13,. Sur un plan est situé au moins un point.

Les concepts ,plan®, ,un point est situé sur un plan* sont des
concepts primitifs. Au lieu de DPexpression ,un point 4 est situé
sur un plan ¢* nous nous servirons aussi des expressions: ,un plan
a passe par un point 4% ,un plan g contient un point 4% Si le
point 4 est situé sur le plan a et sur le plan B on dit que ,les
plans a, B ont le point 4 en commun“

14. Par trois points différents passe au moins un plan.

15. Par trois points difféirents non situés sur la méme drotte passe

un plan tout au plus?). .

16. Si deux points différents d'une droite sont silués sur un plan,

chaque point de cette droite est stiué sur ce plan.

Définition. Si chaque point d'une droite est situé sur un plan,
on dit que ceite droite est située sur ce plan.

17. Si deux plan différents ont un point en commun, ils ont aussi

un autre point en commuh.

18. 1l y a quatre points différents qui me sont pas situés sur le

méme plan.

II. Les axiomes d’ordre.

II1. Si A, B, C sont trois poinis d'une droite a e B est situé
entre A el C, B est situé entre C et A.

1) Dans le cours cité 'axiome I5 avait été formulé sans le mot ,différents®,
mais cela s'est fait par une errear qui s’est montrée dans une discussion an aé-
minaire de M, Steinhaus, car la tendence de ce systéme (S) est de diminuer la
force des axiomes,
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La relation ,B est situé entre 4 et C'“ est une relation primitive.
112, 5i 4 et C sont des points différents d'une droite, il y a sur
cette droite un point D tel que C est situé entre A et D,

11 3,. Si 4, B, C sont trois points différents d'une droite, au moins
Pun d'eux est situé entre les deux aubres.

113, St 4, B, C sont trois points') d’'une droite et B est situe
entre A et C, A n'est pas situé entre B et C.

11 3,. Si B est situé entre A et C, les points A, B, C sont dif-
férents.

Définition: 4, B étant deux points différents, nous appelons
qsegment AB (ou BA)* Tensemble des points situés entre A4 et .B.
L’abréviation ,4 BC* signifie que B est situé entre 4 et C.

114 S A, B, C sont trois poinis non situés sur la méme droite
et si wune droite I situde dans le plan (ABC) coupe le seg-
ment AB et ne passe par aucun des points A, B, O, elle
coupe aussi un des segments AC, BC.

Définition: Si trois points différents 4, A', O sont situés sur
une droite a, on dit que les points A4, A' sont situés sur le méme
coté de la droite a par rapport au point O &l a lieu une des rela-
tions: 44’0, OA’A, 4’40, OAA’ et aucune des relations: 404’
A'OA. Les points A, A\’ sont situés sur les cotés contraires de la
droite a par rapport au point O &'l alieu une des relations: 404",
A’ 04, et ancune des relations: 44’0, 04’ 4, 4’40, 044",

Définition: Si chaque point de la droite a différent de O appar-
tient & un et un seul c6té de la droite a par rapport au point O,
nous appelons ,un rayon de la droite a formé par le point 0% len-
semble des points situés sur le méme coté de la droite a par rap-
port au point 0. On dit que ce rayon issit du point O.

1I1. Les axiomes de congruence.

HI1,. Si sur une droite a sont donnés deux points différents A
et B et sur une autre droite a’ un point A',ily a sur un
rayon choist arbitrairement formé par A’ sur la droite a’ au
moins un point B tel que A'B’ est congruent & AB,
AB= A'B.

!) Pourque les axiomes I13, et II1 ne s'appuient pas sur l'axiome 113, 1
faut ajouter dans ces axiomes le mot »différentsc.
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Cette ,autre droite a'“ n'est pas nécessairement différente de a.
»La congruence des segments“ est une relation primitive,
IIT1,. AB=A4B. ,

IIT2. Si AB=A'B’ ¢¢ AB=A"B", A'B = 4"B".

II13. Si sur la droite | AB et BC sont des segments sans points
communs et sur la droite I' A'B’ et B'C' sont aussi des
segments sans points communs et si en outre: AB= A'B
et BC= B'(’, alors AC= A'C".

Définition: Si deux droites différentes a et » ont exactement
un point en commuu O etsice point O forme sar la droite o deux
rayons: k, /' et sur la droite b les rayons k, %', nous appelons
chacun des systémes des rayons: (h, k), (h. %), (K, k), (,%) ,un
angle® que nous désignons: ¥ (, k) ou < (k; &), X (h, k') ete.

Les rayons s'appellent ,cdtds de langle*. On dit que X (h, k)
est situé sur vn plun, si chaque point de ses cdtés %, k est situé
dans ce plan.

Définition: Deux points différents 4, B d'un plan ¢ non situés
sur la droite a situde sur le plan a sont suués sur le méme coté
du plan a par rapport & la droite a, siaucun des segments déter-
minés par les points 4, B n'est coupé par la droite a. Nous appe-
lons 'ensemble des points d'un méme coté du plan a par rapport
4 la droite a ,coté du plan a par rapport & la droite a®.

II14,. Sl y a sur le plan a un angle (hk) et dans un autre
plan o sur une droite I un point O et un des rayons for-
més par ce point p. ex. K — il y a sur le plan o sur
le cdté donné par rapport & la droite U un et un seul rayon
k' issu du point O et tel que:

X (h, k)= X (I, ¥).

1114, X (h, k)= (h, k).

Définition: Nous désignons par <] ABC ou ¥ CBA langle
dont les cotés sout: le rayon formé par le point B sur une droite
passant par les points B, A notamment celui qul contient le point
A, et le rayon formé par le point B sur une droite passant par
les points B, C celui qui contient le point C.

161 Si AB=A'B, AC=A4'C" e¢ L BAC= X B'A'(",

alors XL ABC= ¥ A'B'C".

1) J‘ométs Iax. III5: ,Les relations: <J (b, k) = g (W, ¥'), X k)=
== (b, k') impliquent la relation: J (B, B ) == £ (¥'', ¥'’)", parce qu'il ré-

Fundamenta Mathematicae, T, XI. 14
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1V. L’axiome de la parallélité,

Si sur un plan a sont situés un point A et une droite ! non pas-
sant par ce point, il passe par A tout au plus une droite qui wWa pas
de points communs avec la droite | et qui est située dans le plan a.

Définition: Nous appelons deux droites qui n'ont pas de points
communs et sont situées dars le méme plan — des ,paralléles®.

V. L’axiome de la continuité.

Les points d'une droite ne se laissent pas partager en deux caté-
gories non vides de fagon qu' entre les points appartenants & la
méme catégorie soient situés seulement les points de la méme catégorie
et entre les points de catégories différentes, les poinls de Uune et de
Pautre.

Définition: ,Partager les points d’une droite en deux catégories”
signifie : déterminer deux ensembles de points de fagon que cha-
que point de la droite appartient & un et un seul ensemble. '

Remarque: Je comprends tous les axiomes dans lesquels 'exi-
stence de divers éléments n’est pas exigée explicitement — comme
abrégé des propositions conditionnelles; p. ex. IIT 4,: Sl existe
un angle L (h,k) on a L (b, k)= A (hk)*. Dans le systéme com-
plét cet antécédent est superflu.

La dépendance de P'axiome I3,
des axiomes: I1, X2, I4, I6, I8, II2, II3,, IV.

Lemme 1.

1l y a trois points différents qui ne sont, pas situés sur la méme droite.

D'aprés I'axiome I8, il y a quatre points différents: 4, B, ¢, D
qui me sont pas situés sur le méme plan. Considérons trois quel-
conques d’entre eux, p. ex 4, B, C. Je dis qu'ils ne sont pas situds
sur la méme droite. Car #'ils étaient situés sur la méme droite, un plan
a passant par les points 4, B, D (qui existe en vertu de l'ax. 14)
passerait — suivant I'ax. 16 -~ aussi par le point C, contrairement
& l'axiome I8.

sulte du systéme (S} — 111 5. Pour le démontrer il suffit de changer un peu la dé-
monstration de la dépendance de I'ax. III5 du systéme des axiomes de Hilbert pré-
eentée par M. A. Rosenthal (Math, Ann, 71). {v. cours cité, p,72).
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Lemme 2,

'X étant un point quelconque, it y a toujours deuw potnis diffé-
rents Py, Py tels que Py =k X== P, et que les points P, Py, X ne
sont pas situés sur une méme droite.

Prenons trois points différents: 4, B, C non situés sur la méme
droite. (Cest le lemme 1 qui nous apprend leur existence). Si X = A
resp. B, on posera P, = B resp. 4, P, = C. Lorsque BfEX44
et les points 4, B, X ne sont pas situés sur la méme droite, le
lemme est prouvé. Dans le cas contraire je dis que les points 4,
C, X ne sont plus situés sur une méme droite. Car dans ce cas il
passe par les points 4, B, X une droite a,; #'il existait une droite a,
qui passe par 4, C, X elle aurait deux points différents 4, X en
commun avec a,, les droites a,, a, auraient done (I2) tous les po-
ints communs et les points 4, B, C seraient situés sur la méme
droite, contrairement 4 la supposition.

Considérons maintenant une droite quelconque a:

Il y a trois cas possibles:

1) Sur la droite a il n'y a aucun point,
2°) Sur la droite a il existe exactement un point: X,
3% Sur la droite a il y a au moins deux points différents.

Dans le cas 3° notre théoréme est vrai,

Dans le cas 1°) menons par trois points différents: 4, B, C non
situés sur la méme droite !) un plan « (I4). La droite a est située
dans le plan a, car ne contenant aucun point elle est située dans
chaque plan %).

Considérons les droites (4 B)et (BC) (11) situées — suivant l'ax.
16 — dans le plan a. Les droites (4B) et (BC), situées dans le méme
plan que la droite a, passant toutes les deux par le point B et étant
différentes, ne peuvent pas — en vertn de Yax. IV — tfoutes les
deux éfre paralléles & la droite @; par conséquent au moins une
d’elles coupe la droite a dans un point: X.

S'il existe sur la droite a un point Y différent de X, le thé-
oréme est vrai. Le cas cependant ol le point X est le point unique
de la droite a. se réduit au cas deuxidme.

Dans ce cas envisageons deux points différents: 4, B tels que

'} Le lemme 1. montre leur existence. .
1) Parce que ,une droite { est situfe sur un plan a* signifie: ,s¢ la drodte
U contient wn point, ce point est situé sur le plan a*. — Cetie proposition
(conditionnelle) est dans notre cas vraie, car son antécédent n'y est pas vérifié,

14*
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les points 4, B, X ne soient situés sur la méme droite ') et me-
nons par 4, B, X (4= X = B) un plan a (I4). La droite a con-
tenant seulement le point X, est située dans ce plan. Dans le plan
considérons les droites (4B) et (4 M), M étant un point qui satisfait
4 la relation: BXM.

(Le point M existe sur la droite (BX), en vertu de l'ax. II 2).

Lemme 3.

Les droites (AB) et (AM) sont différentes.

En effet, dans le cas contraire le point M serait situé sur la droite
(AB), les droites AB et BX auraient done deux points différents:
B, M en commun (M=EB smvant 'ax. II 3;, car on a: BXM), ce
qui prouverait — en vertn de I'ax. I2 — que les points 4, B, X se-
raient situés sur la méme droite, contrairement & la supposition.

Par conséquent, les droites (4.B) et (AM) ne peuvent pas — d’a-
prés lax. IV — toutes les deux étre paralléles & la droite a, au moins
une d’elles coupe done la droite @ dans un point Y.

Je dis que les points X, Y sont différents.

Si les points X, Y étaient identiques, le point X serait situé
ou sur la droite (4B) ce qui nie la supposition, ou bien sur la droite
(A M), dot les droites (4 M) et (BM) uuraient deux points différents
communs: M, X (M ==X daprés I'ax. II 3,), elles seraient donc
(I2) identiques, d’od les droites (4 B) et (4 Mf) seraient identiques con-
trairement au lemme 3.

Nous avons done dans tous les cas sur chaque droite deux points
différents. C. Q. F. D.

Remarque: Au lien de l'ax. 12, il suffit pour cette démonstration
une proposition suivante: ,Si deuzr droites ont dewx points différents
communs, elles ont tous les points communs®, ce qui résulte des axio-
mes [1, I4 I5, 16, I8 IL2 II3;, IV. (voir, p. 214—215).

L’indépendance de I'ax. IV. dans le systéme (S )= (8)—183,.

L/axiome I3, étant dépendant dans le systéme des axiomes (S),
nous pouvons l'omettre. Dans le systéme (S)obtenu de cette ma-
niére on peut prouver trés facilement I'indépendance de I'axiome
de parallélité (IV).

Dans ce but je construis une géométrie suivante %):

1) Lemime 2,

%) Pour faire remarquer que les idées et les relations primitives sont définies
spéeialement pour cette géométrie, jo les mets en guillemets,

Sur les axiomes de la géométrie. 213

,un point* AL un point de la géométrie euclidienne.

sune droite“ & une droite de la géométrie euclidienne et aussi un

nombre n'importe quel, p. ex. }.

sun plan® 2 un plan de la géométrie euclidienne.

»UD point est situé sur une droite“ 2L 1) la droite est une droite
euclidienne 2) le ,point* est
situé sur elle au sens de la
géométrie euclidienne.

»un point est situé sur un plan“ £ le ,point* est situé sur le ,plan“

' au sens de la géométrie eucli-
dienne,
Les relations ,d'ordre“ et de ,congruence“ sont les mémes que

dans la géométrie euclidienne. .

Cette géométrie satisfuit & tous les axiomes du systéme (5) ex-
copté 'axtome IV. Grice 4 cette géoméirie nous voyons en méme
temps que l'axiome IV est nécessaire pour démontrer la dépen-
dance de l'axiome I3, dans le systéme (S), parce que dans cette
géoméirie I'axiome I3, p’est plus vérifié.

L’indépendance de I’axiome I1 dans le systéme (§)
et sa dépendance dans le systéme ().

La géométrie suivante prouve que Vaxiome I 1 est indépendant
dans le systéme ).
pun point’ £ chacun des quatre points euclidiens différents quel-

conques 4, B, C, D.
yune droite“ £ une droite euclidienne.
»un plan“ <L un ensemble pas ordonné de trois ,points* différents,
»un point’ n'est jamais ,situé sur une droite®.
pun point est situé sur un plan“ 2 il est un des trois ,points*
formants ce ,plan“

Je ne définis pas les relations d’,entre’ et de ,congruence des
segments“ parce que cés relations ont lien entre les points situés
sur les droites, et dans cette géométrie ancun ,point’ nest ,situé“
sur la ,droite“. De mé&me je ne définis pas la relation de ,congruence
des angles“, parce que les ,angles“ n’existent pas, puisque ils n'exi-
stent pas deux ,droites® ,se. coupants“ dans un ,point.

11 est évident que cette géométrie vérifie tous les axiomes du
systéme (S) excepté I'axiome I 1, qui y est faux.
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Si nous remplacions 'axiome I5 du systéme (S) par 'axiome I5':
nPar irois points non situés sur la méme droite passe tout au plus un
plan® — pous obtiendrions un systéme (S’) dans lequel Faziome I1
serait dépendant. — Cela a été démontré par M"* LK rampner. Voici
sa démonstration:

Si Paxiome I1. n%tait pas vérifié dans le systéme (S")—1I1 ils
existeraient deux points différents 4, B par lesquels ne passerait
aucune droite. D'aprés I'ax. I8 il existe un point ¢ différent de
4, B; menons par les points 4, B, C un plan a (I4). Suivant l'ax.
I8 il existc un point D .en dehors du plan a. Conduisons par les
points 4, B, D un plan B (I4). Ce plan est différent de . Trois
points 4, B, B non situés — suivant la supposition — sur la méme
droite, sont en méme temps situés sur deux plans différents: «, 8
contrairement & I'ax. I’

La dépendance de I’axiome 12 dans le systéme (S).

Je divise cette démonstration en deux parties:

1) Théoréme 1. Si deux droites ont deux points différents en
commun, elles ont tous les points en commun.

2) Théoréme 2. Deux droites qui ont tous les points en commun
sont identiques.

1) Supposons que le théoréme 1. nest pas vrai, e’est 4 dire
quil y a deux droites différentes a, b qui passent par les mémes
deux points différents 4, B, et telles que sur une droite, p. ex. sur
b cst situé un point C' qui n’est pas situé sur lautre. '

Lemme: 4, B étunt deux points différents, il existe un point D
tel que les points 4, B, D ne sont pas situés sur la méme droite,

En vertu de lax. I8 il existent quatre points différents: D,
D,, Dy, D, qui_ne sont pas situés sur le méme plan. Si chacun d’eux
était situé sur une meme droite avec les points 4, B, tous les po-
ints Dy, D,, Dy, D, seraient situés — d'aprés 16 — sur le plan « qui
passe par les points 4, B, D, contrairement a l'ax. I8. Le plan a
existe en vertu de I4, car parmi les points D,, D,, Dy, D, il exi-
slc au moins un, p. ex. D, qui est différént de 4, B.

Menons maintenant par les points 4, B, D non situés sur la méme
droite le plan a (I14). Les droites: a et chacune des droites qui pas
sent par les points C, D (I1) sont situées dans lo plan (I6). En
vertn de l'axiome I8 il existe un point £ en dehors du plan a.
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Menons par les points 4, B, E un plan 8 (I4) qui contenant le point
E est différent de a.

Si une des droites (CD) coupe la droite a dans un point F,
qui est done différent de C, nous avons sur cette droite (CD) deux
points différents: C, F' situés sur le plan 8. Par conséquent le point
D est aussi (I6) situé sur le plan 8. Il y a done deux plans diffé-
rents a, B qui passent par les points 4, B, D non sitnés sur la
méme droite, contrairement & l'ax. I5.

Si cependant la droite (CD) est paralléle & la droite a ), envi-
sageons sur une des droites (4D) un point. [’ satisfaisant 4 la re-
lation ADLD" (I12). Le point D' qui est différent du point D (II3y)
ne peut pas ére situé sur la droite (CD).

Eo effet, menons par les points 4, [, £ un plan o (I4) qui
contenant le point & est différent de a. Si le point D’ était situé
sur la droite (CD), cette droite contiendrait deux points diffé-
rents D, D' situés sur le plan v et par conséquent le point C se-
rait situé sur v (I6). Les points 4, B, C étant situés sur la méme
droite (b) et les points 4. C étant situés sur 4, le point B serait
aussi situé sur . Lies plans a, %y auraient done en commun trois po-
ints différents: 4. B, D, noun situés sur la méme droite, ce qui con-
tredit & lax. I5.

Chacune des droites (CD’) (I1) est done différente de la droite
(CD) et ne peut pas — d’aprés IV — étre paralléle & la droite a.
Envisageons une des droites (CD'); elle coupe la droite a dans un
point F. :

Nous avons sur la droite (comsidérée) (CD’) deux points difté-
rents £, C situés sur B, d'ot le point D' est situé sur (IG); sur
la droite 40 (considérée).il y a done deux points différents 4, D’
situés sur B, d’olt le point D est situé sur B (I6), ce qui est im-
possible 1). )

2) Soient maintenant a, b deux droites qui ont tous les points
en commun. Menons par le point P sitaé en dehors de la droite a 3)

1) Dans ce cas il existe une seule droite (CD), (IV). k )

1) Le théoréme 1. résulte des nxiomes: I1, 14,15, I6, 18,112, 113,, 1V, Au lien
d’employer I'ax. 15 il suffit dans cette démonstration d’employer la propoemon:
,Si deux plans ont trois points non situds sur lo méme droite en commun ils ont
tous les points en commun®, )

) Le point P existe en vertn du lemme, car ils cxistent sur la droite & au
moins deux points différents (v. p. 210 et rem. p. 212).
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une droite p paralléle & la droite a. Son existence résulte du systéme
) —121).

La droite p est aussi paralléle 4 la droite ) comme il résulte
de la supposition. Les droites a, b passant toutes les deux par un
point 4, situées sur le méme plan et paralléles & la méme droite p
sout en vertu de l'ax. IV identiques. C. Q- F. D.

Il mérite d'étre remarqué qu’en changeant un peu l’axiome 16
du systéme S et en postulant au lieu de lui l'axiome 16 ,Deux
points différents étant sttués sur un plan a, au moins une des drottes
qui passent par ces points est entiérement située sur le plan a“ on
trouvera que l'axiome I2 est indépendant. Cette remarque est due
4 M™, . Krampner.

L’indépendance de 1’axiome I3, dans le systéme (S).

Afin de le prouver il suffit de joindre dans la géométrie eucli-
dienne & l'ensemble de tous les plans un nombre nimporte quel
p. ex. § et d’'admettre qu'un ,point est situé sur le plan“ si les
conditions. suivantes sont satisfaites: ’

1) le ,plan* est un plan euclidien

2) le ,point® y est situé au sens de la géométrie euclidienne.

Toutes les antres définitions restent sans changement.

Il résulte immédiatement de la définition que cette géométrie satis-

fait & tous les axiomes de (S) excepté I'axiome I3, qui y devient faux.

L’indépendance de I’axiome I4 dans le systéme (S).

Considérons une droite euclidienne quelconque: a et une géo-
métrie suivante :

»un point® £ point de la droite a.

aune droite* & la droite a

»un plan® 2 un cercle fixe K & centre dans un ,point*: A.

»UD point est situé sur une droite* <L un ,point* est gitné sur une
ndroite” an sens de la géo-
métrie euclidienne.

»UR point est sitné sur un plan“ < il est le centre du cercle K.

) V. cours cité, p. 44 L'ax. I2 y est utilis¢ dans la forme suivante: »58
deux droites ont deux points différents communs (elles sont identiques, done)
elles ont tous les points communs“ ce qui (aprés I'éliminatdon la partie en paran-
théses) a été démontré dans le systéme (8)—12 (théoréme 1). Dans la démonstira-
tion qui se trouve dans le cours est employé entrs antres Tax, I3,, mais l'ax, I3,
pent &tre démontré dans le systéme () — 12 grice au théor, 1. (v, remarque, p. 212)
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Les relations d’,ordre“ et de ,congruence des segments” sont les
mémes que dans la géométrie euclidienne; je ne définis pas la relation
de ,congruence des angles“ puisque les angles n'existent pas dans
cette géomaétrie.

L’axiome I4 n’est pas vérifié dans cette géométrie puisque le
nplan® K passe — par définition — tout au plus par un ppointé 4.

Tous les autres axiomes sont vérifiés:

I1,"I2: tous les ,points“ ,sont situés’ sur une et une seule
Hdroite®,

13,: le ,point® 4 ,est situé sur le plan“: K.

15, 114, IV: les antécédents sont faux, car tous les npoints¥
p80nt situés sur la méme droite

16: T'antéeédent est faux, car deux ,points* différents ne sont pas
p8itués sur un plan®,

I7: Yantécédent est faux, car deux ,plans différents n'ont pas de
ppoints* communs,

I8: quatre ,points“ différents ne sont jamais ,situés sur le méme
plan.

IT1, 112, 113,, I18,, 1T3,; II1,, IIT1,, X2, 1118, V: ils sont
vérifiés dans la géométrie euclidienne, et les définitions
d',ordre“ et de ,congruence de segments“ sont les mémes
que dans celle-ci.

II14,, 1114, TIT6: les antécédents sont faux, car il n'y a pas d'an-
gles dans cette géométrie. :

Cette géométrie montre en méme temps que le systdme des
axiomes (S) sans l'axiome [4 ((S)—1I4) ne définit pas exactementla
géométrie euclidienne & trois dimensions, paree que la géoméirie
sur une droite satisfait aussi & ce systéme.

Méme si nous posions au lieu de cet axiome lax. 14": , Par trois
points non situés sur la méme droite passe toujours un plan* —
l'axiome qui se trouve dans le systéme des axiomes de Hilbert 1) —
nous pourrions obtenir aussi une géométrie lindaire. Pour le dé-
montrer il suffit de prendre de nouveau la mé&me géométrie de la-
quelle nous venons de parler. Tous les axiomes sans 14’ y seront
vérifiés comme auparavant, et P'ax. 14’ y est aussi vrai, parce que
son antécédent y est faux.

!) Hilpert, Grundlagen der Geometrie, VI,
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Remarque: M. A. Rosenthal affirme ) qu'on peut dans le systéme
des axiomes de Hilbert affaiblir la seconde partie de l'axiome I3
et le remplacer par: ,Sur un plan est situé au moins un point“. Cette
géométrie montre que la démonstration donnée par M. Rosenthal
est insuffisante ?), si nous comprenons Vax. I7 de Hilbert, comme il
est interprdté dans le systéme (S), parce que sa démonstration
s'appuie sur les axiomes du groupe I du systéme de Hilbert, et
cette géomeétrie remplit tous ces axiomes du groupe I et aussi tous
les axiomes des groupes II, IIL, IV et V1, ne satisfait pas cepen-
dant & I'ax. I3, non affaibli 3).

L’indépendance de I’axiome [5 dans le systéme (S).

Il suffit de prendre la géométrie suivante:

200 peoint 2L un point de la géométrie euclidienne.

aune droite* % une droite de la géométrie euclidienne.

»U0 plan“ 2 une paire ordonnée (q, 1), ol « est un plan euclidien,

et i=1 ou 2

,UD point est situé sur une droite’ ! % le ,point“ A est situd sur
la ,droite® ] au sens de
la géométrie euclidienne.

»UL point est situé sur un plan (q,i)% <L le ,point* est situé sur
le plan euclidien a au
sens de la géométrie cu-
clidienne.

Toutes les autres relations sont celles de la géométrie euclidienne.

Il est évident que celte géométrie remplit tous les axiomes ex-
cepté Ib.

L’axiome I5 est donc indépendant, quoique on peut démontrer
sans son aide le suivant théoréme di & M.A. Lindenbaum: )
deur plans a, 8 ont trois points différends: A, B, C, non situés sur
la méme droite en commun, ils ont tous les points en commun®.

t} Mathematische Annalen, 69, (1910).

%) M. Rosenthal s'appuie dans sa démonstration sur I'opinion qu’,une propo-
sition conditiennelle n'a pas de sens si son antéeédent n'est jamais rempli“ (Math.
Ann,, 69).

%) Dans ceite géométrie I'ax. V2 n'est pas vérifis. Donc — ai le théoréme
de M. Rosenthal est vrai, cette géométrie peut servir de démontrer V'indépendance
de 'ax. V2 dans le systéme de Hilbert,

icm
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Démonstration: Soit D(== 4, B, C) un point quelconque du plan a.
Sile point D est situé sur la méme droite avec les points 4, B, le
point D est situé sur le plan 8 (I8). Dans le cas contraire, me-
nons une droite par les points C, D (I1, I2). i la droite (CI)) coupe
la droite (4B) dans un point £ (il est E=4=C, D), il y a sur la
droite (CD) deux points différents: C, E situés sur B, d'od le
point D est situé sur’B (I6). Si cependant la droite (CD) est pa-
ralléle & la droite (4B) prenons sur la droite (4C) (I1) un point
G’ satisfaisant & la relation ACC’ (I12). Si le point C' est situé
sur la droite (CD), uous avons sur cette droite deux points dif-
férents (C'3=C daprés II3,) situds sur B, d’ot le point D est
(I6) sitaé sur 8. Dans le cas contraire {done C’=k D) la droite
qui passe par C’, D (I1) coupe — d'aprés IV, comme différente de
(CD) — la droite (4B) dans nn point E, et le point D est encore —'
d’aprés 16 — situé sur le plan 8. C. Q. F. D.

Ce théoréme résulte des axiomes: I1, 12, I6, 112, TI3,, IV.

L’indépendance de I’axiome 16 dans le systéme (8).

Choisissons dans la géométrie euclidienne une droite quelconque:

a et construisons une géométrie suivante:

,un point¢ . point de la droite a

nune droite* 2. la droite «

»un plan® # un ensemble de cing ,points“ différents parmi lesquels
deux ,points“ différents et fixes: 4, B figurent tonjours.

un ,point est situé sur une droite® -signifie la méme chose que dans

la géoméirie euclidienne.
un ,point est situé sur un plan“ g -2 le ,point* est un des cing
npoints® formants ce ,plan® a.

Les relations d'jordre* et de ,congruence de segments“ sont
celles de la géométrie euclidienne; je ne définis pas la relation
de ,congruence des angles parce que les angles n'existent pas
daps cette géométrie.

L’axiome 16 n’est pas vérifié dans cette géométrie, puisque
deux ,points¢ différents 4, B sont situés sur le ,plan® a==
= (4 BCDE) tandis que le ,point* F' de la méme ,droite“, diffé-
rent des ,points“: 4, B, C, D, E n'est pas ,situé sur le plan“ o

Tous les autres axiomes sont vérifiés:

11, 12,13, I4, I8, par la définition,
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111, 112, 113,, 113,, 113, III1,, III1,, I112, III3 et V, car
ils sont vrais dans la géométrie euclidienne est les définitions
d’yordre“ et de ,congruence de segments“ sont les mémes
que dans celle-ci.

I5, II4, IT14,, IIT4,, II16 et IV, car leurs antécédents sont faux.

I7, car son conséquent est vrai (tous les ,plans* ont les ,points®

A, B commuuns).

Nous voyons par la que l'ax. I6 est — de méme que l'ax. T4 —
nécessaire pour définir une géométrie & trois dimensions, parce que
le systéme (S)— 16 donne entre autres une géométrie sur une droite.

En ce qui concerne les aziomes I7 et I8 on démontre aisé-
ment !} quiils sont indépendants dans le systéme (S), en contruisant
dans ce but: 1) la géoméirie cartesienne & quatre dimensions (I7)
dans laquelle les ,plans‘: (z=0, y=0) et (z=0, » =0) ont
exactement un ,point“: (0,0,0,0) en commun; 2) la géométrie car-
tesienne & deux dimensions (I 8).

Remarque 1.

Les géométries qui montrent l'indépendance des axiomes: 13,
14,15,16 dans le systdme (S) la montrent aussi dans le systéme (S)
L’mdependance de I'ax. I1 dans le systéme (S) on peut démontrer
& Taide d'une autre géométrie construite par M™® I. Krampner:

Nous envisageons deux droites euclidieones: g, b sans points
communs et nous définissons:

»Point* 2 chaque point des droites a, b
pdroite% <L chacune des droites a, b
»plan® - un point d’une ,droite“ et I'autré ,droite“

»0n point est situé sur un plan“ (aB) 2Li] est 1e »point* B, ou il est
situé sur la ,droite* a au
sens de la géométrie eu-

clidienne.

Toutes les autres relations sont les mémes que dans la géométrie
euclidienne.

Remarque 2.

Les axiomes 12, I3, sont aussi dépendants dans le systéme des
axiomes de Hﬂbert L'ax. I3, résulte des axiomes: I1, I4, I5, 16,
I8, II2, 113, IV et V2. Dans la démonstration de l’ax I2 est uti-
lisé en outre l'ax. II4 et le groupe III des axiomes, En chan-

9) Le cours cité, p. 12.
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geant un peu la démonstration de la dépendance de I'ax. I1 dans
le systtme (S”), donnée par MUe I. Krampner (p. 214) nous voyons
que l'axiome I1 est dépendant aussi dans le systéme des axiomes
de Hilbert, ot I'ax. I5 est identique & 15’ (v. p. 214). La géométrie
qui prouve lindépendance de l'axiome IV dans le systéme ()=
== (§)—183,. prouve aussi l'indépendance de V'axiome de parallélité
dans le systtme de Hilbert sans la premiere partie de l'ax. I3,
systéme qui est équivalent au systéme complét de Hilbert.

En se qui concerne les axiomes d’ordre, j’ai prouvé la dépen-
dance de l'axiome II3, de l'ensemble des axiomes: 11, I4, I8,
I8, II1, II2, II3,, II3, et II4 et lindépendance des axiomes:
II'1, II2, 113,, I13; et I14. Les démonstrations sont données dans
ma thése sous le titre: ,Sur l'indépendance des axiomes des grou-
pes I, IT et IV d'un systéme des axiomes de la géométrie eucli-
dienne & 3 dimensions“?), dont cette Note est un abrégé.

1) présentée en 1926 i la Faculté des Sciences mathématiques et naturelles
de I'Université§ Jean-Casimir 4 Lwéw pour obtenir le grade de docteur,
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