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Nous avons ainsi démontré que @ est un ensemble plan mesu-
rable (L), dont I'ensemble de tous les points linéairement aceessi-
bles est non mesurable (L).

Or, le probléme suivant reste encore ouvert: L'ensemble a (E)
de tous les points linéairement occessibles d'un ensemble plan E me-
surable (B) est-il toujours mesurable (L)2 (D'aprés M. Nikodym?)

- nous savons seulement que si K est un F,, a(E) est un ensemble
(d), done mesurable (L), et si E est un ensemble mesurable (B),
ou, plus généralement, un ensemble (4), a(k) est un ensemble pro-
jectif de M. Lusin de la classe <C2).

) Fund. Math. t, VIII, p. 350.
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" Sur les ensembles complets d’'un espace (D).
Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

D’aprés un théoréme de M. F. Hausdorffi) tout ensemble
G d'un espace complet est un espace complet 2). Le bui de cette
note est de démontrer par une voie directe une généralisation d'un
théoréme inverse. Nous prouverons notamment le snivant

Théoréme 3): Si E est un ensemble complet, contenu dans un
espace (D), M, Uensemble E est un Gy relativement o M.

Démonstration Soit E un ensemble complet, contenu dans
un espace (D), M, et s6it ¢ la distance entre les points de M. On
peut donc définir, pour les éléments de B, une distance g, fournis-
sant dans ¥ la méme définition de convergence que la distance g,
et se prétant & la généralisdfition du eritére de Cauchy.

Il existe done, pour tout point p de E et tout nombre naturel s,

un nombre positif 7, (p)<—’12—, tel que les formules

(1) g¢E, o(g p) <r.(p)
entrainent l'inégalité

. 1
€)) alg p < Ps

1Y) Eund. Math. t. VI, p. 146,

%) On appelle, d’aprés M. Fréch et, complet un espace métrique pour lequel
parmi les définitions de la distance qui fournissent la méme définition de la con-
vergence il y en a an moins une qui se préte 4 la généralisation du critére de
Cauchy. Les espaces complets de M, Fréchet ne coincident pas avec les ,Voll-
standige Riume* de M. Hausdorff qui appelle ainsi les espaces métriques ad-
mettant la généralisation du critére de Cauchy. Pour qu'un espace (D) soit com-
plet, il faut et il suffit qu'il soit homéomorphe 4 un ,Vollstindige Raum* de
M. Hausdorff.

%) Cf. F. Hausdorff: Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 214, th. IIL.
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Désignons, pour tout élément p de E et tout nombre naturel g,
par U,(p) lensemble de tous les éléments g de I'espace M, tels que

3 (g p) <r(p)
et posons
@ &= QY U.(),

ek
la sommation s'étendant & tous les éléments p de I'ensemble E. Les
ensembles U,(p), donc aussi les ensembles (4), sont évidemment
ouverts relativement & I'espace M: l'ensemble

®) I'=G,6,6...

est donc un Gy (relativement & M).

Il résulte de la définition des ensembles U,(p) que p & U,(p)
pour pe B, n=1,2,3,..., done, daprés (5), que pel’ pour peF,
ce qui donne E(C I'. Pour démontrer que I'ensemble E est un G,
(relativement & M) il suffira donc prouver que I'( k.

Soit done p, un élément donné de I'ensemble I, et soit » nn
nombre naturel donné. D'aprés (5) nous avons p, & G, d’ott, d’aprés
(4), nous concluons qu'il existe un élément p, de E, tel que p, & U,(p.,),
ce qui donne, d'aprés la définition de V'ensemble U, (p):

(6) 0 (Po, 1) <7 (pa);
d'ott, d'aprés 7, (p) << 1/n pour pe£:

1
M 0 (Porpa) < -
et parsuite, le nombre naturel n étant quelconque:
8 Py = lim p,.

Soit maintenant 2 un mombre positif donné queleonque. Choisis-

sons le nombre naturel n de sorte qu'il soit 2 < e Daprés (6) il
- n

existe un nombre natarel u, tel que
1
(9) ; < (Pa) —0 (PO) p-)
Or, d’aprés (7) nous avons, pour k naturel :

e(ms 2) <Se(ps, po) + €(mo, p,) < % + e(po; 2.)
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d'olr, d’aprés (9):
0 (pu pa) <7u(p.), pour k> g,
ce qui donne, d'aprés la définition du nombre r,(p,) (et d’aprés
peE):
o1 (p, ) < % pour k>

Il en résulte tout de suite que
11
(P P) << 0(Pe )+ (P p) < -+ pour k>p 1>

done, d’aprés %— < &
(10) 0(pey ) <& pour kE>u, 1>

La distance ¢, se prétant i la généralisation du eritére de Cau-
chy dans lensemble E, il résulte de linégalité (10) que la suite
p.(n=1,2,3,..) a une limite dans E. D’aprés (8) nous en con-
cluons que p, ¢ E.

Nous avons ainsi démontré que la formule p,el entraine la
formule p, ¢ E; ce qui prouve que I'C E. ¢ q. f d.

Notre théoréme est ainsi démontré.
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