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k—1
@ n,,>k2:ci k=2, 3,..)
=1
ol n == Ex,. .
Posons, pour chaque n de la forme n,+i (1=1,2.., n),
i—1 i )
f.(x) = =, dans lintervalle (l P i) et = 0 partout d'ailleurs.

Si # r'est pas de la forme précédents, on posera identiquement

f.(@) =0. On voit de suite que, dans ce dernier cas
1

[atryaz=o,

0
et, dans le premier, pour n=n, i (i=1.2,...n,) on a:

(

x,)
x,

Sotr dr=" (o) <2

On a donc d'aprés (1):

1

lim [ g(£)dz=0.

x—>00

Envisageons, & son tour, la suite de {0,} On a, en vertn de (2)
pour tout k et tout z de lintervalle 0, 1):
1 ¢ _ 1
o‘-hg , 215 < F et: . oﬂl' 2

=1

L

1
5;2“?5,

ce qui prouve que la suite {c,} nc converge pas en mesure.

Réeiproquement. Envisageons la suite

Julx)=cos nz,
et posons g(x)=|x|. On voit, que

f]o_]dx—)o,
3

pendant quil n'existe pas une fonction g,(x) de la classe (N), telle
qu'on ait
]
[ 9.7 d= 0.

k)
En effet, la suite f,(x) n’est pas convergente en mesure.

Sur les décompositions semi-continues d'espaces
métriques compacts.

Par

e
Casimir Kuratowski (Varsovie).

§ 1. Propriétés générales.

1. Définition I. Une fomille d'ensembles (nou vides) H pré-
sente une décomposition semi continuel) d'un espace mélrique
compact K, lorsque 1° F est la somme des ensembles de la famille H,
29 ces ensembles sont disjoints denx & deur, 3% élani dunnée une
suite convergente®) d’ensembles appartenant & H. il existe dans H un
ensemble qui contient lu limite de cette suite.

'} M. R. L. Moore appelle la famille H ,upper semi-continuous collection®;
voir ,Concerning upper semi-continuous collections of continua which do not se-
parate « yven ser, Proc. Nat, Acad. Sc. 10 (1924), pp. 356—360, et Concerning
upper semi-conlinuous collections of ¢ nitinua, Trans Amer. Math Soc 27 (192 ),
pp. 416—428. M. P. Alexandroff emploie dane le méme sens le terme _stetige
Zerlegung®; voir Ueber stetiye Abbjldungen kompakter Rdume, Proc. K. Akad.
Wet. Amsterdam 28 (1925, pp. 997—999, et Math. Ann. 96 (1926), pp. 535—571.
Draccord avec M. Vietoris je réserve le terme .décomposition continue* pour
le cas oft une décomposition semi-continue est assujettie 4 des conditions supplé-
mentaires (précisées uun § 2). Voir L Vietoris Ueber stetige Ablildungen einer
Kugelfiiche, Proc. K. Akad, Wet, Amsterdam 29 (1926, pp. 443—453. M. Den-
joy {Journ. de Math. 7, 1, 1913} emploie le terme famille semi-fermée supérien-
rement dans un sens analogue, mais sans la festriction 2°

%) Une suite d'ensembles {X.} converge vers la limite Lim X, lorsque Lim
inf X, = Lim sap X,. Lim inf X, est défini comme ’ensemble de tous les puints p
pour lesquels il existe une suite {p,} telle que p,e.X, et lim p, =7. Un point p
appartient & Limsup X, lorsqu'il existe unc suits d’entiers croissants {k,} telle
que pe LiminfX, . ('es notions sont dues 4 M. Painlevé, Cf. aussi  ensemble
limite“ et d',accumulation® de Janiszewski (Thése) et ,unterer (uberer) abge-
schlossene Limes¥ de M. Hausdorff (Menyenlehre, Berlin 1927, p. 146).
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Exemples. Si I'on counsidére comme parties d'un ensemble fermé et borné F,
situd sur le plan (z, y), les intersections de E avec les droites paralléles i I’axe
des y, la décomposition de E est semi-continue. Les décompositions snivantes (aux-
quelles nons aurons recours au § 3) sont semi-continues: la décomposition’ d'un
ensemble fermé et borné (non-continu) en composantes, la décomposition d’un
continu borné (non-jordanien) en >Primteilec au sens de M. Hahn, la décom-
position d'un continu borné irréductible entre deux points en ,tranches“ au sens
établi dans la H™ partie de ma Théorie des continus isréductibles (Fund. Math, X),

2. Nous établirons au préalable quelques formules concernant
les limites inférieures et supérieures d'une suite d’ensembles X, ar-
bitraires (situés dans un espace étrique compact):

(03] Liminf X, C Liminf X, C Limsup X, (C Limsup X,
(2) LiminfX, = IILiminfX, = ITLimsup X, = II'Lim X,
(3) LimsupX,= X LimsupX, = I LiminfX, = ¥'Lim X,

ot {k} désigne une suite quelconque d'entiers croissants et la som-
mation X s'étend & toutes les suites {k,}, tandisque 2’ ne comprend
que les suites {X,_} convergentes; les symboles 7T et II’ ont un
sens analogue. .

La démonstration de la formule (1) est immédiate !). Afin d'éta-
blir la formule (2), supposons que pnon-eLiminfX,. Par défini-
tion de limite inférieure il existe une sphére (ouverte) R et une
suite {k.} telle que R X, =0. La suite {X, } contient une suite con-
vergente {X,_‘} ?). Done pnon-¢ I‘J_i:lX,‘h‘, d'otr poon-eIT ‘LimX, . 1l
en résulte que II'Lim X, C LiminfX,.

En rapproehant cette inclusion de la formule évidente (ef. (1):

LiminfX, C ITLimiof X, C HLimsupX, C II'LimX, ,

on en déduit (2).
La formule (3) s'obtient d'une fagon analogue: Supposons que
peLimsupX,. 11 existe donc une suite {k,} telle que peLimiffX,

1) Voir, p. ex, Hausdorff, ibid. p. 147.

%) En vertu de la proposition géndrale suivante: toute suite d’ensembles con-
tient une suite convergente. Voir: Haunsdorff, ibid, C. Zarankiewics, Fund,
Math. 1X, théor I, Lubben, Bull. Amer. Math, Soc, 32 (1926), p. 14. Cette pro-
position peut étre wussi déduite du fait que, étant donnée une suite d’ensembles {X.},

la propriété d'stre Limsup d'une suite extraite de {X.} est ,inductive* au gens
de M. Brouwer .
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Or, soit {.\, } une suite convergente. Il vient pelimX, | puisque,
selon (1), LiminfX, C LiminfX, . e
g v
Il est donc établi que Limsup X, C 3'Lim X, , d'od déeoule (3)
en vertu des inclusions évidentes:
2'LimX, C ZLiminfX, C ILimsup X, C LimsupX,.

Théoréme 1. La définition I équivaut & la définition qui sen
obtient en remplagant la condition 3° par la suivante: quelle que soit
la suite T, T\, Ty,... densembles de H, l'inégalité

(4) T.Liminf 7', == 0
entraine linclusion
5) Limsap 7, C T.

Démonstration, Evidlemment, sil'on admet que (4) entraine
(®), la condition 3° est réalisée.
Supposons, d’autre part, les conditions 8° et (4) remplies. Il s’agit

-de prouver linclusion (b). Or, d’aprés (1), si {7, } est une suite

convergente, on a LiminfZ, C Lim 7, et il vient, en raison de (4):
T.Lim 7, %0, donc couformément & 3% Lim T, (_T et en défi-
nitive, selon (3):

Limsup T, = 2'Lim T,,_ CT

8. Etant donnée une famille d’ensembles H qui présente une
décomposition semi-continue d’un espace compact £, chacun de ces
ensembles sera nommé tranche de E. ,

Toute tranche est un ensemble fermd, car en posant: T'=1,=
=1Ty=..., on a Lim T.=Tet, en-vertu de 3% Lim7T,C T Done
T=T.

La famille H sera nommée hyper-espace de la décomposition
(les tranches formant ses points). Cette dénomination est basée sur
la définition suivante :

Définition II Une suite de tranches {I.} est dite conver-
gente dans Uhyper-espace') vers la tranche T, lorsque Vinclusion
(5) est remplie. '

Les notions de famille fermée et ouverte dérivent d'une fagon

) Il ne faut pas confondre la sconvergence dans ’hyper-espace« avec la con-
vergence habituelle (duns I'espuce), qui signifie que Lim T= T' (Voir § 2, corol-
laire du théor. V),
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naturelle de la déf. IL On prouve!) que pour qu'une famille de
tranches soit fermée (ouverte) dans Uhyper-espace, il faut et il suffit
que la somme des tranches de cette famnille soit un ensemble fermé
(ouvert) dans Pespace. Puis on prouve que ’hyper-espace, ainsi
congu, est un espace métrique?) compact, done ?) quil esthoméo-
morphe & un ensemble fermé et borné sirué dans les-
pace Cartésien & un nombre fini ou infini (espace Hilbertien)
de dimensions.

Le théorbme suivamt concerne une opération qui condnit & la
décompusition semi-continue. Nous en conclurons que I'hyper-espace
est une image continue de-l'espace.

Théoréme II. Etant donnée une fonction T'(x)4) qui & tout élé-
ment z d'un espage métrique compact M fait corvespondre wn sous-
ensemble non-vide T(x) dun espace métrique compact £ de fagon que:

) | E=3T()
" si xz2, ona T T@)=0
8) si limz,==x on a Limsup T(x,)C T(x)

la décomposition (6) est semi-continue. En outre, la fonction T(z)
établit une homéomorphie entre M et Uhyper-espace H de cette dé-
composition.

Démonstration. Soient {z,} une suite extraite de M et un
élément de M tel quen posant; T(x,) = T, et T(x)= T, on satis-
fait & linégalité (4). Il g'agit, conformément au théor. [, d'établir

Vinclusion (0). En vertu de (8), il suffit de prouver I'égalité
) lim &, ==2.

- Cela revient a dire que. si {x,} est une suite convergente extraite

de {x,} et

(10) limz, =/,
on a
1) z = z.

1) Voir les ouvrages cités - de M. Alexandroff, ol se trouvent aussi le co-
rollairs du théor. 11 et le théor, 1IL

’) La distance entre deux tranches dans I'hyper-espace ne coincide pas, en
général) avec la distance entre deux ensembles, au sens de M. Hausdorff.

3) D'aprés un théoréme de Urysohn (Voir C. R, 178, 1924).

4) Cf. les fonctions »supra-continuesc de M \V. A. Wilson, Amer Journa}
Math, 48 (1926), p. 164.

icm

Les décompositions semi-continues. 173

Or les formules (1),110) et (8) donnent: Liminf 7', C Limsup T, C
C T(z"). 1l en résulte, selon (4), que T'. T(x', 3= 0; ce qui entraine
(11) en vertu de (7).

La semi-continuité de la décomposition (6) est done établie.

De plus, la fonction T(x) est continue, conformément & la cou-
dition (8) et & la définition II. Elle est, en 'méme temps, selon (7),
biunivoque. Il en résulte que (M étant compact) cette fonction est
bicontinue, c. & d. quelle établit une homéomorphie eutre I et
H.En d’autres termes: les formules (5) et (9) sont équivalentes.

Corollaire. Etaut donnée une fonction continue f(p) qui trans-
forme un espace (métrique compact) K en un ensemble M et T(x) dé-
signant lu fonction inverse') & f, la décomposition (6) est .semi-conti-
nue et son hyper-espace est loméomorphe & M *).

Réciproquement. on a le théoréme suivant:

Théoréme III. L’hyper espace est une image continue de lespace.

Plus précisément: la fonction f(p) définie par la formule peflp) e H
transforme B en H d'une fugon confinue.

Démonstration. Supposons que limp, =p et posons f(p,) =1,
et f(p)=1. L'inégalité (4) est donc satisfaite et, en raison de la
semi-continuité, l'inclusion (b) en résulte. Mais cette inclusion signi-
fie, selon la déf II, que les tranches T, convergent daos Thyper-
espace vers T'; la continuité de la fonetion f(p) est ainsi établie.

La corollaire du théor. II et le théor III mettent bien en évi-
dence la lisison entre la théorie de décomposition semi-continue et

Tétude der fonctions continues.

4. X étant uve famille arbitraire de tranches, nous désignons
par S(X) la somme de toutes les tranches de cette fawille. Autre-
ment dit, si /(p) désigne, comme dans le théor. 111, la tranche qui
contient le point p et si T'(z) est la fonction inverse & f, on a

xs X

1) C.A.d. I'(x) désigne, pour tout z&M, 'ensemble de tous les p tels que f (p)=2.

%) L'intéressante remarque suivante, dune A M. Alexandroff, s’y rattache:
Nous avons vu que I'hyper-espace est métrique et compact. Or, si l'on considére
comme espace I I'ensemble linéaire non-dense de Cantor, son hyper-espace peut
atre un espace métrique compact le plus général, Cela résulte de I'existence d’une
fonction ,péanienne généralisée” qui transforme de fagon continue I'ensemble de
Cantor en un espace métrique compact, donné d’avance (Hausdorff, L c. p. 197).
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Nous réunissons dans le théoréme qui suit les propriétés élé-
mentaires de la fonction S(X):

Théoréme 1V.

19 S(X+Y)=8(X)+ S(X)

2. S(XX)= S(X).S8(X),

3% S —XY)= S(X)— S(X).

4 S{H)=FE,

5. Pégalité S(X)=0 équivaut a: X =0,

6% X est une image continue de S(X),

7 S(X) C S(X),

89 powr que X soit fermé (ouvert), il faut et il suffit que S(X)

le soit, “ .

9° Tégalité SIX). S(X)=0 équivaut &: X .Y = 0.

Démonstration, La démonstration des propositions 1° — 5o
est immédiate. La proposition 6° résulte directement du théor. III.
Pour élablir 7° il suffit de prouver que les hypothéses: p = lim p,,
peT et p,eT,eX entrainent Te X Or, linégalité (4) est évidem-
ment remplie, d'oii résulte I'inclusion (5), qui selon la définition II
donne 7'eX . , L

Si Ton suppose que X'==X, on conclut de 7° que S(X)==S(X).

Inversement, si I'on suppose S(X) fermé, X Iest aussi, en vertu
de 6°. .

Pour que X soit ouvert, il faut et il suffit que H—X soit
-fermé, donc que S(H— X) le soit, c’est-a dire (selon 3° et 4°) que
S(X) soit ouvert.

La proposition 8° est donc établie. Passons & 9°.

Supposons que X .Y 3= 0.

11 existe done une suite de tranches T, T, T3, ... assujetiie 4 la
condition (5) et telle que 7,&X et T'e¥. Liinclusion (5) entraine:
3T, 740, dou S(X).S(¥)=0.

ne] —_—
D'autre part. si I'on suppose que X.Y¥ =0, il vient selon 2°
et D° S(X).S(¥)=0, dod. en raison de 7°: 8(X).8(¥)=0.
Notre théoréme est donc démontré complétement.

"~ § 2. Les tranches de continuits,

5. Déﬁnit,ion 1. Une tranche T est dite tranche de contin uité,
lorsque Uinégalité :
(12) T.Lim T, = 0.
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entraine légalité
i13) I'=LinmT,.

Exem‘ples. La décampositio‘n- du car.ré 0T, 0Cy<C1 en seg-
ments verticaux est une décomposjtion continue: toutes ses tranch s sont des tran-
ches de continuité,

Un simple exemple d'une tranche de discontinuité est fourni par la décom-

. . . . 1

position suivante: K so compose du segment O0<Cz<1 et des points 1+;

(n=1,2,3,..., chucun de ces points formunt une tranche; le segment, consi-
déré comme tranche, est une tranche de discontinuitd.

Considérons encore I'exemple suivant, Soit f{a), a<z< b’ une fonction con-
tinne réelle de variable réelle). Les intersections de l'image géométrique E de
cette fonction avec les droites paralléles & I'uxe des o dunnent une décomposition
semi-contioue de I, Cette décomposition peut ne pas &tre continne. Tel est 'exem-
ple de la courbe y =23 —x, __ 9 < 2, olt les deux droites horizontales qui
passent par les exirémés de Ia courbe donnent des tranches de discontinuite,

Evideminent, une trunche composée d*un seul point est toujours une tranche
de continuité,

6. Théoréme 5. La définition 111 équivaut aur définitions qui
s'en obtiennent en remplacant lu condition (12) par (4) ou (5).

Démonstration. Pour abréger l'écriture, désignons par e la
proposition: ,(12) entraine (13) quelle que soit la suite {T,}¢. Dé-
signons par 8 et y les propositions qui s'obtiennent de a en rem-
plagant (12) respectivement par (4) et (5).

Il s'agit de prouver que a==g=1y.

Or, la condition (12) entraine évidemment la condition (4) et,
la décomposition étant semi-continue, cette derniére condition en-
traine (D) en vertu du th. I Done g implique a et y implique §.
Il reste & prouver que o implique y.

Or, soit {T,} une suite assujettie & Pinclusion (5). Pour prouver
(13) il suffit done de démontrer que

(14) Liminf 7, =T,
ce qui revient & dire, en vertu de (2), que
(15) Lim7, =T
pour toute suite convergente {7,} extraile de {T}.
Les inclusions (1) et (5) entrainent 03=Lim 7, C Limsup 7,(C 1.
Done 7I'.Lim 7, 5= 0 d’oi, en admettant a et en y remplagant {7,}

par {T, }, on arrive a (15).
Done « entraine y.
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Corollaire. Pour quume tranche T soit une tranche de continuité,
il “faut et il sufiit que la convergence vers T dans Thyper espace,
coincide avec la convergence dans Vespace.

En effet, il est évident que la convergence dans I'espace entraine
toujours la convergence dans I'hyper-espace, c'est-d-dire -que (13)
entraine (5). D'autre part, d’aprds le théor. V, la condition suffisante
et nécessaire pour que T soit une tranche de continuité est que (D)
entraine (13), clest-d-dire que la convergence dans Phyper-espace en-
traine la convergence dans l'espace. Le corollaire en résulte immé-
diatement.

Théoréme VI. Etant donnée une fonction T(x) assujettie aux
hypothéses du théor. II, la condition suivante est suffisante et uéces-
saire pour quune tranche T (y) soit une tranche de continuité:

(16) Végalité lim y,=y entraine LimT(y,)=T(y).

Démonstration. 1. Selon te théor. I[, la fonetion T'(z) est
bicontinue, Par eonséquent, I'inclusion Limsup T'(y,) C T'(y) entraine
P'égalité lim y,=y. Or, si l'on admet (16), cette dernitre égalilé en-
traine: Lim T(y,) = T(y) La tranche T'(y) est donc selon le théor. V
une tranche de continuits. Ainsi, la condition (16) est suffisante.

2. Admettons que T'(y) soit une tranche de continuité. Or, I'éga-
lité lim y, ==y entraine, selon (8): Limsup T'(y,) C T'(y) et cette der-
nitre inclusion entraine selon le théor: V: Lim T'(y,) = T (y).

L'hypothése que 7T'(y) est une tranche de continuité entraine
ainsi la proposition (16).

7. Théoréme VILY). La famille des tranches de continuité (con-
sidérées comme points d’hyper-espace) est un ensemble Gy*) dense dans
Uhyper- espace.

Démonstration. L'espace £ étant supposé métrique compact,
il existe une suite d’ensembles ouverts, ,spheéres rationnelles, tels
que tout ensemble ouvert dans K est somme d'une certaine famille
de ces sphéres. Formons la suite de tous les couples de ces sphéres

(17) (I{h LI)» (KZT Ll)a T (Kn L’n)r"
tels que
(18) K,.CL,.

!) Dang le Bull. Amer. Math. Soc. 32 (1926 Nov.-Dec.) M. L. S. Hill signale
un théoréme analogue.
%) Produit d’'une suite infinie d'ensembles ouverts.
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Nous allons représenter la famille I de tranches de disconti-
nuité comme somme des familles Z, (m=1,2, 3,...), définies de la
fagon suivante: la tranche T' appartient & Z,, lorsque

(19) T.K,.%0
et, lorsque il existe, en outre, une suite de tranches {T.} telle que:
(20) ’ Limsup T, C T,

@1) .Lm.j T,=0.

n=

Il g'agit d’abord de prouver que

(22) D= j Z.

nual

Or, si Te D, il existe d’aprés la déf. IIT une suite convergente
de tranches {T} assujettie & I'inclusion (20) et un point p tel que
peT'—LimT,. On peut done entourer ce point de deux sphéres
K, et L, de fagon & satisfaire aux conditions (19) et (21). Par-
suite TeZ,,. )

Inversément, si l'on suppose les formules (19)-—(21) remplies,
T v'est pas la limite de 1a suite {7}, ce qui prouve en vertu du
théor. V et de l'inclusion (20) que ' D.

L’identité (22) est ainsi établie.

Notre théoréme sera done démontré dés que nous prouverons que
pour tout m, la famille Z, est fermée et non-dense.

1. Z, est- fermée (dans I’hyper-espace). Supposons que {7}
est une suite de tranches qui ,convergent dans I’hyper-espace vers
T et appartiennent & Z,. On a, par conséquent:

(23) T'.K.=+0,

(24) Limsup T'C T';

de plus, pour tout # il existe une suite {T';} telle que
(25) Limsup 1 C 1%

(26) L, T,=0.

Désignons par F, la famille des tranches T, Tj,... et par G
Fundamenta Mathematicae t. XI. 12
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celle des tranches T, T%... Conformément & (24), on a 1¢G.

Selon (25): T*¢ F, doh ¢ C3F C 2 F,.

i=1 =]

Par conséquent: Te 3 F,. Autrement dit, il existe dans la fa-
i=]

mille 3 F, une suite de tranches 7}, T,,... qui converge (dans I'hy-
=1

per-espace) vers T, cest-d-dire qui satisfait & Pinelusion (20). En
vertu de (26) on a done (21) et Jes formules (23) et (24) entrainent (19).

Les formules (19) — (21) remplies, il vient T'¢ Z,; autrement
dit, Z, est fermée.

2. %, est non-dense {dans 'hyper-espace). En effet, 1" appar-
tenant & Z,, ilexiste une suite {1}} qui converge dans I'hyper-
espace vers I' (formule (20)) et qui satisfait & 'égalité (21). Or, cette
&galité, rapprochée de linclusion (18), donne T,.K,=0, ce qui
prouve conformément & (19) que T, n'appartient pas & Z, quel que
soit n. La famille Z, étant fermée, est dune non-dense.

Notre théoréme est done démontré complétement.

Le théoréme démontré tout-A-1'heure est uns généralisation d'un théoréme bien
connu de la théorie des fonctions: les points do continuité d'une fonction (réelle)
Sfiey, O0<Cz< 1 bornée et semi-continue supérieuremeat ‘forment un ensemble
dense dans le segment 01.

En effet, soit / 'image géométrique de cette fonetion (c. &, d. I'ensemble des
points (z, f(x']. Considérens la décomposition

ott T'(x désigne I'ensemble de points de / & abscisse w.

L'hyper-espace de cette décomposition est homéomorphe au segment. D'aprés.

le théor. V1I, V'ensemble C des = tels qus 7'(x) est une tranche de continuité est
un Gj densé dans le segment 01. Nous allons prouver que C est précisément l'en-
semble de points de continuité de la fonetioa f(x).

On voit d'abord que, pour que f(z) scit continue dans un point ay, il fuut
et il suftit que 'ensemble T'\x;} se rédaise an point {x,, [ (a;o)]. Dans ce cas la
tranche T'{x,), comme composée d'un seul point, est une tranche de continuité.

Inveraément, adinettons que '(x,) est une tranche de continuité et supposons,
par impossible, qu'elle contienne outre le point {2y, flxg)] un point [, y'].

1l existe, par conséquent, une suite {,} telle que lima, =, ot limf(w)=y'.
D’aprés le théor VI, Lim T'(z,) = T (x,).

Or, la fonction f{x) étant semi-continne supériearement, le point [z, f(zx)]
est le point d'ordonnée maximum de la tranche T'tx,). Parsuite tous les points de
T{x,) sont d’ordonnées Climf(7y) et. en méme temps, lim F(x,) < Sf(xo). Done
fla) =lmf(r,)=y, c q. f d.
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§ 3. Décompositions en tranches countinues.

8. Théoréme VIIL Si un espace métrique compact E est dé-
composé en une infinité dénombrable de continus') disjoints, cette dé
compoxition est semi-continue.

Démonstration. Soit

o) b= S

fam}
la décomposition donnée. Soit {T,} une suite convergente. Posons
(28) | L=LimT,. '
{00 *

L, comme limite d’'une suite de continus (d'un espace compact),
est un continu?j. D'aprés (27). on a L= 3 (L.T,), les sommandes
ne=

de cette somme étant disjoints par hypothése. Or, d’aprés un thé-
oréme de M.Sierpifski?). un continu borné ne peut dtre somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles fermés disjoints et non
vides. Par conséquent, 1l n'y a parmi ces sommandes qu'un seul,
soit L. T, qui n'est pas vide. Done L= L.T, et il vient, selon
(28): Lim T, C T,, ce qui prouve conformément & la définition I
que la décomposition est semi-continue.

Le théoréme suivant de M. K. U, Moore#) résulte du théoréme que mous
venons de démontrer:

Si Von décompose un ensemble fermé et borné K en une suite infinte de con-
tinus disjoints T,, T,,..., il exisie parmi ces continus au moing un qui ne
contient pas de points d'accumulation des autres.

En effet, d'aprés le théor, VIII, la décomposition envisagée est semi-continue,
Son hyper-espace H, comme image continue de E (théor. Ill), est fermé et dé-
nombrable; il n'est donc pas parfait. H contient donc une tranche I, isolée (dans
I'hyper-espace). Autrement dit; X désignant la famille de tranches T,... Tty Totiyee
et ¥ la famille composée de In tranche 7', seule, on a X¥=0.

1l en résulte, d'aprés le théor, 1V, 99, que S(X), §(¥)=0, c'est-i-dire que
T1+,..+ T,,_1+ T,,+1+.‘. T,,-"‘:O, c. q. f. d.

Si Yon décompose un espace £ en une infinité non-dénom-
brable de continus disjoints, la décomposition peut évidemment

1) Un point est considéré, dans Ja suite, comme continu.
2 Cf. Janiszewski, Thése, théor. 1.
3 Tohoku Math, Journ. 13 (1918), p. 300.
4) An extension of the theorem that no countuble point set is perfect, Proc.
Nat. Acad, Se. 10 (1924), pp. 168—170.
2%
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ne pas étre semi-continue. Pour qu'elle le soit il faut soumettre £
4 des conditions supplémentaires:

Théoreme 1X. Si lon décompose en (vrais) sous continus disjoints
un continu (borné) dont tout sous-continu est jordanien?). la décom-
position est semi-continue. En outre la famille des tranches composées
de plus dun point coincide avec la famille de tranches de discontinuité
et est an plus dénombrable

Démonstration D'aprés un théoréme de M. Zarankie-
wicz?), si (), G, . est une suite convergenie de continus disjoints
situés dans un continu dont tout sous continu est jordanien, sa li-
mite Lim C, se réduit & un seul point. Il en résulte immédialement
que la décomposition envisagée satisfait & la condition 3° de la dé-
finition I, donc gqa’elle est semi-continue. Il en résulte aussi qu'une
tranche de continuité ne peut confenir plus d'un point.

1l y a done identité entre les tranches de continuité et les tran-
ches composées d’'un seul point. ‘

Enfin, la famille de tranches composées de plus d'un point est
au plus dénombrable, car, conformément & un théoréme de M. Geh-
man3), toute famille de sous-continus disjoints et contenant plus d'un
point extraite d’'un continu assujetti aux hypothéses du théoréme IX
est au plus dénombrable.

Remarque I. Inversement, si E contient un sous-coniinu non-jordanien, il
existe une décomposition en continus disjoints qui n'est pas semi-continue. En
effet, d'aprés le théoréme précité de M Zarankiewicz, on peut, dans ce cas,
extraire de E une suife convergente de continus disjoints C,, C,,... dont la limite
contient plus d'un point. La famille composée 1°: des continus (), C,,... et 29:
des poinis individuels qui appartiennent 2 E — (C, 4-C; -}...), tout en présentant
une décomposition de E en continus disjoints, ne satisfait pas & la condition
3% ds la déf. I, ne donne donc pas lien a une décomposition semi-continue.

Remarque II. Les continus dont tout sous-continu est jordanien forment une
sous-classe dans la classe des continus 4 une dimension4). Or, il importe de
remarquer que la deuxidme pariie du théoréme ne peut &tre étendue i cette claase
méme dans Phypothése supplémentaire, que la décomposition est comtinue,
M. Vietoris (I c.) a donné, en eoffet, un exemple d’un continu plan non-dense
ot M, Knaster d'un continu plan irréductible entrs deux points qui se décom-
pose d'une fagon continue en iranches dont chacune est un continu contenant
pius d'un point.

%) image continue d'un intervalle.
%) Fund. Math, IX, théor. 4,
%) Ann, of Math. 27 {1925) p. 39.

4) au sens de M. Bronwer,
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9. Théoréme X. Siles tranches (d'une décomposition semi-con-
tinue d’un espace métrique compact E) sont des continus, la condi-
tion suffisante et nécessaire pour gquwune fumille de tranches F' soit
connexe par rapport & Uhyper-espace et que la somme S(F) soit con-
nexe par vapport & lespace.

Plus généralement: pour que C soit une composantel) de F il
Saut et il suffit que S(C) soit une composante de S(F)2).

Démonstration. Si S(F) esl connexe, F, comme image con-
tinue de S(F') (théor. 1V, 6°), I'est également

Supposons maintenant que S{F) n'est pas connexe, c. 4 d que

(29) S(Fy=M+ N
(30) MN=0=NM
(31) MEO0£N

Toute tranche étant, par hypothése, un continu, les tranches qui

forment S(F') sont (conformément & (30)) contenues entitrement les
unes dans A/ et les autres dans V. En d’autres termes:

{32) F=V4+Y
(33) M=S(FV), N=S§(Y)
Les formules (31) et {33) donnent en vertu du théor IV, 5f’
I'inégalité :
(34) V304 Y.
Les égalités (30) et (33) donnent en vertu du théor. IV, 90
Végalité :
(35) V.Y=0=Y.V.
Les formules (32), (34) et (35) prouvent que F' n’est pas counexe.
L’équivalence entre la connexité de F et de .S(F') est ainsi établie.
Passons & la deuxidme partie du théoréme

Soit € un sous ensemble connexe de F' qui n'en est pas une
composante. Soit done K un ensemble connexe tel que

CCKCF et K—C=%0

1} C est une composante de F, si C est connexe et il n'existe aucun autre

ensemble connexe X tel que CC X(CF
7 Cf. L Vietoris, | ¢, p. 445 (2),
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D'aprés le théor. IV, 3° et 59, il en résulte que
S(€)C S(K) C S(F) e S(K)—S(C) %0,

ce qui prouve que S(C) n'est pas une composante de S(F).

Inversément, admettons que S(C) soit un sous-ensemble connexe
de S(F) qui n'en est pas une composante. Soit L un ensemble
connexe tel que

S(C)CLCS@F) e L—S8(C)=0.
Considérons la fouetion f(p) du théor. IIL Il vient
FSO) CAD)CASE) et f(L)—/(S(C)F0.

Or, la fonction 7 étant continue, f(L) est connexe. En outre:

f(S10)=C et f(S{(F)=F. On en conclut que C n'est pas une
composante de F.

Corollaire 1. Si les trauches sont des continus, la condition suf-
fisante et nécessaire pour que hyper-espace soit un continu est que
lespace le soff.

C'est une conséquence immédiate des théorémes IV, 8° et X.

Corollaire 2. Si les tranches sont des continus, les propriétés
suivanies de Uespace E appartisnnent & Uhyper-espace: 1° d'étre un
continu irréductiblet), 2°: d'étre un continu indécomposable®), 3°: ne
contenir aucun continu non-jordanien, 4% la propriété m suivante: le
produtt de tous deux continus dont la somme est égale & K est un
continu3), 5% d'éire une dendrite?). ,

Démonstration. 1. Soit A un continu irréductible entre a
et b. Soient T, et T, les tranches qui contiennent a et b respecti-
vement. Si K est un continu tel que: 7,,T,¢ K H, on a
a,be S(K)(C E, ce qui entraine, en vertu de l'irréductibilité de E,
que S(K)=E, done que K = H. Autrement dit, H est irrédu-
ctible entre T} et T,

) En ce qui concerne les décompositions des continus irréductibles, je prouve,
dane Jes Fund. Math. X, que tont continu irréductible (borné) admet une décom-
position (semi-continue en sous-continus) linéaire qui est ,la plus.fine*, c'est-a-
dire que tout autre décomposition linéaire (en sous-continns) s'en obtient par la
réunion de plusieurs tranches en une seule,

%) Clest-a-dire: ne pas &tre somme de deux vrais sous-continus,

3) Cf. Vietoris, I. c.

4} Continn jordanien qui ne contient ancune courbe simple fermée.
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2. Supposons que I'hyper-espace H soit décomposable: H=K+L,
olt K et L sont deux continus tels que H — K=40f H—L. 1l
vient, selon le théor. IV:

E=S(H)=S8(K)+ 8(L), S(H)—
ce qui prouve que K est décomposable.
8. Soit K un sous-continu arbitraire de H. Done, §(K), comme
sous-continu de £, est par hypothése un continu jordanien. Parsuite,
K, comme image continue de S(K) (théor.1V, 6°), en est également un. -
4. Soient K et L deux continus tels que H=K-+{ L. Done
== S(K) -} S(L) et, par hypothése, S(K ). S(L) est un continu.
Or selon le cor. 1, il en résulte que K L est un continu, ce qui
prouve que H jouit de la propriété =.
5 Comme image continue d'un continu _jordanien, H est jorda-
nien. Soit K un sous-continu arbitraire de H.
Or, S(K), comme sous continu d'une dendrite est également
une deadrite, posséde donc?) la propriété . Il s'ensuit, selon 49, que K
la posséde également; K ne peut done &tre une courbe simple fermée.

K) 4 0k S(H)— S(I),

En suivant la voie de raisonnement de M. Vietoris, on peat établir plu-
sieurs autres théorémes concernant Ja structure de I'hyper-espace pour le cas oft
I'espace jouit de la propriété . Ainsi, par exemple, supposons que E est un con-
tinu de Jordan qui est situé sur le plan et ne le coupe pas. Comme continn
borné qui ne coupe pas le plan, E jouit (d'aprés un théoréme de Janiszewaski)?)
de la propriété =, Par conséquent, I'hyper-espace H jouit également de cette pro-
priété. De plus, H, comme image continue de E, est un continu de Jordan, Or,
si 'on suppose que I soit & une dimension, les propriétés ‘mentionnées de H im-
pliquent 3) que H ne contient aucune courbe simple fermée, o. 4, d. que H est
une dendrite.

D’une fagon analogue, si I'on conmsidére comme E la surface d'une sphére et
si 'on suppose que H est i une dimension*), H est également une dendrite %)
(car E jouit de la propriété z).

.

) d’aprés un théoréme de M. K. Menger, Math. Ann. 96 (1926), p. 575.

) Prace mat.-fiz. 1913.

3) Voir Vietoris I. c. p. 446 ().

4) 1I serait intéressant de rsconnaitre s'il est possible de décomposer la sur-
face d'une sphére de fagon semi-continue et telle que H ait la dimension =2 et
que .toutes les tranches ajent la dimension > 1. Ce probléme se rattache au thé-
oréme principal de J'ouvrage de M. R. L. Moore, publié dans les Trans, (1. c.).
Pour d'autres problé de di nant la théorie de décomposition
semi-continue on consultera P, Alexandroff, Math, Ann. (op. cit) p. 570 et
L. Tumarkin Proc, K. Akad, Wet,, . Amsterdam, 28 (19256), p. 1000.

5 laplus générale, selon un théoréme trés intéressant de M, Vietoris (L, c.).
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10. Un espace K est dit localement connexe au point p (au
gens de Mazurkiewiez —Hahn) lorsque la condition limp,=p
entraine Vexistence d'une suite de- continus X, de diamétre tendant
vers 0 et tels que (p,p,)C E.(C C. Soit 4 l'ensemble de points ol
E n'est pas localement connexe. On appelle partie premidre?): 1° toute
composante de 'ensemble 4, 2° tout point de C— 4.

Théoréme XI (de R. L. Moore)?. La décomposition d'un con-
tinu (borné) E en parties premidres est semi-continue. L'hyper-espace
de cette décomposition est un continu de Jordan

Démonstration. Nous allons baser notre démonstration sur
les deux propositions suivantes:

10 la décomposition d’'un espace métrique compact en compo-
santes est semi-continue ; son hyper-espace est linéaire et poneti-
forme (c. & d. ne contient aucun continu qui ne se réduise & un
point) ¥);

2° Yensemble de points de non-connexité locale d'un continu est
somme de continus dont sucun ne se réduit & un point, done cet
ensemble n'est pas ponctiforme (b moins qu'il ne soit vide)+).

Pour établir que la décomposition en parties premiéres est semi-
continue, considérons une suile convergente de partie premiéres
P,, B,,... 1l g'agit de prouver qu'il existe une partie premiére P
telle que

(36) Lim P, P,

s

Il y a deux cas 4 envisager. Dans le cas ol tous les P, sont
des composantes de 4, Pinclusion (36) résulte de la proposition 1°
(car la décomposition de 4 en composantes est semi continue). Dans
le cas ob, pour tout n, P,(C E—A, lensemble P, se réduit (par
définition de partie premiére) & un point individuel; la limite Lim P,
est, par conséquent, composée aussi d'un seul point et l'inclusion
(36) est évidente.

La semi-continuité de la décomposition en parties premiéres est
done établie

') wPrimteil* au sens de M. Hahn (Wiener Ber. 130, 1921, p. 217).

%) Concerning the prime parts of a conbinuum Math, Zft, 22 (1926, pp.
307 —31b.

3) Voir: Brouwer Proc. K. Akad, Wet., Amsterdain 12 {1910}, pp. 785794
Hausdorff, loc. cit. p. 159, Alexandroff, loc. cit. p. 570.

4) Voir ma note des Fund. Math, 11T, p 60
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Considérons la fonction f(p) du théor. III. Dans Pensemble
E— 4 cette fonetion est bicontinue, car pour peC —4, on a f(p)=p.
La connexité locale étant un invariant de U'Analysis Situs, hyper-
espace est localement connexe au ,point* f(p), pour tout pe£— 4.
Or, toutes les tranches 7(p) qui correspondent aux points p de 4
(c'est-a-dire: les composantes de A) formant, selon 1° un ensemble
pouctiforme, on conclut de 2° que Pensemble des points de nun-
connexité locale de I'hyper-espace est vide.

Par conséquent, H, comme continu borné (cor. 1 du theor X)
et localement connexe, est un continu de Jordan (selon le théoréme
de Mazurkiewicz-Hahn)?).

I1 est A remarquer que dans certains cas la décomposition d'un continu en
parties premitres peut devenir illusoire; il peut notamment arriver que cetfe dé-
composition ne donne lieu qu'i une seule tranche, a savoir le continu entier. Plus
généralement. il existe des continus qui n’admettent aucun autre hyper-espace
jordanien (provenant d'une décomposition en tranches-continues) que I'hyper-espace
composé d'un seul point. lels sont conformément au cor. 2. du théor. X les con-
tinus indécomposables. Tel est encore I'exemple suivant:

Joignons tout point de 1'ensemble parfait non dense de Cantor, situé sur I'axe
des =, par un segment rectiligne 4 un point p, situé en-dehors de cet axe. Soit
E le continu ainsi obtenu. Imaginons ce continu décomposé d'une fagon semi-
continue en (vrais) sous-continus, Je dis que I'hyper-espace H de cette décompo-
sition est non-jordanien.

Soient, en effet, 1, la tranche qui contient p,, p un point arbitraire de £— T,
{p.} une suite de points qui convergent vers p et dont aucun n'est situé sur la
droite pp,; soient enfin p,e T, ot peT.

Par I’hypothése, lim p, = p; done T' Liminf T} :*:0 d'od selon le théor I,
Limsup T, (T T, ce qui prouve (déf 11} que ld suite {7} converge dans H vers T-

Soit K, un continu de I'hyper-espace qui unit 7', .& 1. Selon le cor. 1 du
théor X, S{/,) est un continu gui unit p, & p. Or, il est évident que tout sous-
continu de F qui contient p, et p passe nécessairement par p,. Done poeS (K.},
dott Tye K,.

Nous arrivons ainsi 4 la conclusion que tout continu K, qui unit 7,2 T
{(dans H) passe par Ty. Donc le diamétre de K, ne tend pas vers O (il reste, en
effet, >> g, (7, T,); par conséquent, conformément & la définition de connexité
locale citée au début du N 10, H un'est pas localement connexe 4 T, e. q. f. d.

1) Mazarkiewicz, C. R. Soc. Se. Varsovie 6 (1913), II. Hahn, Wiener
Ber. 123 (1914).
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