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Chaines de théories umniverselles
par

Maurice Pouzet (Villeurbanne)

Résumé. Une théorie universelle T' (théorie engendrée par des énoncés universels) est dite
irréductible lorsque T n’est pas lintersection de deux théories universelles distinctes de 7. Nous
prouvons que étant données deux théories universelles T et 77 d’un langage comportant au plus des
prédicats et des constantes, si toute chaine (pour Iinclusion) de théories universelles irréductibles
comprises entre T et 7" est au plus dénombrable alors toute suite croissante de telles théories est
stationnaire.

Introduction

Divers auteurs ont étudié (ou seulement utilisé) des conditions de chaines
analogues & celles intervenant dans la théorie classique des idéaux, mais concernant
certains ensembles d’énoncés ou certaines classes de structures. C’est le cas notam-
ment de A. Robinson (qui les étudie d’un point de vue essentielloment algébrique,
voir par exemple les chapitres VII et VIIT de [20]) de A. Malcev (qui les utilise de
fagon implicite, voir le chapitre 33 de [14]) de R. Fraissé (dont I’intérét pour ces ques-
tions est 1ié & sa notion d’abritement, voir [5] et le chapitre 3 de [4]) et, pour des
études particuliéres, de G. Higman, [10] J. B. Kruskal [11] C.S'.J.A. Nash~
Williams [16], R. Laver [13]. '

I nous a paru intéressant d’entreprendre une étude systématique des conditions
de chaines portant sur les théorics universelles (ce cadre d’apparence limité suffisant
A exprimer I’essentiel des résultats connus) et plus particuliérement sur celles dont le
langage ne comporte pas de fonctions (le cas général nous semblant actuellement
trop difficile) avec comme premier objectif une classification de ces théories (en
connexion avec le programme suggéré par A. Malcev, voir chapitre 34 § 2 de [14]);
Ceci compte tenu d’autres applications, par exemples & des problémes de décidabilité
voir [9] ou d’axiomatisabilité liés & la définissabilité voir [17}.

Dans ce texte nous prouvons essentiellement le résultat suivant.

THEOREME. Etant données deux théories universelles T et T' dun langage
comportant au plus des prédicats et des constantes si toute chaine (pour Iinclusion)
de théories universelles irréductibles comprises enire T et T' est au plus dénombrable
alors toute suite croissante de telles théories est stationnaire.
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Ce résultat (qui est erroné lorsque le langage comporte des fonctions) est une
amélioration d’un précédent [18] donnant une conclusion analogue en supposant
plus fortement les théories universelles irréductibles comprises entre I" et T” en
nombre dénombrable. Amélioration peut &tre provisoire dans la mesure ou nous
ignorons notamment si les théories universelles comprises entre deux théories uni-
verselles irréductibles T et T sont en nombre dénombrable dés que toutes les chaines
de telles théories sont dénombrables.

Le texte est divisé en trois parties, Dans la premiére partie, aprés les rappels
nécessaires nous donnons quelques résultats élémentaires, mais utiles, concernant
les conditions de chaines.

Dans la deuxiéme partie, nous donnons la preuve du résultat annoncé en ob-
tenant d’abord une propriété particuliére des théories universelles dont le langage ne
comporte pas de fonctions, puis en obtenant une propriété de certaines familles
d’ensembles. ‘

Enfin dans la troisiéme partie nous entamons une classification des théories
universelles.

I. Préliminaires

Dans cette partie, ainsi que les suivantes, nous considérons un langage du premier
ordre L (avec égalité) pouvant comporter des prédicats, des constantes et, sauf
spécification contraire, par exemple en II.2, des symboles de fonctions.

L 1. Types universels et existentiels.

L 1.1. Nous dirons quune formule est universelle, respectivement existentielle,
lorsqu’elle est élémentairement équivalente & une formule qui, sous forme prénexe
ne comporte que des quantificateurs universels, respectivement existentiels. Etant
donnée une structure M réalisation de L nous appelons type universel, respectivement
type existentiel, respectivement 1-1ype de M I’ensemble des énoncés universels,
respectivement existentiels, respectivement combinaisons booléiennes d’énoncés
universels et existentiels (& 1'équivalence élémentaire prés), vrais dans M. Etant
données deux structures A et M’ réalisations de L nous dirons qu’elles sont
1-équivalentes lorsqu’elles ont mémes type universel, ou ce qui revient au méme,
ont méme type existentiel, ou encore ont méme 1-type. Ces définitions s’étendent
sans changement aux formules comportant au plus m variables libres (ceci en adjoi-
gnant m constantes au langage).

1. 1.2. 1l est commode de considérer le treillis distributif U, respectivement E,
quotient (par I'équivalence élémentaire) de ensemble des énoncés universels, respec-
tivement existentiels, ainsi que I’algébre de Boole B quotient de I'ensemble des
énoncés qui sont (3 I’équivalence élémentaire prés) des combinaisons booléiennes
d’énoncés universels et existentiels. Via le théoréme de compacité les types universels,
‘respectivement exislentiels, correspondent aux filires premiers non triviaux de U,
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" respectivement de E, et les 1-types aux ultrafiltres de B. Par example un ensemble I’

d’énoncés universels, clos pour I'équivalence élémentaire est le type wniversel d’une
structure M si et seulement si son image dans U est un filtre premier non trivial,
cest-a-dire (en identifiant un énoncé avec I'ensemble de ceux qui lui sont élémen-
tairement équivalents) que 1) si g e I' et - alors Y e T, 2) si @ et e I alors
onpel,3)siovyel alors p ouyel, 4) 0¢I. En outre la donnée d’un rype
détermine les deux autres; par exemple si I' est le type universel d’une structure M
alors le type existentiel, respectivement le 1-type, de M est I'ensemble des énoncés
existentiels, respectivement combinaisons booléiennes d’énoncés universels et existen-
tiels, consistants avec tous les énoncés de I

1. 2. Théories universelles.

T.2.1. Une théorie T de L est dite universelle lorsqu’elle est la cléture (pour
la déduction) d*un ensemble d’énoncés universels. Suivant A. Robinson une théorie
unjverselle T est dite irréductible lorsque T’ n’est pas Pintersection de deux théories
univetselles distinctes de T.

1. 2.2. Relativement au treillis U, Pensemble des énoncés universels d*une théorie
universelle T induit un filtre sur U (et réciproquement). Il revient donc au méme
de dire que T est irréductible ou que ce filtre est irréductible, ou encore, puisque U est
distributif, que ce filtre est premier.

Les propriétés de U retraduites en termes de théorie des modéles conduisent
aux énoncés suivants (voir par exemple [2]):

1.2.3. PROPOSITION. Erant donnée ume théorie universelle (consistante)
T il y a équivalence enire les propriéiés suivanres:

(i) T est irréductible;

(i) Quelles que soient les théories universelles Ty et T, si Ty O T, est incluse
dans T alors Ty ou T, est incluse dans T}

(i) Quels que soient les énoncés universels @ et \, si oV est dans T alors ¢
ou r est dans T :

(iv) T est la cloture (pour la déduction) d'un type universel;

(V) La classe des modeéles de T possede la propriéié d’extension commune (Joint~
Embedding Property) cest-g-dire que deux modéles de T s'immergent toujours dans
au moins un autre modéle de T.

. 2.4. L’intersection et la réunion de tout ensemble totalement ordonné (pour
Pinclusion) de théories universelles irréductibles sont des théories universelles irréduc-
tibles.

Suivant A. Robinson appelons composant d’une théorie universelle T toute
théorie universelle irréductible, minimale pour linclusion parmi celles contenant 7.

1. 2.5. Toute théorie universelle est Pintersection de ses composants.
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Y. 3. Chaines de théories universelles. Les conditions de chaine croissante lient
les propriétés de décomposition avec celles d’axiomatisabilité. L’essentiel, qui
résulte des propriétés du treillis U peut étre résumé dans I'énoncé suivant:

I. 3.1. PROPOSITION. Etant donnée une théorie universelle T il y a équivalence
entre:

(i) Toute suite croissante (pour I'inclusion) de théories universelles contenant T est
stationnaire;
(it) Toute théorie universelle contenant T est finiment axiomatisable modulo T
(iii) Toure suite croissante (pour Uinclusion) de théories universelles irréductibles
contenant T est stationaire et toute théorie universelle contenant T' est intersection
d’un nombre fini de théories universelles irréductibles.

(iv) Toute théorie universelle irréductible contenant T est finiment axiomatisable
modulo T.

Preuve. L’équivalence entre (i) et (if) et I'implication (i)-(iii) sont classiques.
Pour voir que (iii)—(i) remarquer. avec 1. 2.3(ii) que si deux théories universelles T
et 7' sont respectivement intersection des théories universelles irréductibles
Ty s Tiy oo, Ty 0t T, ., Tt .., Ty alors T7 contient T'si et seulement chaque 77
contient une T;. Voir ersuite que ce (pré)ordre ainsi défini sur les ensembles finis de
théories universelles irréductibles préserve la condition de chajne croissante (ceci
n'est que I'application au treillis des théories universelles d’un résultat de G. Rirkhoff
concernant les treillis distributifs (voir [1], chapitre VIII, § 2, pp. 182-183).

Pour voir que (iv) implique (ii) il suffit de remarquer que si une théorie uni-
verselle T' (contenant la théorie universelle T n’est pas finiment axiomatisable modulo T
alors elle est contenue dans une théorie universelle irréductible, non finiment axioma-
tisable modulo T. Ce fait s’obtient en observant qu’une réunion croissante de théories
universelle non finiment axiomatisable modulo T est encore une théorie universelle
non finiment axiomatisable modulo T; ce qui, par exemple avec Iaxiome
de Zorn, donne I’existence d’une théorie maximale parmi celles, non finiment axio-
matisables modulo T, qui contiennent 7. Puis en remarquant que cette théorie est
irréductible puisque la fini-axiomatisabilité est préservée par intersection finie.
(Ceci est, & peu de chose prés, la version “syntaxique” du lemme de “la mauvaise
suite minimale” de Nash-Williams [15], lemme permettant d’obtenir des exemples de
théories satisfaisant les conditions énoncées dans ce théoréme).

I. 3.2. Deux. théories universelles T er T' vérifient chacune les conditions de
Pénoncé 1.3.1 si et seulement si il en est de méme de leur intersection T ~ T
(utiliser 1. 3.1 (iil)). Par conséquent I'étude de ces théories se raméne  Pétude de celles
qui sont irréductibles.

I..3.3. ExemMPLES. Pour obtenir des exemples de telles théories, il est & notre
avis plus facile d’étudier les ensembles d’énoncés existenticls consistants avec ces
théories et lorsque le langage ne comporte qu’un nombre fini de prédicats, d’étudier
(ce qui revient au méme) leurs classes de modéles finis.
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1. Dans ce dernier cas appelons avec R. Fraissé [3] multirelations les réalisations
du langage; disons qu'une multirelation M s’abrite dans la multirelation M lorsqu’il
existe un isomorphisme de M sur une restriction de M, disons quune classe C de
multirelations toutes de domaine fini est close pour I'abritement lorsque toute multi-
relation M qui s’abrite dans une multirelation M’ de C appartient & C; disons qu’elle
est filtrante pour Pabritement lorsque deux multirelations de C s’abritent dans au
moins une multirelation de C; disons qu’une telle classe est un dge lorsqu’elle est
2 la fois close et filtrante pour I’abritement. Enfin appelons borne d’une classe C close
pour I'abritement toute multirelation M de domaine fini, minimale pour I’abritement
parmi celles n’appartenant pas a C.

2. Une classe close pour Pabritement est exactement la classe des modéles
finis d’une théorie universelle. C’est un Age si et seulement si la théorie correspon-
dante est irréductible; elle n’a qu’un nombre fini de bornes (comptées 3 I'isomorphie
prés) ‘si et seulement si la théorie correspondante est finiment axiomatisable. (En
quelque sorte une telle classe est plutdt la version sémantique de I'ensemble des
énoncés existentiels consistant avec une théorie universelle, un dge étant celle de type
existentiel.) Par conséquent, I’étude des théories universelles T" vérifiant les conditions
énoncées en 1. 3.1, se raméne A celle des classes C closes pour labritement pour
lesquelles toute suite décroissante de sous-classes de C, closes pour Pabritement, est
stationnaire. Ces classes sont donc celles pour lesquelles I'abritement est un belordre
(ou partial well ordering) notion qui, depuis G. Higman, a fait 'objet d’études
variées (voir par exemple [12]).

3. Compte tenu de cette traduction, voici quelques exemples de théorie T
vérifiant les conditions de I'énoncé I. 3.1:

Théorie (universelle) de lordre total et plus généralement d'une relation
enchainable ou d’une relation presque enchainable (voir la définition en 11T ci-dessous) ;

Théorie universelle de la relation de “comsécutivité” (relation binaire C sur
Pensemble N des entiers vérifiée pour les seuls couples (x,y) pour lesquels
y =x+1);

Théorie des arbres erdonnés (un arbre ordonné est un ensemble ordonné dans
lequel deux éléments ayant un majorant commun sont comparables) (résultat
dt & J. B. Xruskal [11]); voir enfin [17] et [19] pour d’autres exemples de nature
relationniste.

Aurres exemples avec des fonctions: Théorie universelle du groupe additif T
Pour un entier n arbitraire, théorie des groupes abéliens dont Pordre des éléments
est au plus 7 (remarquer que la classe des modeéles est déterminée par celle des modéles
finis puis utiliser le fait que tout groupe abélien fini est somme directe de groupes
cycliques).

1. 3.4. Lorsque le langage ne comporte gu’un nombre fini de prédicat les condi-
tions de chaine décroissante se réduisent & ceci:

Etanr données deux théories universelles T et T' d'un langage ne comportant
quun nombre fini de prédicats les suites décroissantes de théories universelles comprises
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entre T et T' sont stationnaires si et seulement si les théories universelles comprises
entre T et T' sont en nombre fini (considérer les classes C et C' des modéles finis de T
et T' et remarquer que ceux appartenant & C—~C’ sont en nombre fini).

Dans le cas général la situation est beaucoup plus compliquée et nous ne
Pétudierons pas ici. ’

1. 4. Quelques problémes concernant les théories universelles.

I 4.1. La similitude entre les propriété (ii) et (iv) conduit & étudier les possibles
“transferts” de propriétés des théories universelles aux théories universelles irréduc-
tibles. Parmi les propriétés susceptibles d’étre vérifiées par les théories contenant une
théorie donnée, citons celles-ci:

a) les suites croissantes sont stationnaires;
b) les chaines sont dénombrables;
¢) les théories sont en nombre dénombrable.

1. 4.2. Nous ignorons si, dés gu’une de ces propuctes est vraie pour les théories
universelles irréductibles alors elle le reste pour les théories universelles. Lorsque le
langage ne comporte qu’un nombre fini de prédicats on voit facilement que ces trois
propriétés sont équivalentes pour les théories universelles (nous ignorons si cela
s'étend 4 un langage dénombrable quelconque). Nous ignorons si elles le sont encore
pour les théories universelles irréductibles, mais nous allons montrer que b) impli-
que a), et plus fortement le théoréme annoncé dans l'introduction.

1. 43. Ce théoréme est erroné lorsque le langage comporte des fonctions:

Soit L le langage comportant un symbole de fonction s (de poids 1) et une infinité
de prédicats unaires ug, iy, ..., ty, ... Soit T la théorie universelle de la structure
M = (S, (Upnen) ayant pour base Iensemble N des entiers, la fonction S étant la
fonction successeur (définie par S(x) = x+1) et U, la relation unaire ne prenant
la valeur + que pour les x inférieurs ou égaux & 7. En caractérisant les modéles de T,
on voit facilement que les théories universelles irréductibles contenant T forment
une chaine T = TycTic...cT,c...cT, dans laquelle T, est la théorie universelle
de la restriction M, de M & lensemble des entiers supérieurs ou égaux & n, et T,
(qui est aussi Pintersection des T,) est la théorie de la structure M, = (S, U,) sur
P’ensemble des entiers dans laquelle S est la fonction successeur et les U, sont les
relations unaires prénant partout la valeur.., Pour un autre exemple avec seulement
une fonction et un prédicat voir [8].

II. Preuve du théoréme

Au lieu de considérer des théories universelles irréductibles nous considérons
plutét les types existentiels. Nous établissons en II. 2.2 une propriété de certaines
familles d’ensembles, qui nous permet de conclure en IL 4.
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IL. 1. Noyau et orbite d’une formule.

L. 1.1. Etant données une structure M, réalisation de L et une formule
O(xy, s Xn), Porbite de cette formule dans M est ensemble Oy 6(xy, ..., x,,) des
m-uples (ay, ..., @,) extraits de |M| qui satisfont 6(xy, ..., X,,), son noyau dans M
est I'ensemble Ny 0(x, ..., X,,) égal & Pintersection des ensembles sous-jacents aux
m-uples (ay, ..., a,,) extraits de |M| qui satisfont 0(xy, ..., x,,). C’est donc 1’01b1te
dans M de la formule 0'(x) égale a

Vi oo VX, (00, ...

Disons quune théorie T est 1-compléte lorsque pour tout énoncé universel ¢,

soit ¢ soit ~1¢ est dans T (en d’autres termes T contient un 1-type). Appelons
théorie 1-compléte de M la théorie engendrée par son 1-type.

IL. 1.2. LEMME. FEtant données une théorie 1-compléte T et une formule libre

0%, vor» Xu), la formule universelle §'(x) définie ci-dessus est équivalente, modulo T,
a une formule existentielle ¢(x).

s X)X = X[V VX = X)L

Preuve. Comme T est 1-compléte, soit Vx; ... x,, 710(xy, ..., x,) est dans T et
dans ce cas le résultat est évident (en prenant par exemple la formule x = x) et
sans intérét, soit x, ... x,,0(xy, ..., x,,) est dans T et dans ce cas en peut procéder
ainsi: soit M un modéle de T: 'ensemble Ny 0(x,, ..., x,,) étant I'intersection d’un
ensemble non vide d’ensembles finis est fini, par conséquent il existe un nombre fini,
soit r, de m-uples

-
p = (A eees iy oors )

, X,) et dont lintersection des ensembles sous-jacents
., X,»). Grice 2 cela nous pouvons construire une formule
existentielle ¢ (x) satisfaite pour les seuls éléments de N0 (%, ..., X,,) (cette vérifica~
tion étant purement technique le lecteur peut 'omettre, mais nous la faisons néam-
moins). Prenons m-r variables x! (avec 1<i<m et 1<j<r) distincts de x prenons
pour ¢(x) la formule suivante:

E(Ai)t<i~<.m!( /\ o(xj’" m))( /\ 5()‘1’ xl'))/\( /\ \/ )‘

L€j<r j=L.,r £i,'<Sm
<, /Sy
dans 1aquelle 5(¥i,Al:) est soit la fmmule xf = x, si af est égal & «f la formule
=] = xI) si aof est différent de all.

Si dans la partie libre de ¢(x) on remplace les x/ par les af alors la formule
obtenue est vraie pour les a de Ny 0(x,, ..., x,,) ct eux seuls; par conséquent I'orbite
de ¢ (x) contient Ny 0(xy, ..., X,,). Pour voir qu'elle lui cst égale remarguons que q
étant le nombre d’éléments de Ny O(xy, ..., A,,,) si les x{ sont remplacés par des a’
de | M| satisfaisant la conjonction des 8(xd, x) alors Iintersection des ensembles
sous-jacents aux a; = (ayt, .., d )y oos @ = (@i, ..., a)7) a exactement ¢ éléments;
en outre si les «)/ satisfont la conjonction des 0(x{, .., x}) cette intersection
contient par définition méme NyO(xy, ..., x,); Ppar conséquent si ces deux
conditions sont satisfaites cette intersection est exactement Ny0(x, ..., X,).

1ot 1 - / ‘
= (ay, @iy oo Q)5 o 4y = (a1, ..oy al, .., al), ...,

satisfaisant chacun 0(x,, ...
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Il en résulte que si les @' et un élément a remplagant x satisfont la partie libre de
@(x) alors a est dans Ny0(xy, .., x,) et donc en définitive que cet ensemble est
Torbite de ¢(x) dans M.

Montrons maintenant que ¢(x) est équivalente & 0'(x) modulo T\ Cela revient
‘4 montrer dans tout modéle M’ de T que I"on a Uégalité Ny 0(xy, ..., X,,) = Oy0(x)
(du fait que par définition Ny.0(x,, ..., x,,) = Oy 0'(x)). Soit donc M’ un modéle
de T; puisque T est 1-compléte, Porbite Oy.¢(x) posséde ¢ éléments et contient
Ny 0(xy, ..., X,.). Pour voir qu’elle lui est égale associons & Ny.0(xy, ..., x,,) une
formule ¢'(x) conmstruite de' la méme fagon que ¢(x). Comme précédemment
Oy '0'(x) = NypO(xy, .., X,) et, de. méme quici, Oy ¢'(x) posséde ¢' éléments
(ou g’ est le nombre d’éléments de O, @'(x)) et contient Ny0(xy, ..., x,). Par
conséquent g = ¢’ et donc Ny.0(xy, ..., X,) = Oy p(x). B

II. 1.3. Remarque. Le lemme ci-dessus admet la réciproque suivante: érant
données une réalisation M et une formule existentielle ¢ (x), si 'orbite de ¢ (x) dans M est
finit alors elle est contenue dans le noyau (fini) d’une formule libre. (Nous omettons
la preuve qui est facile.) Par conséquent si par analogie avec la notion de cloture
diie & W. Marsh nous définissons le noyau d’une réalisation M comme la réunion
des parties finies de [M| définissables par des formules existentielles alors, ce noyau
est exactement la réunion des noyaux des formules libres et donc lorsque M est une
multirelation de base E, le noyau de M est lensemble des a de E pour lesquels la
restriction M| 4 est strictement moins Agée que M. Une étude plus détaillée de
cette notion aura lieu ultérieurement (*).

Soit M une réalisation de L et n un entier:

II. 1.4. Disons qu'une partic 4 de |M|* est existentiellement définissable lors-
quelle est I'orbite d’une formule existentielle.

II. 1.5. L’intersection, la réunion de deux parties existentiellement définissables,
le complémentaire d’une partie finie existentiellement définissable sont existentielle-
ment définissables. Par conséquent pour toute partie 4 finie et toute partie B si 4
et B sont existentiellement définissables, alors A—B et B—A4 le sont aussi. Etant
donnée une partie F contenue dans une partie finie existentiellement définissable,
Pintersection OF de toutes les parties existentiellement définissables contenant F est
encore existentiellement définissable. Etant donnés deux éléments ¢ et b .chacun dans
une partie finie existenticllement définissable, les ensembles Oa et Ob sont égaux
ou disjoints. Si A est existentiellement définissable alors pour toute partie finic J de
1,2, ...,n ensemble p;(4) est existentiellement définissable (p, étant L'application
qui, au m-uple (x,);=y, ., 8ssocie (x;);. ;). Par conséquent une partie 4 est contenue
dans une partie finie existentiellement définissable si et seulement si chacune des

projections (c’est-2-dire les py(4)) est contenue dans une partie finie existentiellement
définissable dans |M].

(*) Une telle étude a déja eu lieu dans Particle de Kuekker, Core structures for theories
Fund. Math. 99 (1975), pp. 155-171. '
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1I. 1.6. LEMME. Soit M une réalisation de L et m un entier. Siun m-uple (ay, ..., a,,)
est extrait d’une partie finie existentiellement définissable dans M alors le 1-type
de & dans M formé des formules vraies en @ qui sont des combinaisons booléiennes de

Jormules universelles et existentielles est engendré, modulo Ia théorie 1-compléte de M,

par une formule existentielle (sous les mémes hypothéses le type de d dans M est
engendré, modulo la théorie compléte de M, par une formule existentielle).

Preuve. Soit & un m-uple extrait d’une partic finie existentiellement définissable
dans M. D’aprés les remarques précédentes cet d est dans une partie finie de |M]"
existenticllement définissable. Soit alors Od la plus petite de ces parties et ¢ (X) une
formule existentielle définissant O&. Voyons que (%) posséde la propriété annoncée
et ce qui suffit, que toute formule existentielle, ou universelle, Y (X) vraie en dse
déduit de @(X) (modulo la théorie 1-compléte de M). Pour cela remarquons que si
deux réalisation M’ et M'' sont 1-équivalentes et si une formule existentielle y (X)
a une orbite & p éléments dans M’ alors elle a une orbite & p éléments dans M".
Soit alors ¥ (%) une formule existentielle vraie en a ; puisque Oy @ (%) = Od et que Od
est minimum on a Oy ¢ (%)< Oyt (%). Avec la remarque ci-dessus il en résulte
O @ (%) S Oyt (%) dans toute M7 qui est 1-équivalente & M. Soit 1 (X) une formule
universelle vraie en a; puisque ~Tj(X) est existentielle et que Od est minimum on
a 0 = 0d — 0y W (%) et donc Oy, ¢ (%) € Oy (X). En considérant Oy (%) A 71 (%)
on a encore O (%)< O (%) dans toute M’ qui est 1-équivalente & M. Ceci
signifie dans les deux cas que /(%) se déduit de ¢(x) modulo la théorie 1-compléte
de M. B

11. 1.7. Etant données deux multirelations M et M’ de L disons qu’une appli-
cation f de domaine une partie F' de |M| et d’'image une partie F' de |M’| est un
1-isomorphisme local de M vers M’ lorsqu’elle préserve a la fois les formules existen-
tielles et universelles.

I1. 1.8. ProrosiTioN ('), Soient M et M' deux réalisations de L, 0(xy, ..., X,)
une formule libre de noyaux respectifs N et N'. Si M et M’ sont 1-équivalentes et si N
est fini alors:

1. U existe un 1-isomorphisme local f de M vers M’ de domaine N et d’image N'.

2. Toute application f définie sur N et & valeurs dans |M'| qui préserve les formules
existentielles est un 1-isomorphisme local de M vers M’ qui appligue N sur N'.

Preuve du 2. D'aprés le lemme il existe une formule existentielle ¢ (x) pour
laquelle Ny (x5 vy Xp) = Oy p(x) dans toute réalisation M’ 1 -équivalente & M.
Si f préserve les formules existentielles alors /(O ¢ (%)) S Oy (x); mais comme
O P (x) et Oy (x) ont méme nombre d’éléments, et que Oy ¢ (x) est fini on a alors
SOy 0(x)) = Oprp(x). La préservation des formules universelles résulte directement
du lemme précédent.

Preuve du 1. Puisque N est fini, on peut trouver un entier k et un k-uple
d = (i, ..., q) dont les éléments constituent exactement N. D’aprés le lemme

() Cet énoncé est encore valable lorsque N et N’ sont les noyaux de M et M’

5 — Tundamenta Mathematicae t. CIIL, 2
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précédent on peut trouver une formule existentielle ¢ (x) vraie en a qui engendre le
1-type de @ dans M. Puisque M’ est 1-équivalente & M on peut trouver un k-uple
b= (by, ..., by) extrait de | M"| qui satisfait ¢ (%). La correspondance qui & ¢; associe b;
(pouri = 1, ..., k) définit une application f'de domaine N et d’image incluse dans [ M|
qui préserve les formules existentielles. Le résultat annoncé résulte alors de 2.

IL 2. Engendrement d’un type existentiel.

11. 2.1. Etant donnés deux types existentiels 4 et A4’ et un énoncé cxistentiel ¢
disons que A’ et ¢ engendrent A lorsque A est minimal pour 'inclusion parmi les types
existentiels qui contiennent A" U {p}.

I1. 2.2. PRroOPOSITION. Si le langage ne comporte que des prédicats et des cons.
tantes alors, étant donnés un type existentiel' A et un énoncé existentiel ¢ apparte.
nant & A, Pensemble des iypes existentiels A' tels que A’ et ¢ engendrent A est fini,

Preuve, Considérons une formule libre 0(xy, ..., x,) dont Ia cldture existen-
tielle Jx ... x,0(xy, ..., x,,) est élémentairement équivalente & ¢, une réalisation M,
de type existeritiel 4 et montrons que chaque 4’ qui, avec ¢ engendre A est le type
existentiel d’une restriction M,| |My]—H olt H est une certaine pétrtie de
Nyo0 (x5 ooy x,). (D70u il s’ensuit que ces A’ sont en nombre au plus 2", entier n
étant le nombre d’éléments de Ny 0(xy, ..., x,,).) Soit donc A" un type existentiel,
distinct de 4, (sinon c'est sans intérét), qui avec ¢ engendre A et soit M’ une réalisa-
tion de type existentiel 4’. Nous pouvons trouver une M, extension (¢’est-ii-dire sur
modele) de M’ et de type existentiel 4 pour laquelle

1) |M|~|M'| est fini et non vide puisque M' ne satisfait pas ¢,

2) si a est dans |M|—|M’| alors la restriction M, M|~ €St une réalisation ne
satisfaisant pas ¢ (et par conséquent |M|—|M’| est inclus dans Ny 0(x, ..., X))

En effet (d’aprés 1. 2.3(v)) il existe des extensions de M’ dont le type existentiel
est 4. Etant donnée une telle extension M, il existe un m-uple (a4, ..., «,) cxtrait
de sa base pour lequel M, = 0(ay, ..., a,). Puisque le langage L ne comporte que
des prédicats et des constantes et que M’ est une sous-réalisation de M, il s’ensuit
que }a restriction My arjug, ..., a,y 05t Une réalisation de L; puisque cette réalisation
Cc.mtlent M’, réalise ¢ et est-incluse dans M, elle est donc de type existentiel 4.
Si on considére les My 5 avec Fe{ay, ..., a,}, qui sont des réalisations de 7, de
type existentiel 4, une partie F-minimale donne une M satisfaisant 1) et 2).

Soit donc M satisfaisant 1) et 2). D’aprés TI. 1.8 il existe un 1-isomorphisme
local f' de M vers M, définie sur Ny0(x,, ..., x,) et d’image FPRUC TR
Pour une telle f soit H I'image de [M|—|M’|. Puisque M est une réalisation de L de
type existentiel A’ et que f préserve les formules existentielles et universelles il s'ensuit
que Moy ao -p -est une réalisation de L dont le type existentiel est A’. B

IL. 2.3. Remarques 1. Du fait que Pintersection d’un ensemble totalement
ordonné (pour linclusion) de typesexistentiels est un type existentiel il s’ensuit
que, étant donnés deux types existentiels A et A" avec A'c A, et un énoncé o de A il
existe foujours un type existentiel A" inclus dans A et engendré par A’ er ¢. Mais par

©
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opposition avee 'énoncé ci-dessus ensemble de ces 4" engendrés par 4 et ¢ peut
atre fini, dénombrable ou continipotent (lorsque le langage est dénombrable ce sont
les seuls cas possibles puisque alors 'ensemble de ces A" forme un G (intersection
dénombrable d’ouverts) pour la topologie de Stone).

2. Elant donnés deux types existenticls 4 et A’ disons que 4’ engendre A lorsqu’il
existe ¢ pour laquelle 4’ et ¢ engendrent 4. Lorsque le langage ne comporte que des
prédicats ct des constantes, il revient alors au méme de dire que A’ engendre 4 ou
que I'ensemble {4, A] des types existentiels compris entre A" ot A est fini (si A" en-
gendre 4 alors tout A compris entre 4 et 4 engendre A et done d’aprés ce qui
précede les A" sont en nombre fini. Réciproquement si ces A’ sont en nombre fini
alors la réunion B de ceux qui sont distincts de A ne peut étre égal & 4 et donc pour
une @ dans B—A le type A’ et @ engendrent A), Lorsque le langage est en outre
dénombrable les A' qui engendrent A sont en nombre tout au plus dénombruble, en
particulier les A" maximaux parmi les types existentiels strictement inclus dans A
sont en nombre fini ou dénombrable. Nous ignorons si dans ce dernier cas A contient
une suite sirictement déeroissante de types existentiels.

If. 3. Une propriété de certaines familles d’ensembles.

11. 3.1. Soit D un ensemble de parties d’un ensemble E. Etant donnés deux
éléments A et A’ de D et un élément x de E disons que A’ ef x engendrent A lorsque 4
est minimal pour Pinclusion parmi les éléments de D qui contiennent A’ v {x}.

1I. 3.2. PROPOSITION, Soit E un ensemble et D un ensemble de parties A de E
vérifiunt les conditions suivanies;

DI. Pour toute suite décroissante Ay =24, 2...24,2... déléments de D lintersec-
tion des A, appartient @ D.

D2. Pour tout élément A de D, tout élément x de A Pensemble des A' de D ftels
que A’ et x engendrent A est fini.

Sous ces conditions, 8"l existe une suite strictement décroissante d’éléments de D
alors il existe une chaine (pour Pinclusion) d'éléments de D qui est isomorphe d la
chuine des réels.

11. 3.3. Preuve.

11. 3.3.1, Observons quen raison de D1 il suffit de prouver ceci:

() Sl exisie une suite stvictement décroissante d”éléments de D alors D contient
wne chaine isomorphe & la chaine Q des rativnnels. En. effet si f est un isomo rphisme
dordre de @ dans D alors Papplication [ définie pour tout réel y par
FO) =N {Fx e Q et y<x} est un isomorphisme d'ordre de R dans D.

11, 3.3.2. Etant donnés un ensemble D de parties de £ et deux parties 4, A° de &
s0it D[4, A] Pensemble des léments A" de D qui contiennent 4’ et sont contenus
dans 4. Pour obtenir (i) il suflit de prouver I'énoncé suivant:

(i) 87 pour deux éléments A, A" d’un ensemble D vérifiant D1 er D2 lensemble
DIA', A] conrient une suite strictement décroissante alors il existe un élément A de D
B
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tel que les ensembles D[A’', A'"] et D[A", A] contiennent chacune une suite strictement

décroissante. (En effet si D contient une suite strictement décroissante, par exemple

la suite Ag>A4,>...04,>..., alors en prenant A’ = Ay et A = [V A, il en est de
"

méme de D[A’, A]. Donc en procédant par dichotomie on obtient une chaine
denss d’éléments de D).

11. 3.3.3. Du fait que si un ensemble D vérifie D1 et D2 alors tout ensemble
de la forme D[A’, A] vérifie encore DI et D2, il suffit pour obtenir (ii) de prouver
ceci:

(iil) Sl existe une suite strictement décroissante d’éléments d’un ensemble D
vérifiant D1 et D2 dlors-il existe deux suiles sirictement décroissanies:

’ ! ’ rr 1
Ago A1 24,>.. D4y o4 D04, >.

L’idée de la preuve est d’obtenir chaque A, comme intersection d’une suite
strictement décroissante d’éléments de D, et en particulier d’obtenir A, comme
intersection des 4,. Pour cela il suffit encore de prouver ceci:

(iv) §'il existe une suite décroissanie d’élément d’un ensemble D vérifiant DI
et D2 alors il existe une double suite (4},), <, (avec m et n enticrs quelconques)
d’éléments de D et une suite (x,), d’éléments de E telles que pour tout m<n:

n n+t1 n+l . n+ | 1
AmDAm :A1n+,l et X € A AnH-I .

n

En effet ceci fournit en premier lieu la suite strictement décroissante
0_ 41
Ag>4g>...2 4} et en second lieu, en associant & chaque entier m I'intersection A%
des A, (pour n=m), la suite strictement décroissante 44> A¢5...DAL>... (pour
voir que cette suite strictement décroissante, donc que 44> 40, |, remarquer d’abord
que si x ¢ 4;; alors x ¢ 4;, pour un certain #; donc, d’aprés la condition imposée,
+1 X - o
x¢ Ayyy et par conséquent x¢An,,; remarquer enfin que x, € d%—A4%, ).
1I. 3.3.4. La preuve de (iv) s’obtient au moyen d’une construction par récurrence
sur z. Ainsi ensemble D contenant la suite décroissante By= B, >..5B,>... on
prend AY = By, A} = B,, 4} = B, et x, arbitraire dans B, —B,. Les clcmuxts
05 wves A ey Ayt Xg, v, X, étant construits on obtient les A%, ..., A%F!, ) 40+
et x,,; au moyen de I"énoncé suivant:
LEMME DE DIAGONALISATION. Soit D un ensemble de parties de [ vérifiant D2
e't pour un entier n non nul, soient n-+1 éléments Ap, ..., A%, .., 4% de D et n
ElEments Xq, ..., Xpps oy X,—y de E tels que:
n n
El) Am:)Am-)-l el x, € A;;z_A;;x-l-l pour ’71<"1"‘“1a
b) il existe une suite strictement décroissante d’éléments de D 1ous inclus dans A e
n{ O 4
Sous ces conditions il existe n-+1 éléments AF*Y, ..., AN, L, AN de D et
un élément x, de E tels que:
n nt] nt+1 +1 +
a) Ayody o ALY er x, e Ayt — AN pour m<a,
r " PN r o 1T .
b) il existe une suite strictement décroissante d’éléments de D tous inclus

dans ALTL.

icm°®
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11. 3.3.5. Preuve du femme. 1) Soit By= By ...>B,>... une suite strictement
décroissante d’éléments de D tous inclus.dans A} et x, un élément de B,—B,.
Définissons par récurrence les ensembles D, .4, ., Dy, ..., Dy en prenant pour
D,y l'ensemble des B, .., By, ..., et D, étant défini, en prenant pour D,
IPensemble des éléments de D qui sont strictement inclus dans 4},, qui contiennent x,,
(comme €lément) ct contiennent au moins un élément de D,y..q. Si DO cst non vide
alots on peut définir par récurrence une suite AL, .., A7, .., AbLL satisfaisant
les conditions de Pénoncé: on prend pour 45" un élément arbitraive de Dy puis,
ayant pris pour A 1L un élément de D, , en prenant pour A% un élément do D, 4. ¢
inclus dans A%4LY. Pour voir que Dy nest pas vide il suffit, puisque D, est infini,
de prouver que si D, est infini alors D,, est infini. Done il suffit de prouver ceci:

Solent D un ensemble de parties de E vérifiant D2, A un élément de D, x un
éldment de A, D' un ensemble d’éléments A' de D tous inclus dans A, et D" Pensemble
des dléments A" de D qui sont inclus dans A, qui contiennent x ef au moins un élément A’
de D'. Si D' est infini alors D est infini.

Cet énoneé se prouve par Pabsurde: supposons D' infini et D fini. 1l existe
alors un élément Ay de D, minimal (pour Pinclusion) parmi les éléments 4" de D"
qui contiennent une infinité d'éléments 4’ de D’. En raison de D2, il existe une
infinité de A’ tels que A’ et x n'engendrent pas Ag. En d’autres termes si & chaque
Slément A de D" strictement inclus dans 4y on associe I'ensemble SA" des A’
de D qui sont inclus dans 4" alors la réunion des SA" est infinie. Par conséquent
silos A7 sont en nombre fini alors I'un des $A4”" est infini. Comme 4"’ est strictement
inclus dans Ay cela contredit la minimalité de Ay . B

IL. 4. Conséquences. Pour prouver le théoréme if suffit d’appliquer la propo-
sition 11. 3.2 en prenant pour £ lensemble des énoncés existentiels, et pour D
Pensemble des types existenticls 4 pour lesquels la théorie universelle associée
(engendrée par les Snoncés universels constants avec ceux de A) est comprise entre 7'
ot 77. En raison de 1. 2.4 et I1. 2.2 cet ensemble D vérifie les hypothéses D1 et D2,
ce qui donne le résultat annoncé.

i1, Possible classification des théories universelles irréductibles

La classification que nous proposons est basée sur le principe qu'une théorie
est dautant plus “simple™ quelle o moins de modeles.

1L 1. Définissons une fonction /, que nous appelons haurewr, qui & certaines
théorics universelles irréductibles (consistantes) associe un ordinal, que nous notons
A(T). Cette fonction étant assujettic aux conditions suivantes:

H1. Sl n’existe pas de théorie universelle (consistante) contenant smctcmcnt T
alors 1(T) == 0,

H2. Si chaque théorie universelle irréductible 7 contenant 7" a une hauteur
alors T'en a une égale au suprémum. des 2(T")+ 1 pour les 7" contenant strictement 7.
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Clairement une théorie universelle irréductible 7" posséde une hauteur si et seule-
ment si il n’existe pas de suite strictement croissante de théories universelles irréduc-
tibles contenant 7'

IIL. 2. Quelques exemples lorsque le langage nc comporte qu'un nombre fini de
prédicats.

115 2.1, Hewreur finie. h(T) = n si et seulement si 7" est 1o théorie universelie
d’une multirelation dont le domaine a # Eléments,

L1, 2.2. Hauteur w-+n (avec n entier). 2.1, Rappelons que la notion de multire
lation presque enchainable introduite par R. Fraissé ainsi que les deux propriéiés
essentielles (voir [6] et [7]). '

Considérons une multirelation A4 et une partie finic F'de | M]; nous dirons que M
est F-enchainable lorsquil existe une chaine (ou ordre total) de domaine |M|—F
pour laguelle tout automorphisme local de C (application de domaine ¢t d’image
inclus dans [C] qui préserve C) prolongé par I'identité sur F est un automorphisme
local de M. Lorsque F est vide nous disons que M est enchainable. Nous disons
qu'une multirelation M est presque enchainable lorsqu’il existe une partic finie F
de |M| pour laquelle elle est F-enchainable.

a) Pour route multirelation M de domaine infini ¢t toute partie finie F de |M| il
existe une restriction infini de M qui est F-enchainable.

b) L'dge d’une multirelarion presque enchainable m"a qu’un nombre fini de bornes;
c’est-d-dire, avec le vocabulaire de cet article, la théorie universelle d’une multirelation
presque enchainable est finiment axiomatisable.

III. 2.2.2. PROPOSITION. Etant donnée une théorie universelle irréductible T,
on a w<h(T)<w2 si et seulement si T est la théorie universelle d’une multirelution
presque enchainable de domaine infini. On a h(T) =  si et seulement si T est lu théorie
universelle d’une multirelation enchainable de domaine infini).

Preuve. Il est facile de voir que si T"est la théorie universelle d’une multirelation
enchainable alors les surthéories irréductibles ayant des modéles infinis sont en
nombre fini; donc w<A(T)<w?2. Il est immédiat que si T est la théorie universelie
d’une multirelation enchainable, alors /() = . Réciproquentent soit 7' une théorie
universelle irréductible alors comme T est la théorie universelle d’une multirela-
tion M on peut construire grice A a) une suite décroissante Ty2T 2.2T,2..
de théories chacune de base infinie étant la théorie universelle d’une multirelation
enchainable, et I'intersection de ces théories étant la théorie universelle d’une multi-
relation enchainable, de base infinie et I'intersection de ces théories étant égale & 7.
Par conséquent w </ (T)<w2 alors T est I'un de ces 7. $i h(T) = w il suffit d’appli-
quer directement a) en prenant F vide pour obtenir le résultat.

UL 2.2.3. Si une théorie universelle irréductible T n'a pas de hauteur alors elle
est contenue duns une théorie universelle irréductible de hauteur au moins w2.

Preuve. D’aprés I. 3.1, iv) T est contenue dans une théorie universelle irréduc-
tible T qui n’est pas finiment axiomatisable modulo T parmi ces 7" choisissons en
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ane Ty maximale pour Pinclusion; toujours d'aprés I. 3.1 (iv) cette théorie a une
hauteur. En raison de b) cette théorie n’est pas.la théorie universelle d’une multire-
lation presque enchainable et done d’aprés la proposition I1. 2.2.2 ci-dessus sa hauteur
au moins ®m2. o

TI1. 2.2.4. PROBLEMES. S7 une théorie universelle irréductible T'n’a pas de hauteur
alors elle est contenue dans des théories universelles irréductibles de hauteur »*+p
(avee p entier arbitraivement grand). ‘

Ce résultat est le meilleur que Pon paisse espérer obtenir, 11 suffirait de montrer

" ceci:

1. 8i K(T)<w? alors T cst finiment axiomatisable (*);
2. 8i 7' n’a pas de hauteur, alors il existe unc suite décroissante
To2T 2.27T,2..

de théories, chacunc étant infiniment axiomatisable et possédant une hauteur,
Pintersection de.ces théories étant égale 4 T.

111, 2.3. Hauteur on+p (avec n et p entier). Tin’y a pas de caractérisation aussi
agréable que celle ci-dessus. Contentons nous de citer quelques exemples simples
mais significatifs:

Hauteur ©2. La théorie universelle de la relation M somme directe de deux
copies de la chaine Z des entiers relatifs (tout élément d’une copie est incomparable
A tout ¢lément de 'autre), celle de la relation N somme directe d’un nombre dénom-
brable de copies de 1a chaine A deux éléments, enfin celle de la bichaine (Z, 0) formée
de la chaine des entiers relatifs et de la relation unaire vraie pour le seul entier zéro,
sont toutes bien de hauteur w2. y

2. Les trois examples ci-dessus conduisent directement & des théories de hauteur
on+p avee 1 et p quelconques. Par exemple la théorie universelle de la relation
obtenue en faisant la somme directe de n copies de la chaine des entiers relatifs et
d’une chaine & p élément ost de hauteur wa-+p.

. 2.4 Huuteur au moins égale @ w?.

La théoric universelle de la relation de conséeutivité sur 'ensemble des entiers
naturels est de hauteur w2,

La théoric universelle des arbres ordonnés est de hauteur au moins . Nous
conjecturons "égalité,

I, 3. Quelgques problémes concernant la hauteur d'une théorie universelle
irréduetible. Soit 7' une théorie universelle irréductible (d’un langage dénombrable).

La heauteur de T est au moins Sgale au suprémum des types de chaines antibien
ordonndes (pour Iinclusion) formées de théories universelles frréductible et contenunt
strictement T. Nous ignorons si 1'égalité a toujours lieu. Néammoins si T est de
hauteur v ¢t si pour tout g<v les théories universelles irréductibles de hauteur u sont
en nombre fini alors il existe une chaine Ty=>Ty>..2T>.., p<v de théories

(1} Ce probléme est résolu of M. Pouzet, Sur la théorie des relations (These 1978).
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universelles irréductibles contenant strictement 7. (Ceci n’est que la généralisation
du lemme de Koenig.) Nous ignorons toutefois si ces conditions sont toujours
réalisées. g :

Dans ce cas ci-dessus la hauteur est dénombr able Nous ignorons si en général
la hauteur de T est dénombrable (); plus fortement nous ignorons si dés que T
posséde une hauteur alors les théories universelles irréductibles contenant 7" sont en
nombre dénombrable.

Nous ignorons §’il existe un ordinal denomb1 able ¢ qui majore les hauteurs
des théories universelles irréductibles. (1! exxste un nombre continupotent de théories
universelles irréductibles possédant toutes unc hauteur, mais les seules exemples
dont nous disposons sont de hauteur w?.)

II1. 4. Degré d’une théorie universelle irréductible. Ainsi que nous I'avons vu
en I.2.2 une théorie universelle irréductible détermine un ultrafilire de B (et
réciproquement), par conséquent on peut munir I'ensemble des théories universelles
irréductibles contenant une théorie universelle 7' de la topologie de Stone. On peut
alors appliquer & cet espace, que nous notons D(T), le procédé de réduction de
Cantor—Bendixon, c’est-d-dire définir une fonction, que nous appelons degré et
notons dp ayant les propriétés suivantes:

Tout point isolé de D(T") est de degré 0.

Tout point isolé dans .D(T) diminué des points de degré strictement inférieurs
a f est de degré f.

Lorsque le langage est dénombrable il faut et il suffit que D(7T") soit dénombrable
pour que chacun de ses points posséde un degré. Si le langage ne comporte pas de
fonction alors 'une de ces conditions entraine que D(T) ne contient pas de suite
strictement croissante et donc que T posséde une hauteur. Dans [18] nous avons
signalé que les points isolés correspondaient aux théories universelles des multirela-

tions de domaine fini, et que les points isolés de deuxiéme espéce (points de degré l)w‘

aux théories universelles des multirelations presque-enchainables. Avec ITI. 2.2.2,
il en résulte que les points de degré 0 sont de hauteur strictement inférieur & w et
ceux de degré 1 sont de hauteur supérieure ou égale & et strictement inférieure i 2.

Nous conjecturons que ceci est général et donc la relation suivante entre le degré
et la hauteur:

o dy(TYSI(TY <o (dUT)+1) ().
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