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subsiste pour presque tous les points P de Pensemble Ji, R, désignant
ici des rectangles centrés en P, leurs diametres tendant vers 07

M. Zygmund a bien voulu me communiquer que I'exemple
construit ci-dessus permet d’y donner la réponse négative. En effet
on remarque que, si 5 est un ensemble fermé et si P est un point
de E, tel qu'on peut trouver un segment (B', B) ouvert et satisfaisant
aux conditions

Pe(B,B), (B,B).E=IP,

I'équation (1) peut étre en défaut, parce qu'on peut aisément con-
struire une suite infinie {&,} de rectangles, centrés en £ et tels que

1) leurs diamétres tendent vers O.

‘ . mes(E.R,)

D ek,

Envisageons done un sous-ensemble k' fermé de V'ensemble £
(p. 167), de sorte que mes F'>>0. Tout point de /' est accessible
par des lignes droites illimitées. D'aprés ce qui préctde, ancun point
de F' ne posséde la propriété exprimée par Déquation (1).

La réponse négative ci-dessus contient la résolution d'un pro-
bléme semblable au probléme de M. C. Carathéodory. concernant
le théordme de M. Vitalit). Cette question a été résolue ) pour
la premiére fois par M. Banach 8).

1) C. Carathéodory. Vorlesungen iiber reelle Funktionen 1918,
p. 304 (en bas de page). Le probléme de M. Carathéodory suppose que les
cotés des rectangles soient paralltles aux axes du systéme de coordonndes, tandis
que le probléme, dont on parle, ne le suppose pas.

* 8. Banach. Sur le théoréme de M. Vitali. Fund, Math. 1. V.
p. 130--136.

%) M, 8. Saks propose d’étudier le probléme de M, Banach (considéré dans
la note ci-dessus), en supposant que les cotés des rectungle's soient. paralléles aux
axes du systéme des coordonnées.
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Sur .une propriété caractéristique des ensembles
analytiques. '

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

Dans son Mémoire , Sur les ensembles analytiques® ') M. N. L u-
sin a démontré que, lorsqu'on néglige un ensemble énumérable de
points, tout ensemble analytique peut étre regardé comme ensemble
de valeurs d’une fonetion f(#) continue dans (0t << 1) du edté
droit en chaque point £

Le but de cette Nute est de démontrer que le théordme de
M. Lusin subsiste méme sans négliger un ensemble énumérable
de points: nous pouverons notamment ce

Théoreme: Tout ensemble (A) lindaire peut étre regardé comme
ensemble de valeurs dume fonction f(t) continue dans (0<<t=<1)
du coté gauche en chaque point t%).

Nous partirons de la définition des ensembles (4) (analytiques)
au moyen des systémes déterminants ?). Soit E un ensemble (4)
lineaire donné. Il existe donc.un systéme déterminant d'intervalles
termés {0,,,....,}» dont le noyau est E, cest-a-dire

(1) E =2 6"16"11"26"1:"2."1"'7

la sommation s'étendant & toutes lés suites infinies de nombres na-
turels #,, 7y, ng,..-

1) Fundaments Mathematicae, t. X, p. 12—1b. )

% il suffirait évidemment de pbser @(t) =f(1 —£) pour obtenir une fonction
continue du cdté droit dans (0t < 1), dont l'ensemble de valeurs est 1'ensem-
ble (A) considéré.

3) V. p. e. Fund, Math, t. VIli, p. 362.
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Comme on le sait, on peut encore supposer que tout intervalle

Ongmy gy ey 8 contenu dans l'intervalle 4, ,,..,., €tque la longueur

1
de Iintervalle 6, ... 658 < %

Soit ¢ un nombre réel donné, tel que 0 <<t =1. Il existe, comme
on sait, une suite infinie de nombres naturels 7y, 2y, fy,... bien dé-
terminée par le nombre #, telle que

1 1 1 '
@ t=§;+§,ﬁ;+m+---

Des propriétés des intervalles 4,,,,..., Tésulte qne "le. produit

infini
O, Oy g Oy - -

est un point bien déterminé par le nombre #: désignons-le par f(1).
La fonction f(f) est ainsi définie pour tout nombre réel £ ol
0<¢=<1, et il résulte sans peine de la formule (1) que I'ensemble
de valeurs de f(f) pour 0<<t<{1 est l'ensemble E. Il nous reste
done & démontrer que la fonction f(f) est continue du cbté gavche
dans (0<C#=1) en tout point ¢.

Soit . .

1

(3) b= 2T?+ ont+ny + gnitning \'J!‘

un nombre réel donné, 0<Cf,<{1l, et soit ¢ un nombre positif
donné queleconque. Désignons par k¥ un nombre naturel, tel que

1
4) T <E
Posons .
1 1

1
(b) . t1=§”*§+2”=+”2+.“+—*“"‘"“‘

ong-+ng+ny
(nous aurons évidemment 0 < ¢, <(#,); soit ¢ un nombre réel, tel que

(6) tl <t < t(h
et soit (2) le développement de t.
De (2), (8), (B) et (6) il résulte sans peine que

. my==n{ pour i=1,2,..,k
done que

) du:,ux.-wuk = 693‘;,112,...,","'
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Or, il résulte de la définition de la fonction f(f) que le nombre
7(2) est contenu dans l'intervalle d,,,,..,., et le nombre f(f,) dans
'intervalle 6_,,2‘”3,‘",”:. Les nombres /() et f(f,) étant ainsi com-
pris, d’aprés (7), dans le méme intervalle Ops ns,..ng de longueur
< 1/k, on trouve, d'aprés (4):

®8) ift) —ft) <e

Nous avons ainsi démontré que; pour tout nombre réel #,, tel
que 0<<# <1, et tout nombre £>>0, il existe un nombre ¢, < t,,
tel que l'inégalité (6) entraine linégalité (8), ce qui prouve que la
fonction f(2) est continue du edté gauche en tout point ¢ de l'inter-
valle 0 <<#=<<1. Notre théoréme est ainsi démontré.

Or, toute fonetion d’une variable réelle, qui est partout continue
du coté gauche, admet, comme on sait, un ensemble au plus dé-
nombrable de discontinuités et parsuite est une fonction de classe
<Cl de M. R. Baire: lensemble de valeurs d'une telle fonction
est done un ensemble (4). La propriété des ensembles (4) que nous
venons de démontrer est done caractéristique pour ces ensembles.
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