924 S. Saks.

On conclut immédiatemant de 1 et du théoréme 2 (§ 2; Chap. I):
B. h(x) étant absolument continue d’ordre @, on a:

3/" ho. d—o = f [ ()} di.

Le résultat suivant du 3 M. Hahn est contenn dans la propo-
sition A: h(x) admettant lintégrale de M. Hellinger d'ordre a>1,
elle est absolument continue et sa dérivée est sommable de puissance ).

Pour obtenir cette proposition, il suffit de poser dans 4: 8=1.

La transformation de Pintégrale de M. Hellinger effectude
par M. Hahn, est fournie par B, car, pour ¢>1, toute fonetion
intégrable au sens de M. Hellinger d'ordre a est encore absolu-
ment continue de méme d'ordre.

1Y) Voir: Hahn, Monatshefte f. Math. und Physik. t. 23. 1912, p, 161—183;
aussi: Hobson. The theory of functions. 1921, vol, 1. p. 609—615.

Théorie des continus irréductibles
entre deux points II?).

Par

Casimir Kuratowski (Varsovie).

En cherchant & caractériser l'arc simple de fagon topologique
M. Zoretti introduisit en 1909 la notion de continu irréductible,
qui se présenta comme une généralisation naturelle de l'arc simple.
Il parut probable d’abord *) que la propriété de larc simple d’étre .
ordonné linéairement appartient aux continus irréductibles en géné-
ral. L’ingénieux exemple d'un continu irréductible indécompo-
sable. inventé par M. L. E. J. Brouwer, montra quil v'en était
rien: sur un continu indécomposable il n’existe aucun ordre linéaire
puaturel“ (au point de vue topologique), pas plus qu'il n'en existe
sur un cercle ou une circonférence 3).

Le probléme d’établir un ,ordre“ sur un continu irréductible
surgit alors sous une autre forme ¢). Il ne s’agissait plus d’ordonner
les points dun continu irréductible, mais de diviser ce continu
en parties {em ,tranches®) qui puissent &tre ordonnées d'une facon
conforme & sa structure.

!) La premiére partie de cet ouvrage parut dans Fund. Math, III. pp. 200—
—231, Je la citerai: Iry. I

% Voir: Zoretti Ann, Ee, Norm, XX¥I (1909) et Comptes Rendus t. 151
(1910). .

%) Proc, Akad. Wett, Amsterdam XIV (1911) p. 144, § 4. ,The impossibility
of a linear arrangement of the points of an irreducible continuum¥, .

) Voir: Vietoris Stetige Mengen Mon. f. Math. u. Phys, XXXI (1921),
H. Hahn Ueber die irreduzible Kontinua, Wiener Ber. 130 (1921), 'V, A, Wil-
son On the structure of a continuum, himited and irreducible between two po-
ints, Amer. Journ, Math. XLVIII (1926).
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Avant de donner & ce probléme un énoncé plus préeis, consi-
. .1
dérons comme exemple la courbe formée par les points y = sin -

0< <1, et ceux du segment vertical — 1<y <1, 2 =0. En
définissant la ,tranche® T, comme ce segment vertical et la tran-

. .1
che 7, (0 <= 1} comme formée du point (a:, sin —9—0—), on a une

décomposition linéaire de la courbe envisagée, olt les tranches jouent
le role des points.

Plusieurs anteurs cherchérent & généraliser ce procédé de fagon
4 pouvoir décomposer des conlinus irréductibles les plus généraux.
M. Vietoris définit une décomposition en parties (quil appelle
,Schichtung®) pour le cas particulier ot le continu borné C, irrédu-
ctible entre a et b, contient un ensemble connexe irréductible entre
ces points. M. Wilson décrit une décomposition en parties (qu'il
appelle ,complete oscillatory sets“) pour le cas de continu irrédu-
ctible borné ne contenant aucun continu indécomposable qui n'en

soit pas continu de condensalion !). Une autre solution du méme

probléme, proposée par M. Hahn, consiste & diviser le continu
en ce quil appelle ,Primteile: un ,Primteil* déterminé par un

point p se compose de p et de tous les points & qui peuvent étre

unie & p par une chaine de points p, py,..., P., %, & chalnons <,

3 H

tous les points p,,..., p, étant situés sur des continus de condensation
(contenant plus d'un point). -

.1 Lo .
Pour la courbe sin — les ,Primteile“ coincident done avec les
z

tranches T, définies plus haut. Considérons cependant la courbe
‘ . g1 .
formée de points y =2 — sin

a1 2 -7,

y 0=x=<1, et de leurs po-

ints limites (ry, ry,..., désignant la suite des nombres rationnels) 7).

Conformément & la définition de M. Hahn, cette courbe se com-
pose d'un seul ,Primteil*. Mais, en méme temps, elle peut étre

décomposée en une infinité de tranches, en définissant la tranche 7.,

comme la partie de la courhe située sur la droite verticale z.

') D'ailleurs, comme Yn prouvé M. Knaster, ces deux cas (I'un considérd
par M. Vietoris et 'autre par M. Wilson) coineident. V: B. Knaster Susr
les ensembles connexes trréductibles entre dewx points, ce volume,

%) Cf. Fuond, Math: III, p. 306.
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Cet exemple montre donc que la décomposition en ,Primteile®
n'est pas définitive: on peut, parfois, la pousser plus loin.

" La remarque, que nous venons de faire, nous conduit & préciser
de la fagon suivante le probldme ,d’rdonner un continn irrd-
ductible:

Nous dirons qu'une décomposition de C est semi-continue!; et
linéaire, lorsque C est décomposé en un seul ensemble (cas trivial)
ou bien lorsque C est décomposé en ensembles disjoints (dits ,tran-
ches®) 7., 0Kx<C1, de fagon que la condition lim x, == x, en-
traine lim sup T, C T, o

Le probléme consiste & définir pour tout continu irréductible
borné 2 une décomposition D telle que

1% 2 soit une décomposition semi-conlinue linéaire ayant des
continus pour tranches;

20 ¥ désignant une décomposition arbitraire satisfaisant & 1e,
toute tranche de 2* est, soit une tranche de 9, soit une somme
de tout un ensemble de tranches de 2.

Le but principal de cet ouvrage est de resoudre le probléme
ainsi posé. En me basant sur les résultats de [rv-. /, je définis, dans
le § 3 du présent ouvrage, une décomposition en tranches 7. et je
prouve quelle satisfait aux conditions 1° et 20

Cette décomposition peut, d’ailleurs, se réduire 4 un seul élément:
tel est, par. ex, le cas du continu indécomposable ou d'un continu
formé d’une suite finie ou infinie de continus indécomposables. Les
continus de ce genre n’admettent donc aucune vraie décomposi-
tion semi-continue linéaire en continus (sauf la décomposition tri-
viale comprenant une seule tranche: le continu méme)?).

D’autre part, si la décomposition ne se réduit pas & un seul
élément, ses tranches forment un intervalle: tel est le cas des exem-
ples cilés auparavant, tel est encore le cas.d’un continu formé d'un

1y Cf. R. L. Moore, Trans, Amer. Math. Soc, 27, 1925,

%) Dans le cas de continus non-bornés la condition 1° doit &tre modifiée, car
on ne peut plus demander que les tranches soient*des continus. Il parait probable
que, dans ce cas, le role des continus appartient aux ensembles fermés, sommes
de continus non-bornés.

%) 11 est remarquable que M. Brouwer éerivit dans son ouvrage cité (p. 145);
Jdt is a priori certain that all attempts to arrange the points of snch a (indecom-
posable) continuum linearly by repeated crumblings must fail“.

15%
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continu indécomposable et d'un segment ayant avee lui un seul
puint commun, '

En particulier, lorsque le continu irréductible ne eontient aucun
contina indécomposable (abstraction faite des continus de conden-
sation), la tranche peut étre définie comme continu de condensation
saturé (continu de condensation que l'on ne peut pas augmenter).
C'est alors que les tranches coincident avec les ,Schichten“ de
M. Vietoris et les ,complete oscillatory sets* de M. Wilson,

Quant & la décomposition due & M. Hahu, elle satisfait tou-
jours & la condition’ 1°, mais pas nécessairement & la condition 20;

=]

o 1.
tel est le cas, par ex., de la courbe g Sl —,

"

envisagée
n==]1

plus haut.

Les §§ 1 et 2 sont consacrés & I'étude de quelques notions pré-
liminaires, qui ue sont d'ailleurs par elles-mémes sans intéret dans
une théorie des continus irréductibles: ce sont 'ensemble I(a, 0)
de tous les points z tels que C est irréductible entre a et z, len-
semble K(p,C) de tous les points qui se laissent unir & p par des
sous-continus de condensation de C et enfin la notion de continu
de condensation saturé, qui est intimement lie & la précédente 1).
On verra combien la notion de continu indécomposable - est
essentielle pour ces recherches.

Les principaux résultats concernant l'ensemble I(a, C) sont réu-
nis dans le N4 du § I; la structure de l'ensemble K(p,0) est ca-
ractérisée par le théor. IX du § 2.

Les propriéiés des continus irréductibles envisagées dans les
8§ 1—3 sont intrinsdques. Dansle § 4, je m’occupe, par contre,
des propriétés extrinséques de ces continus: Je caractérise, en par-
ticulier, d'une fagon extrinséque les tranches d'un continu irré-
ductible. Les problémes que Je considére dans ce § se rattachent
a4 Pétude que Janiszewski avait -suggérée il y a plusieurs anndes.

1) 11 serait intéressant, peut-&tre, de rapprocher la notion d’ensemble K (p,C)
de celle de ,oscillatory sst* introduite par M. Wilson (Trans, Am. Math, Soc,
7, 1925, p. 483) et d'étudier les rapports ‘du diamétre de l'ensemble K (p,C) avec

Voscillation du continu € au point p au sens de M. Mazurkiewicz (Fund,
Math, 1, p, 170).
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Pour en donner un exemple, remarquons qu'une circonférence
définie par I'équation @=1 est une tranche du continu irréductible

. 1
formée par la spirale g=1 -5 62>1, et cette circonférence. Il en

est encore de-méme, si on considére au lieu d’une eirconférence,
une courbe formée d’une circontérence et d’'un diamétre: eu inseri-
vant a lintérieur de chaque demi-cercle une spirale qui s'approche
asymptotiquement. de son contour, on obtient un eontinu irréduetible
ayant la courbe considérée pour tranche.

Mais le cas est tout diftérent si on considére une courbe formée
d'une circonférence et de deux diamétres; il n’existe ancun continu
irréductible plan dont cette courbe soit une tranche. -

Je donne une condition suffisante et nécessaire pour qu'un con-
tinu puisse é&tre une tranche d'nn continu irréductible (pian). Je
donne aussi une condition pour que cette tranche puisse étre une
tranche finale, c’est-i dire un ensemble I(a, C); par exemple, une
cireonférence peut l'étre, deux circonférences tangentes également,
cependant une circonférence - un diamétre ne peut &tre qu'une
tranche intermédiaire.

La plupart des théorémes connus sur les continus irréductibles
concernent les conditions nécessaires pour quun continu soit
irréductible. Dans le § 5 je donne la condition s uffisante suivante:
si C est un continu borné et a un point de C tel que C ne se
laisse pas décomposer en deux continus (différents de C) qui con-
tieanent a fous les deux, il existe alors un point b tel que C est
irréductible entre a et b. C'est une généralisation (dans le cas des
continus bornés) du théoréme de M. Mazurkiewicz?) daprés
lequel tout continu indécomposable est irréductible entre deux points.

Finalement, je m'occupe du probléme suivant concernant le choix
effectif. Un continu irréductible peut, en général, stre irréductible
entre différents couples de points & la fois, Or, étant donné (dans
Vespace Cartésien) un continu dont on suppose qu'il est irréductible,
est-il possible de définir un couple individuel de points entre lequel
e continu donné est irréductible ?

Jen donne une solution affirmative,.

1) Fund. Math. I, p. 86.


Yakuza


230 C. Kuratowski:

Termes et notations?). C désigne un continu érréductible entre deux po-
ints, supposés fixes, a et b (@ == b). Nous rappelons qu'un continu (borné ou non)
est dit irréductible entre deux points s'il les contient sans qu'aucun de ses vrais
sous-continus les contienne simultanément, Un continu @ est dit continu de con-
densation de C, si 0:',—_ QC Cet C=Q =C (daillours, @ pent se réduire & un

seul point). Un continu R est dit régulier (dans C)3), si R=C—C—R; autre-
ment dit, si B est Ja fermeture d'un ensemble ouvert dans C, & («, C) désigne la
classe qui contient comme éléments l'ensemble. vide et tous les sous-continus ré-
guliers de C contenant a; je désigne par R un élément variable de cette classe
et jo pose S=C—_R,

Un semi-continu est une somme de continus dont le produit n’est pas vide,

Un continu est dit tnddcomposable, s'il n’est pas somme de deux -continus dif-
férents de lui. Un composant d'un continu indécomposable C est un semi-continu
qui est vrai sous-ensembie de C et qui n'est situé dans aucun autre semi-continu
qui soit vrai sous-ensemble de C.

Un constituant d'un ensemble F est un semi-continu qui est situé dans &
ot qui n'est situé dans aucun autre vemi-continu situé dans E,

§ 1. L'ensemble I(a, C).

1. Définition. I(a,C) est lensemble de tous les points x tels que
le continu C est irréductible entre a et %),
Pour abréger nous écrirons I au lieu de I(a, 0).

Exemples I. C se compose de la courbe y = sin —la;, <ol

et du segment vertical —1Sy<<L, 2=0; a est le point (1, sin 1).
Dans ce cas I=1e segment vertical.

Ex. I C s'obtient de Pexemple précédent par l'inversion 4) faite
du centre 0, 0. I se compose présent de deux rayons topologiques
('image du segment vertical).

Ex III. C est le continu indécomposable déerit dans I I
P- 209, a est le point 0, 0. I est constitus par tous les ,composants“

distinets de celui du point o (qui est formé d’une suite de demi-
circonférences issue du point q).

') Voir aussi NN 9 et 10 du §3 et N16 du §4.

%) Irr. I, p. 206. ’

% Dans la Note Sur les continus inddcomposables (Fund, Math, 1) 'ensemble
C—1(a,C) est désigné par iﬁ(a,C).-

Y} Yoir Sur la méthode d'inversion dans U'Analysiz Situs, 'und. Math, 1v,
ef. Irr. I, p. 218.
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Ex. IV. C gobtient de 'exemple précédent par linversion faite
du centre %, . I contient tout le continu excepté le rayon topalo-
gique issu du point qui correspond al). :

Observons que dans l'ex. I, I est un continu; dans II, 1 est formé
mais non continu, dans III et IV, I n'est pas fermé. Dans I et IT,
I est non-dense dans C, tandisque dans I, I cesse d%#tre non-dense
tout en restant un ensemble fronmtidre. dans C. Dans IV, I cesse
méme d'étre ensemble frontidre dans € ' .

Aprés quelques théorémes préliminaires du N2, je donne dans
le N3 une analyse des continus irréductibles au point de vue de
ces 4 propriétés de Iensemble I: d'tre fermé, d’dtre un continu,
d’stre non-dense et d’étre un ensémble frontisre dans (.

2. Rappelons d’abord quelques propriétés des continus irrédueti-
bles, qui furent établies dans la I™ partie de cet ouvrage %)

8t K est un continu tel que ae K(C G, on a

) C—Keq(®,0) e C—0—Kedila,C);
si Bedh(a,C) et S=C—R, ona

(#3) I(a,R)==0 & moins que Pon wait R==0,

(i) Se &, 0),

(iv) BS = I(a, R) I(b, S);

s, en outre, RyeR(a,C) et 8 = C-——R,, .
(v)  les conditions RC R, et R=:R, entratnent S8, et S 8;

(vi) si peC, il existe ou bien dans &(a,C) un continu irréductible

entre a et p ou bien dans & (b,C) un continu irréductible entre

b et p. Sile premier cas sst réalisé, R(p) désigne le continu

en question; 8'il ne est pas, R(p) = C—S(p) et S(p) est irré-
ductible entre b et p. ’

Nous établirons & présent quelques propriétés de I'ensemble C—I.

Evidemment: a2C—1I Done O—1I1=£0. On peut démontrer

méme plus: C—1JI ne se réduit pas & un seul point, car selon un

théoréme de Janiszewskis), dans tout entourage de a il existé

) Voir la note de M. Knaster et de moi Sur les comtings non-bornds.
Fund. Math, V, p, 43.

%) p. 2308—R207 ot 221.

3) Thése, Journ. Ee. Polyt. 1912, (thdor. 1V).
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des continus situés dans C, contenant a et ne se réduisant pas & un

seul point, .
Par définition de I, Pensemble C'— I est somme de tous les con-

tinus X tels que
(1) acXCC e XFC
C—1I est done un semi-continu. C'est un semi-continu qui jouit

de la propriété suivante:
Lemme 1. C—1I est somme d'une séric des continus contenant

le point a:
nw=]

Démonstration?). Envisageons la suite infinie de tous les
cercles (sphéres) ayant le centre et le rayon rationnels et contenant
& lintérieur des points de C, sans contenir toutefois le point a.

Soit Jy, Js,..., Jyy... la suite des intérieurs de ces cercles; done:
3 aeC—J, =k C.

Soit K, le plus grand continu tel que
o aeE,CC—J,.

Daprés (4) et (3): aeK,CC et K,3=C. Donc selon (1):

K,C C—1 dot 3K,C O—L
nml

Pour prouver linclusion inverse, il suffit de montrer que tout
continu X assujetti & la condition (1) fait partie d'un K,. Or, Iiné-
galité X == C entraine Pexistence d'un J, tel que X J, = 0. Done:
aeX(C C—~J,, ce qui donne, par définition de K,: X (_ K,.

1l est donc établi que C— I S K,, d'on Pégalité (2).

nel

Remarque. Nous ne nous sommes pas servi dans ce raisonne-
ment de I'hypothése que Ig=0. Ainsi, la proposition suivante se
trouve en méme temps établie: si a est un point dun continu ré-

ductible entre a et tout autre point, ce continu est somme d’une-

série des continus différents de lui et contenant le point a.

!} Nous reproduisons ici le' raisonnement de M, Mazurkiewicz qui lai
8 servi pour prouver que tout continu indécomposable est irréductible’ (Fund,
Math. 1, p. 35). ’
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Lemme 2. Si K est un continu contenant b, la condition néces-
saire et suffisante pour que K I est que K soit un continu de con-
densation. ‘

Démonstration. Il a &té établi dans Ipr. L p. 219 que la
condition est suffisante. Pour prouver qu'elle est nécessaire, suppo-
sons que '

(®) be K(C I
Comme a & C—1, il vient:
(6) aeC—K.

D,ﬂ)_r_éf_ (#, C—K est un continu. De plus, la décomposition
C=C—K+K prouve que O—K.K =0, done selon (5) que
C—K.[=5=0. Ainsi, C—K est un continu qui (selon 6) contient a

et des puints de . Done C—K = C, ce qui veut dire que K est
un continu de condensation.

Lemme 3. Si R est le plus grand de tous les continus différents
de C qui appartiennent & &(a,C), alors

(7 I=C=R
et T est un continu indécomposable.

Démonstration. D'aprés le lemme 1, C—I= §K,,, K, étant
un continu contenant a. Comme R == C, on a (selo;l‘):

(8) ' RCC—1I
Done

@

C—I=R+ FE =R+ Yk — R\

n=1 n

Posons

9) ’1’==2°:(K,,—R].

n=1

Done
(10) C—I=R+T.

Nous allons prouver que 7' est un ensemble frontiére dans C,
en symboles: que

(11) 0—T=c
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Tl suffira, & ce but, de prouver que K,— R est non-dense dans F?,
car on en conclura en s'appuyant sur (9) que T est de ?“‘ catégorie
. (au sens de Baire), done que 7' est un ensemble frontitre dans C.

Or, K, étant un contiou contenant g, Pensemble ¢ —C—K,
appartient (selon (1)) & &(a,C). De plus:
12) C—C—=K,+C,
car sutrement on aurait *):
¢=0—C—K,CK,
ce qui est impossible, puisque K, C—1.
L’hypothése faite sur R donne en veriu de (12):

C—C—K.CR d&ot C—CU—K,CR, done:

C—R(C C—K,.
En multipliant par K,, il vient
(18) K,—RCK,.C—K,.

Or, K..C—K, est la frontitre de K, (relative i C); c'est dono?)
un ensemble non-dense dans C. Il en résulte, selon (13) que K,—R
est non-dense, ce qui prouve — comme nous 'avons dit — 1'éga-
lité (11).

Or, lidentit¢ J= C—{C—1I) donne, en raison de (10):

[=C—(R+1)=(C—T)—R
d'ot .

I=(C—T)-BED)C—-T—E=C-RH,

selon (11). Ainsi 7 ) C—R.
* Dautre part: T(C C—R, car d'aprés (8): 1 C—R.
L’égalité (7) se trouve ainsi démontrée.
Pour prouver que I est un continu indécomposable, on tient
compte du fait que dans la classe &(a,C) il y a, par hypothése, un

saut entre R et C, donc') que ' —R est indécomposable.

1) En vertu de l'inclusion C—C —F (C F, quel qus soit 'ensemble formé ¥
(v. Fund. Math, III, p. 186),

%) V. Fund, Math. II1, p. 188, corollaire.

3) En vertu de l'inclusion X—¥ D X~Y (v. Fund, Math, I, p. 222).

Y Irr. 1, p. 211, théor. XIII, -
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3. Théoréme I. Pour
indécomposable.

Ce théordme fut établi par Janiszewski et moi, Fund, Math. I,
p. 216.
ThéorémeIT. Si 1 w'est pas Sermé, T est un continuy indécomposable.
I_) émonstration. Par hypothése il existe un point p tel que
pe(l — I). Considérons le continu R(p), défini par la formule (vd),

p. 231. Posons R = R(p). Par conséquent : 'l existe un continu
irréductible entre a et p dans la classe &(a

que T=0 4l faut et il sufft que C soit

,C), R est ce continu;
dans le cas coutraire, R = C—3 et § est irréductible entre b et p.
Je dis que B est le plus grand de tous les continus différents
de C qui appartiennent & @&(a,C). D'abord B == C, car dans le cas
ot B est irréductible entre a et p, cette inégalité résulte du fait que p -

n'est pas élément de I, dans le cas contraire, 80, dod R0
(puisque § est régulier).

Supposons d'autre part, quil existe dans &(a,C) un continu R,
tel que

(14) RCRCC et R:;:R,:};c.

On en conclut que R,.I=0 doh IC C—R, et ICC-ER,.
Or, RI‘E;R1C,I(a,R1) selon iv); et R.I(a,R,)=0 en raison
de (14); done R.C R, =0. 1l en vésulte: B.T=0 et par con-
séquent: p non-¢ R.

Ainsi B n'est pas irréductible entre a et p. Done § est irré-
ductible entre b et p. Mais, selon (14) et e

C-R,CC—R=S8 e C B +0—R

ot, en méme temps, le continu C~ R, contient les points b et p,

puisque I (C C—R,. Le continu S ne peut done étre irréductible
entre b et p.

Cette contradiction prouve notre assertion que B est le plus

‘grand des continus différents de C qui appartiennent & &(a, C).

Selon le lemme 3, I est donc un continu indécomposable.

Remarques Le cus envisagé o I est.non-fermé peut effectivement se pré-
senter, comme le prouve I'ex. T/ du N 1. L'ailleurs, sur cet exemple le continu ¢
tout entiex eat indécompopable, mdis ceci n'est nullement essentiel, car on peut
ajouter & C un segment ayant avec C un seul point comman, de sorte que C

devienne décomposable bien que I reste, conformément an théoréme, indéeomposable.
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8i J n'est pas ferms, T est un continu régulier (dans C), car selon le th. XII
de Irr. I, un continu indécomposable situé dans C est ou bien continu de conden-

sation ou bien est régulier; mais I ne peut étre continu de condensation, car on
aurait, selon le lemme 2: T C I et I serait fermé, contrairement & ’hypothése.

“ 11 est enfin & remarquei que, lorsque I n'est pas fermé. les constituants
de I sont des composants du continu indécomposable 7. (Pest une conséquence

du lemme 2,

Théoréme I11. I est ou bien un ensemble frontitre dans C ou bien
un ensemble ouvert dans C.
En symboles:

C—-I=C oubien C—I[=C—-1

Démonstration. Supposons que C— I ==C. L'ensemble ' — f
étant un semi-continu, C — I est un continu. Ainsi C — I est un
continu tel que: aeC—I==C, ce qui entraine, en vertu de (1)
que C—ICC—1I Done C—I=C—1.

Corollaire. La condition nécessaire et suffisante pour que I soit
ouvert dans C, est que C—1 soit un sous-continu saturé de C1). Ce
cas ne peut se présenter que si C est non-borné et I est indécomposable.

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons, en
eﬁ'et, que C—I=C—1I Done C—1I est un continu. (est un
- sous-continu saturé de C, car X étant un continu tel que C—I(C
CXCC et X==C, onaselon 1): XCC—1I, dodt X=C—1I.

Comme les sous-continus saturés ne peuvent exister que dans
les continus non-bornés, C est non-borné. De plus, I ne peut étre
fermé, car on aurait la décomposition du continu €= I+ (C—1I)
en deux ensembles fermés non-vides et disjoints. I n’étant pas ferms,
I est indécomposable.

La condition est suffisante, car C'— I étant supposé continu,
I est évidemment ouvert dans G, ¢ q.f. d.

Passons au cas ot I est un ensemble frontidre dans C et consi-
dérons le cas, particulier ot I est mon-dense dans C.

Y} Un vrai sous-continu K de C est dit un sous-continu saturé, s'il n'existe

sucun continu X qui satisfasse aux condxtmns' KCXCC K4: X :#: C (Voir
Fund, Math. V, p. 89). -
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Théoréme IV. Pour que I soit non—dense dans C, il faut et il
suffit que I soit fermé,
En symboles, les égalités:

C=C—-T et I=1
sont équivalentes.

Démonstration. En effet, si I est fermé I ne peut étre
ouvert (puisque O ==I== C). Done, selon le théor. III, I est un
ensemble frontitre dans C. Ainsi I est non-dense dans C, comme
ensemble frontiére et fermd.

D’autre part, si I n'est pas fermé, I est en vertu du théor. II,
un continu. Or, si / était non-dense, I serait un continu de con-

densation et en vertu du lemme 2 on aurait I (C I, donc I serait
fermé, countrairement a l'hypothése. Il en résulte que, dans ce cas,
I n’est pas non-dense.

Remarque. Le théor. IV permet de remplacer ls lemme 1 — dans le cas
ol [ est fermé — par la proposition plus avantageuse suivante:

8t I est fermd, C—1 est somme de tous les continus de la classe & (a, C)
qui sont différents de C. Dans ce cos, C— I est somme d'une série des continus
réguliers croissants.

Soit, en effet, 3 la somme de tous les continus de la classe @(aJ C), diffé-
rents de C. Evidemment ZC C—1L

Il g'agit de prouver qu'inversement, si ps C—I, on a pe2. Remarquons,
4 ce but, qu'il n’existe pas dans la classe & (s C) d’élément B qui soit le plus
grand pi).rmi les éléments différents de C, Car, si'un tel B existait, on aurait en
vertu du lemme 3: 7= C—E et, comme par hypothase, I=1, on aursit [=C—ER
d’olt C—-—IC R. Comme, d'autre part, & (C €—1, il vient R == C~—1I et on par-
vient 4 la conclusion quo / ainsi que C— ./ est fermé, ce qui est impossible,

Ceci établi, nous distinguons deux cas, suivant qu'il existe un continu R,
dans la classe & (a,C) irréductible entre a et p, on un continu §; dans H(5,C)
irréductible entre b et p.

Dans le premier cas, 1?04_—_6 puisque peC— I Done pe R, E d'oipe I,

Dans le second cas, posons I =C—25,. Comme nous venons de prouver ll
existe dans & (¢, C) un continu R, tel que ‘

R (CR CC¢ RRC

C—F, CC—R =5 ¢ C—Eo=C—h

d’olt

ce qui prouve que — &, étant irréductible entre b et p — le continu C— E, ne
contient pas p, Donc pa R, et comme R, CE, on a peZ', cqf d
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Pour prouver que '~/ est somme d’une série des continus réguliers crois-
sants, on assigne les indices aux continus de la classe @ (a,C) conformément an

second théoréme fondamental de Irr. I et on en choisit une suite de continus
4 indices croissants et convergeants vers 1 (indice de C)

En vertu du théor, IV, le cas ot [ est non-dense se raméne au
cas oit I est fermé. Ii y a encore deux alternatives & distinguer
qui correspondent aux cas ou I est un continu ou ne l'est pas:

Corollaire {(du th. IV). Si I est un continug c’est un continu
de condensation. ) '

Théoréme V. Si I est fermé mais west -pas continu, tout con-
stituant de I est non-borné. En outre, si p et g appartiennent & dewx
constituants distincts de I, il wWeziste dans C aucun continu irrédu-
ctible entre ces points. :

Démonstration. Supposons que L soit un constituant borné
de I. Soit r&I— L. Il existe, par conséquent !), un continu M tel que:

(15) LCMCC LM,
(16) | reI——~M

Les formules (15) impliquent, par définition de constituant, que
M —TI=0. 1l existe done un continu ¢ qui unit @ & un point
de M —1I et qui satisfait & l'inclusion

) 0CC—1

La somme Q- M est ainsi un continu qui unit @ & un point
de I (car L(_ M et LI==0, donc MI==0). Il en résulte que
@+ M=C; dod: r£Q ou bien &M, contrairement aux formules
(17) et (16). :

L'hypothése que I admet un constituant borné implique done
une contradiction, '

Passons & la deuxiéme partie du théordme.

_ Supposons que K soit un continu irréductible entre p et g, ces
pomnts appartenant & deux constituants différents de I,

Evidemment K—I<=0. Done, selon le lemme 2, K ne peut
étre continu de condensation,

‘ 1) En vertu d'une propriété générale des continus, Voir Janiszewski,
Thése ch. IV, théor, 1V; Knaster et Kuratowski Fund, Math, V, p, 89.
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Ainsi C—K 9= C. Posons R=C — K. Selon (i), B est un con-
tinu de la classe &(a,0) différent de C. Ba vertu du lemme 3,

'R n'est pas le plus grand de tous ces continus, car d’aprés I'hypo-

thése, J =1, n'est pas un continu.
I existe donc" dans &(a,C) un R, tel que:

RCRCC et RER 0

Or B, = C entraine p,ge(C—R,) et R==R, entraine O—R:Jf:
£ C—E,. Le continu C—R, est donc un vrai sous-continu du

tontinu C— R et celui-ci est sous-continu de K, car

C—R=C—C—EKCK.

Ainsi, le continu C— R, unit P et g, tout en étant un vrai sous-
continu de K, ce qui prouve que le continu K n'est pas irrédu-
ctible entre ces deux points.

4. Conclusions. En résumé létude de lensemble I conduit
b la classification suivante des continus irréductibles.

L’ensemble I est ou bien ouvert ou bien est un ensemble fron-
tiere dans C.

1. Si I est ouvert, alors C est non-borné, I est un continu in--
décomposable, C— I est un continu saturé (exemple IV).

1. 8i I est ensemble frontidre il y a deux cas & distinguer:

II, 1. 8i I n'est pas fermé, alors I n'est pas non-dense et I est
un continu indécomposable (régulier dans C) (ex. III).

II, 2. Si I est fermé il y a encore deux cas possibles:

II, 2a. Si I est fermé, mais pas continu, I est non-borné et I
est non-dense (ex. II). ‘

II, 2b. Si I est un comfinu, c'est un continu de condensation
(ex. I).

Comme on voit, les cas I et I[2a ne peuvent se présenter que
parmi les continus non-bornés. Ainsi: Si C est borné, I est ou bien
un continu de condensation ou bien est un ensemble frontidre non-
fermé dont la fermetwre I est un continu indéconiposqble réqulier:
(done pas un continu de condensation).
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§ 2. L’ensemble K (p,C) et les continus de condensation saturés,

5. Définition. K (p, C) est l'ensemble de fous les points que l'on
peut wnir & p par des continus de condensation de C.

Définition. Q est dit continu de condensation saturé (pur rap-
port & C), si Q est continu de condensation et nw'est situé dans aucun
autre continu de condensation de C.

Exemples. Dans I'ex. T du N1 l'ensemble K(p,C) se ;‘éduit
au powmnt p si ce point a l'abscisse ==0.

Dans le cas ob p est situé sur l'axe des y, l'ensemble K (p,0)
cotneide avec le segment vertical (—1,1) de cet axe. Les ensem-
bles K (p, C) sont ici, en méme temps, des continus de condensa-
tion saturés.

Si C est un continu indécomposable (comme dans l'ex. III) les
ensembles K (p, C) coincident avec les composants de C. Si ces
composants sont non-fermés (comme c'est toujours le cas pour O
borné), il n'existe dans C aucun continu de condensation saturd.
Cependant un composant fermé (v. ex. IV) est tonjours un con-
tinu de condensation saturé, de-méme qu'il est un ,sous-continu
saturé“ de C. '

Dans les exemples précédents deux cas se présentent: ou bien
'ensemble K(p,C) est un continu de condensation ou bien sa fer-
meture est indécomposable. Mais ces eas ne sont pas les seuls
possibles; on le verra sur les exemples suivants, qui — dans un
certain sens — épuisent les singularitds qui puissent se présenter,

Exemple V. C se compose du continu indécomposable 111 et
d'un continu congruent qui n’a avec lui qu'un seul point commun p,
Iei K(p,C), comme identique & C, n'est pas indécomposable, mais
est somme de deux continus indécomposables.

Ex. VI. C se compose du continu indécomposable III et du

continu, analogue & I, formé par la courbe y =sin i, —_ 1Sm<0
€x

e le segment vertical z =0, —1 < ¥=1, qui n'a avec le continu
indécomposable que le point »=(0,0) en commun. Iei 'ensemble

K(p,C) se compose du continu indécomposable et du segment -

vertical. Cet ensemble n'est nj indécomposable ni somme de deux con-

tinus indécomposables. Cependant sa. , partie-régulidret: 0— C—K(p,0)
est un continu indécomposable. |

icm

Théorie des continus irréductibles. 241

Dans le N6 nous établissons les relajjons entre les notions de
lensemble K (p, ) et de continu de coﬁdenss,ti_on saturé. Le N7
concerne le cas spécial ot p =5 La structure de l'ensemble
K(p,C) dans le cas général est étudiée dans le N8,

6. Lemme. Tous deux points d'un ensemble K(p,C)+se laissent
unir par we continu de condensation; en d’autres termes: p, et Py dlant
dewx points arbitraires de C, on a

K(p,,C)zK(pz,O) ou bien K(p,,C).K(p,,C)=O,

La démonstration résulte immédiatement du fait qu'un continu
qui est somme de deux continus de condensation est lui-méme un
continu de condensation 1),

Théoréme VI. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un
point p s0it situé sir un continu de condensation saturé est que Uen-
semble K (p,C) soit fermé (ou, ce qui revient au méme, quw'il soit non-
dense). Dans ce cas K (p, C) est bien le continu de condensation saturé
contenant p.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit Qle
continu de condensation saturé contenant p. Je dis que

) : Q= K(p,C).

Evidemment ¢ C K (p, C). Soit, d’autre part, g K(p, C). 1l sagit .
de prouver que g& . Comme geK(p,C), il existe un continu de
condensation @, qui unit ¢ & p. Le continu @+ Q,, comme somme
de deux continus de condensation est lui-méme continu de condensa-
tion. Or, ¢ étant contigu de condensation saturé,il vient Q-+, CQ,
d'ot ge Q.

L'égalité (1) est donc démontrée. Elle prouve, en méme temps,
que K (p,C) est un ensemble fermé et non-dense,

La condition est suffisante. Posons, pour abréger: K=K (p,0).
Supposons que K soit fermé, Comme K est, par définition, un
semi-continu, on en conclut que A est un continu. Nous -allons
prouver que c'est un continu de condensation saturé.

Supposons d’abord que

@) C—K=+¢C

9 Janiszowski Sur les continus irréductibles..., théor, VI; cf. ma nots
Sur Vopération A Fund, Math, III, p. 191, - ‘ .
Fundamenta Mathematicae t. X. 16
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Il y a deux cas & distinguer :.

1) ae K. Comme beC—K, on a beC— K et, selon (i), C—K
est un continu. La décomposition C = C—K - K prouve qu'il existe
un point ¢ du produit K.C—K. Soit, conformément au lemme, ¢
un continu de condensation unissant @ et q. La somme Q+C—-K
est donc un continu unissant a et b, d'od Q@ 4+ C—K = C, done
C—Q(C C—K et C—Q(C C—K. Or, @ étant un continu de con-
densation, on & 0— @ = C et il vient C' (C C—K, contrairement 3 (2).

2) Ni a ni b n'appartiennent & K. Selon te théor. II de Irr. I
(p. 202), on a C—K=1L-+M, L et M étant deux continus dis-
juints ob aeL et be M. La décomposition C= L+ K- M prouve
quil existe deux points: ge LK et re K M.

Soit ¢ un continu de condensation unissant ¢ A' . Done
L+Q+M=C doy C—QC L+ M et comme-L 4 M= 0_X,
il vient C—QC (—K et C—Q C C—K, ce qui contredit l'iné-
galité (2), puisque C—@ = ('

Il est ainsi établi que I'inégalité (2) entrafne une contradietion.
Autrement dit: K est un continu de condensation. Il reste & prou-
ver qu’il est saturs, :

Mais cela résulte de la définition méme de I'ensemble K (v, 0):
l'ensemble K est somme de tous les continus de condensation qui
contiennent p. i

Remarquons enfin que si, an lieu de supposer l'ensemble K (p,C)
fermé, on le supposait non-dense, la conclusion serait la méme.
Car, Ihypothése que K (p,C) est non-dense entraine que K(p,C)
est encore non-dense, c'est-i-dire, que m est un. continu de
condensation, Mais, par définition, de K (1,C) on a alors K (p,C) C
C K(p,C). L'ensemble K (p,C) est done fermé.

7. Théoréme VII. L’'ensemble K (6,C) est un constituant de I (a,0)..

Démonstration. Par définition, K(5,C) est somme de tous
les continus de condensation qui coutiennent b, Chacun d’eux est —
conformément au lemme 2 du N2 — contenu dans Ifa, C). Donc
K(5,) C 1(a,0). |

K(b,C) étant un semi-continu, il reste & prouver qu'il n’existe
aucun semi-continu qui contienne K (6,C), soit contenu dans I{a,(})
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et soit différent de K (b,C). Cela résulte immédiatement du fait que
tout sous-continu de I(a,C) est un continu de condensation de C

(selon le méme lemme 2).

Corollaires: 1. & I (a,C) est fermé, /K (b, C) est un continu de
condensation saturé )

2. 8i I(a, () est continu, K (b, C)=1(a,C);

3. St K(b,C) rest pas fermé, on aT(b,T}) =m et m
est un continu indécomposable dont K (b, C) est un composant.

Démonstration. 1.8i /(a,0) est fermé, ses constituants sont
des continus, donc selon le théor. VI, K (b,C) est un continu de
condensation saturd,

2. 81 {(a,C) est un continu, il est, lui-méme, son constituant,
done selon le théor. VII: K (3, ) =I(a, ().

8. 51 K(b.¢) n'est pas fermé, I(a.C) ne l'est non plus (selon
le cor. 1. démontré tout-a-Theure). Selon le théor. II, T(a, C) est un
continu indécomposable et tout constitmant de I (a,C) forme un
composant de W (v. remarques au théor. II). Donec K (5,0) est
un composant de I(a, () et, comme tout,composant non-fermé d'un
continu  indécomposable est dense dans ce continn ), il vient
K(b,C)=I(a,C).

8. Théoréme VIIL K(p, () C I(a,B () + I1(,8(p)).

Démonstration. Posons, pour abréger, K(,C)=K, R(p)=R,
S() =28 11 y a trois cas & distinguer.

1) K§=0. Comme C=R+ S, on en tire K(CR. Comme,
d’autre part, p ¢ K, il vient pnone S, donc S ne peut étre irrédu-
ctible entre b et p et conformément & la définition de E(p) et
S(p), on en conclut que R est irréductible entre a et p. En sym-
boles: '

3) pel(a R)

Or, R étant régulier, tout sous-continu de R qui est continu de
condensation de (' est, en mdme temps, continu de condensation
de E*?). Done K (p,R) = K(p,C) =K.

En #appuyant sur (3) on déduit du théor. VII Pinelusion:
K(p,B)C I(a,R), C dot K I(a,R).

) Voir: Fund, Math, V, p. 46.
1) Voir: Fand. Math, I1I, p. 194, cor. 4.
16*


Yakuza


244 C. Kuratowski:

2) KR=0. On en conclut, comme auparavant, que KC.S et
que S est un continu régulier irréductible entre b et p (puisque
pnoneR). Il vient KC I(5,5). '

3) KR40z KS. 1l existe donc un continu @ tel que:

@ - 0—0=¢,

() BQ+05450¢.
Je vais prouver que

(6) BQC I(sR),

ce qui revient & dire que, si L est un continu assujetti aux con-
ditions: '

@ aeLCR e LQR=0,
alors

Or, selon (5) et (7), L 4 @ 4 S est un continu unissant o et b.

Done L+ Q+ 8=C, dot C—Q CL-+8, dome C—QC L+ 8
et, en vertu de (4)r CC L+ 8. On en tirr C—SC L, done
C—SCL et, comme C—S=R, il vient R(_ L. En raison de
(7) on en déduit I'égalité (8). _

* L'inclusion (6) est donc établie. On prouve d'une fagon ana-
logue que

) SQC Irb,8).

En ajoutant les inclusions (6) et (9) et en rappelant que R -}
-+ 8= C, on obtient @ C 1(a,R) 4 1(3,8).

Or, g étant un point donné de K (p, (), on peut faire passer le
continu ¢ par ce point, sans que les conditions (4) et (5) cessent
d'étre vérifiées. Il vient gz[1(a,R) 4 I(p,8)], done K Cl(aR)+4
+ 1(5, 9. '

Corollaire. Si I(a,R(p) et I1(b,8(p)) sont des continus, on a:

K(p, Q)= 1(a,B(®) - 1(5,8(p)-

Démonstration. Comme auparavant nous écrirons K, R, §
au lien de K(p,C), R(p) et S(p). Vu le théor. VIII, il s'agit de
prouver que /(a,R) - I(5, 8 C K.
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En s'appuyant sur le théor. VIII, on conclut que K1 (a,R) 0
ou bien KI(b,8)=0. ‘

Supposons que K I(a, R)==0. Llensemble I(a,R), comme eon-
tinu, est selon le eorollaire du théor. IV, un continu de eondensation.
Par conséquent:

(10 l(,R) CK.

Si §==0, on a I(b,8)=0 et notre corollaire est démontré.
Soit done S==0. La décomposition C=R 4+ S donne par-consé-
quent RS0 et comme (selon (iv)) RS =I(a,R).I(b,8), il vient
I(a,R).1(},8) =0, d'olt en raison de (10): K.I(b,8 =0. On en
conclut, comme auparavant, que I(b, 3) C K.

Aingi, dans I'hypothése que K./(a, R) =0 notre corollaire est
démontré. Il en est de méme, si T'on suppose K.I (b,8) 0.

Le corollaire est done démontré complétement.

Nous établirons & présent le principal théoréme concernant la
structure de l'ensemble K (p,(). .

Théoréme 1X. K (p,C) est d'une des trois formes suivantes:

1% K (p,() est un continu de condensation;

20 C— 5?’1“(‘(}5,@ (partie régulitre de K (p,C)) est un continu
indécomposable (régulier);

8% K (p,C) est somme de deux continus indécomposables (réguliers).
Démonstration. Posons K= K(p,(), R=R(p), § = S ().
L'identité = R - S doone:

(11) K=KR-}KS.
D'aprés le théor. VIII:
KC1(a,R)+I(b8),
KRCR.I@R) +R I8,

mais R.I(b,8) C RS, d'ob, selon (iv), R.I(b, S) CRSCI(a B).
Ainsi :

d’olt

(12) KR (C I(a,R)
et de méme:
(18) KSCI(,8).

Il 'y a trois cas & distinguer, qui correspondent aux proposi-
tions 19~ 30,


Yakuza


246 C. Kuratowski:

1. KR et K8 sont non-denses (dans C).

Par conséquent, leur somme, X, est également non-dense !) e,
en raison du théor. VI, K est un continu de condensation.

2. L'un des deux ensembles KR ou K est non-dense tandisque
Vautre ne 'est pas.

On peut supposer, p. ex., que KR est non-dense et KS ne l'est pas.

D'aprés (11): K = KR + KS. Désignons par T' la partie régu-
litre de K. Or, la somme des parties réguliéres de deux ensembles
fermés étant égale & la partie réguliére de la somme ®), on en con-
clut que 7' est somme de la partie régulitre de KR et de celle de
K. Mais la premiére est vide, car®) KR est, par hypothése, non-
dense. Ainsi, 7' est la partie réguliére de XS, done

(14) . TC KS.

De plus, K'S n’étant pas non-dense, sa partie régulidre n’est
pas un continu de condensation. Aingi, Vensemble 7} qui est un
continu — comme partie réguliére du continu K4) — n'est pas un
confinu de condensation.

Les- inclusions (14). et (13) montrent que T est un sous-continn
de I(5,8). Or, KS nétant pas non-dense, il en est de méme, en
vertu de (13), de I(3,S) et on conclut du théor. IV que I(b,8)
u'est pas fermé. Donc, selon le théor. II, I(5,8) est un.continu in-
décomposable.

Nous arrivons ainsi & la conclusion que 7' est un sous-continu
du continu indécomposable T (b, S) et, en méme temps, T' n’est pas
continu de condensation de (), dome - a fortiori — de I, 9).
Or, tout sous-continu d'un continu indécomposable en est continu
de condensation excepté-le cas ol le sous-continu est identique au
continu indécomposable tout entier 5). C'est donc le cas de 7'

Ainsi: T=1(b, §), ce qui prouve que 7' est un continu indé-
composable. :

'} V. Fund. Math. III, p, 188, théor. 8.

% V. ma note des Fund, Math, V, p. 117, proposition (¥).

% La partie régulidre d'un ensemble X fermé non-dense est vide, puisque
CT?::C, d’od C’-——‘C*:-—X:C_':—*(Jzo. I

4) D'aprés le théor, V de Iyr. I, p. 205,

%) Fund. Math. I, p. 212, théor. II.
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3. Ni KR ni KS ne sont non-denses dans C.

On conclut, comme auparavant, des inelusions (12) et (13) que
ni I{a,R) ni 1(b,8) ne sont non-denses, done que I(a,R) et I(5,3)
sont des continus indécomposables (réguliers).

Nous allons prouver que

(15) K = I(a,R) + I(5,5).
Eo tenant compte du théor. VIIL il suffit de prouver que
(16) | Ia,B)CK et IBSCK

Nous établirons la seconde de ces inclusions, la démonstration
de la premiére étant tout-d-fait analogue.

Par hypothése: KR == 0. L'ensemble 4 = R -+ K est done un
continu. D'autre part, BS==0 et RS (C RI(5,S), donc I'ensemble

B =R 1(h,5) est aussi un continu. Comme somme de deux con-

tinus réguliers, B est régulier et appartient & la classs &(a, C).

Par conséquent, B est irréductible entre a et un autre point (voir (i)
4 est un sous-continu de B, car (selon le théor. VIII):

A=R+EKCR+IaR)+ 155 CR-+1(}95) = B.

On en conclut, en vertu de (i), que B—A est un continu ré-
gulier dans B, donc dans C, puisque!) B est régulier dans C.

En outre, B—4 est sous-continu de I(b,S), car

(17) B—A=[R+1(,8)] — [B+-K|=1(,5 — (R+-K]C T, 5)
Nous arrivons ainsi & la conclusion que B—4 est un sous-con-

tinu du continu indécomposable I(h,S). Le continu B—4, comme
régulier, est ou bien vide ou bien n'est pas continu de condensation

de C (done de I(b,5)). Tout vrai sous-continu d’un continu indé-
composable étant continu de condensation, il en résulte que

ou bien B—A4=0 ou bien B—A=15,9).

La seconde de ces égalités ne peut se présenter, car on en con-
clurait en vertu de (17) que (R-K). I(5,5) est non-dense dans

1) V. Fund., Math, III, p, 194,
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T(5, 5), mais alors en raison des inclusions: (13) et KSC K, KS§
serait non-dense, contrairement & I'hypothése. L B

Ainsi B—4=0, d'ott B—4 =0 et selon (17): I(h,S)C B+K.
Par suite: 1(5,8) —RC K, dot I(6,5)—RC K. Or, RS est non-
dense, puisque l'ensemble RS = R C—-R esili frontiére de R
(danis C). Comme R.I(5,5)(C RS, V'ensemble, B.I(b,5) est également
non-dense dans C, donc dans I(b,S), puisque I(b,5) est régulier.
Par conséquent I(b,S)—R = 1(5,5) et on obtient facilement
I(5,8)C K. Cest la_deuxidme des inclusions (16).

Comme pous I'avons dit, on en déduit I'égalité (16), qui prouve
que K est somme de deux continug indéecomposables réguliers.

Remarque. Chacun des trois cas énoncés dans le théordme
précédent peut effectivement se présenter, comme le prouvent les
exemples I, VI et V.

§ 3. La déeomposition des continus irréductibles en tranches .

9. Considérons la classe &(a,C) ordonée selon la grandeur
croissante de ses éléments. Son type d'ordre est — d’aprés un thé-
oréme de Irr. I (p. 217) — celui d'un ensemble fermé situé dans
Iintervalle O1 et contenant les extrémités de cet intervalle. Soit L
cet ensemble fermé; convenons que £ soit une variable qui par-
court L. Il est bien naturel de mettre les éléments de la classe
& (ayC) sous la forme R;; de sorte que

{1) si § <&, ona: By CRy Ry R,
‘ Sé"x D SE:’ Sét :,: Sé:?

Posons, pour abréger:
Iy=I(a,Ry), Jy=1(b,5).

Notons les formules suivantes, qui nous seront utiles dans la
- suite:

La formule (#) (p. 231) peut 'derire, & présent, de cette facon:

(2) .Rg S§=I§J§.

) Le § 8 a été écrit par M. Knaster et moi conjointement,
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En s’appuyant sur (1), on en conclut que
(8) 5i § C&, ona Ry Iy =0 = Sg,- Ty, et By .8, =0.

En effet, la double égalité résulte immédiatement de la définition
de l'ensemble /(a,R). D'autre part: By, . Sy, C By,. 8, C I, selon (2)
et, comme R .Ip, =0, il vient R, .S, = 0. 4

En vertu des inclusions

4) Ly CR et Je C 8,

on déduit de (3) que ,

(5) i &< £, ona I, Iy =0=JJ,.
Nous établirons, en -outre, les deux propositions:

(6) si § <&, ona I Jg, = 0,

(7) st §1<fz<§aa b"“1§,=7§,=0-

En effet, d'aprés (4): I J, C R, S, et daprés (3): By 8, =0.
Par conséquent: I, J;, = 0.

Pour prouver (7), remarquons que I'on a, en vertu de la for-
mule (3): SpJy=0, dot J, CC—8;, CRy. Or, daprés (3):
R, I, = 0. La formule (7) en résulte immédiatement,

D'aprés un théor. de Irr. I (p. 221), pour tout point p de C il
existe soit dans #(a,C) un continu irréductible entre a et p, Boit
dans &(b,C) un continu irréductible entre b et p. On a done, en
symboles:

(8) C= L+

. &L

10. Considérons le cas ot Vensemble L est indénombrable; la
partie parfaite P de L n'est dome pas vide.

I existe alors une fonetion g (£) continue, non-décroissante, qui
transforme L dans l'intervalle 0 <2 <1; nous supposons, en outre,
que cette fonction est croissante dans 'ensemble de tous les
points qui appartiennent 4 P et ne sont pas des extrémités d'inter-
valles contigus & P. Ainsi, si £ et £ sont les extrémités d’un in-
tervalle contigu & P, on a pE)=ep&) pour § <E<E,.

Désignons, en général, pour tout x de lintervalle 01, par y(x)
le premier et par I'(x) le dernier £ tel que P () ==
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Il importe de remarquer que:
(9) si &<y (@), il existe un § tel que E< & <yl(w),

(10)  pour tout @, Uensemble des & tels que y(®)<=E=TI'(x) est
fini ou dénombrable; sutrement dit, l'ensemble des arguments &

&

auxquels correspond la méme valeur z = @ (£) est an plus dénom-
brable. : '

Lorsque (x) 5= I'(2), ces nombres sont les extrémités d’u.n méme
intervalle contign & P. Lorsque y(x) = I'(x), y(z) appartient & P
et n'est pas extrémité d’aucun intervalle contigu.

La fonetion ¢ n'a été définie, jusqu's présent, que pour le cas
ot L est indénombrable. Afin d’étendre sa définition au cas de L
aun ‘plus dénombrable, nous posons dans ce dernier cas: @ () =0
identiquement et y(x) =10, ['(x) =1. :

Définition. J'appelle tranche du continu C Vensemble

r.= JI 2. [T

=D fegple)

Vindice z variant de 0 & 1 ou bien étant constamment nul suivant
que L est indénombrable. ou ne lest pas.
Nous convenons que:

H i=c= ]I s

T £ <0

Exemples. Dans la courbe sini« (v. ex. I, p.230), Ja tranche 7, est for-

mée par le segment vertical; toutes les autres se réduisent 4 des points indivi-
duels. On a, dans ce cas, ¥(0)==1I"(0) et on peut supposer, qu'en général: Y (x)=
= I'\&) = =, puisque L == l'intervalle 01,

Le cas de la courbe ain;1 pcondensée* (v, introduction p, 226) est tout i fait

analogue. L'ensemble L est aussi dans ce cas Dintervalle 01, Il y a une infinité
dénombrable de tranches composées de segments; les antres se réduisent & des poiuts.

En général, dans le cas ot L coincide avec l'intervalle 01, les tranches peu-
vent 8tre définies d’une fagon plus simple. Nous y reviendros dans le N 16.

Comme exemple du continu qui se réduise 4 une seule tranche, on peut con-
sidérer tout continu indécomposabls, D'une fagon analogue, un continu formé par
la réunion de deux continus ind$composables ayant un seul point commun ne
contient qu'une seule tranche. )
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Envisageons encore I'exemple suivant, Sojt (a, a,),
de continus indécomposables irréductibles entre a, of
ayant avec le suivant un seul point commun et n’

(25@,),... une suite infinie
Gy, &, et a; ete, ot chacan

ayant aucun point commun
avec les autres. Supposons que ces continus convergent vers un point p, Soit, d’au.
. ) N -

tre part, (b, b,), (b,b,),... -une suite tout & fajt analogue de continus indécompo-
sables qui convergent également vers . Supposons enfin que les continus de la-
deuxiéme suite n'ont aucan point commun avec ceux de la
point p n'est situé sur aucun continu des deux suites.

Le continu composé de ces continus indécomposables et du point p forme
une seule tranche. (Son type ordinal est +140*.

Considérons enfin Iexemple suivant, ov 'ensemble I, est indénombrable, . bien
que les continus indécomposables forment un ensemble dense dans (.

Interposons dans chaque intervalle contigu &' Iemsemble parfait non-dense
de Cantor un coatinu indécomposable qui soit irréductible entre les extrémités
de cet intervalle (nous supposons le diamétre de ce cont, indécomposable égal
& lintervalle ). Tous ces continus -}- 'ensemble de Cantor constituent le con-
tinu cherché, Sur cet exemple il y-a une infinité dénombrable de tranches dont
chacune' est un continu. indécomposable, Toutes les autres se réduisent & des points,

premiére et que le

11, Théoréme X. Les tranches sont des engembles fermés non-
vides et disjoints dont la somme est égale & C. On a

(1) L= 3 L+
P@)=2 5= I(x)

Démonstration. Nous allons prouver d'abord que les tran-
ches sont disjointes. Soit done x, < x,. Par suite: I(2) < y(z)
et il existe; selon (9), deux nombres £, et £, tels que

. (12) 17(“‘1) <E<E< 7(‘77:)-

On en conclut que

M ECry e JIs.Cse

&> D(=) § <y(aq)

Done, par définition de tranche, T,.T, C Ry.S; et comme,
selon (3), Ry S, =0, il vient 7,.7T, =0, ce qui prouve que les .
tranches sont disjointes.

Je dis que

(13) Y m+acr

() = §ot ()

1) Clest un cas purvﬁculier des constructions déerites dans Irs. I, p. 217,
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Soit, en effet, I'(z) << &. On a done, pour § < I"(x):
(14) I C B C By

D'autre part, soit £'<ylx). On a done pour y(e)<f: Ry l;=0
(en vertu de (3)). D'olt [, C C— Ry, et

(15) I C Sy

Les inclusions (14) et (15) entrainent:

2 &C ffr. JI 5. =r.

PD=E=T) D=} <§ &' <y

Une formule identique subsiste lorsquon remplace [, par Jg.
L'inclusion (13) en résulte immédiatement.
En s'appuyant sur (13) et (8) on conclut que

0= 2‘ T.

0 <a<l

D'autre part, I'¢galité ;=0 n’a lieu que lorsque Be ==0. Mais
alors ;=0 et J; 3= 0. Done, en tout cas, J; - J; == 0 ce qui en-
traine, en raison de (13): 7, == 0.

Il est ainsi établi que les tranches sont fermées (comme produits
d’ensembles fermés) non-vides, di-jointes et que leur somme est
égale & C. Pour que notre théordme soit démontré complétement,
il reste & prouver Iinelusion inverse & (13).

Mais on voit aussitét que cette inclusion inverse résulte directe-
ment des inclusions (8) et (13) et du fait que les tranches sont
disjointes.

Lemme 1.

2 T.= By — Ly

z<m
2 T. = Speoy— e -
Thxg

Démonstration. Posons, pour abréger, y (z,) =9. En vertu
de (11), on a E‘T, =§2 (Ie+ J). 11 gagit de prouver que
e <y :

(16) 2‘(1§+4)=Ry_17.

§<y
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Or, soit §<Cy. Tl existe, selon (9), un & tel que E<TE <.
On a done, selon (3) et (4): L,C Ry et SgJe=0, d'ot Js CC—8:C
C Rg. Alnsiz Je+4-JC Ry, En méme temps (@aprés (3)): By I,=0.
Par conséquent Iy -J; C R, — I,C B,—1,, quel que soit £ Au-
trement dit : : :

) Y+ Iy CEr —1,

sy

Pour prouver l'inclusion inverse, posons peR,—1I, et admettons
en raison de (8), que pel;++J;. Il sfagit de prouver que £<y.

Or, lorsque pely, on a peR; et, comme par. hypothése peR,
(g)n en conclut que Ry (C R, et Bg=£ R, (puisque pnonel). Done

<7

Lorsque peJy, on a peS;. L'hypothése p&R,—1I, donne (selon (2)):
peC—S5,. Par conséquent S, (C S; et 8,2 8. Done £<y.

L'inclusion inverse & (17) est done démontrée. L’identité (16) en
découle immédiatement, ce qui achéve la démonstration de la pre-
mibre partie du lemme. La seconde s'en obtient par raison de
symétrie,

Lemmme 2, Les ensembles 3 T, et 3 1. sont deuzx semi-continus
2 <ty b ap

sépards’) (dont I'un ou l'autre peut d’ailleurs s'annuler).
Démoustration. En vertu du lemme 1, on a

x <y el xg

Z .. 2 T = By — Lyl - Srew =169 C oty - St — Lycay-

Or,
Sren C Syep 86 Boeg Syy C Lyt -

Il vient 7, 3T,=0 et de méme S 7T..3T.=0. Les en-

zd®y wpag ., =Sm  z>x .
sembles ¥ T, et 3 T, sont donc séparés.. Comme identiques resp.
LRt - xg

aux ensembles (R ,— .| et [Spw)— Jre,), ils sont des semi-
continus (v. p. 232).
Lemme 3. Tau =Iy(m) +IRI’(")' Sy(z) +JP(W)'
Démonstration, Posons, pour abréger y(z)=1y et I'(x)=1T.
En multipliant les identités C= R4S, e¢ C=Rp+ Spon a:

1) Los ensembles X ot ¥ sont dits sépards, lorsque X¥ = 0= XV,
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C=2R,+Ep. b’7+ Sp, car, linégalité y<C<I' donne selon (1),
R),le:.Ry, S’I‘SF:‘LI‘ et ‘R}J'SI‘CRI"S))'
On a done évidemment la décomposition:

U= [Ry'—-ly] + [Iy + 'RI“ S;r +']I‘] + [SI'—‘]I']'
Ces trois sommandes sont disjoints, car

R, JpCR, S0 CR,S8,CL,.
En outre, le premier est, selon le lemme 1, égal & 3 T': le
y<ix

troisieme est ¢gale & 2 7,. On en conclut en vertu du th. X que
ex

le second est égal & T..
Théoréme XI. Si C est bornd?), ses iranches sont des continus.
Démonstration. Posons dans le lemme 3, y(e) =9y et
I'(z) = I'. Nous avons done la décomposition I.=IL~+Rp. 8+ Jp
La tranche étant un ensemble fermé (théor. X), on a donc:

(18) T,=I,+Rp. 8,+Jp.

Il'y a deux cas & distinguer, 19 y < I" et 20: y = I"

10: Je dis que chacun des trois sommandes de I'égalité (18) est
un continu. Quant au premier est dernier, on n’s qu'a tenir com-
pte de Phypothése que C est horné (voir N4). Pour prouver que
Rp. S, est un continu, on applique le calcul suivant:

‘RI" S,,:RI:. C—Ry = RP'(RF+ SI‘ *‘R;,;

mais, selon (3), Sp.R,=0. Done (Rp+ SP)~—R7=(RP-- R,) =+ Sp.
Dlautre part, RF.RI.—-RyzRP——-Ry et RBp.SpC Rp—R,. 1l
vient finalement: R, S,=RBp—R,. Or, le continu R, contient le
point a (4 moins qu'il ne soit vide); donc ?) R,— R, est un continu.

Il est ainsi établi que T. se compose de trois cogtinus. En outre,
la somme des deux premiers est un continu, Car, si l'on suppose

que I?_:f: 0, 00 a R, 840 et R,S, CZL.[Bp. 8] selon (2) et (1);
done I,.[Rp. 8] % 0. -

') Pour C non-borng ls théordme est en défaut (voir ex, II, p. 230), M. Kna-
ster a méme construit un continu irréductible dont ancune tranche n’est un

continu, Voir sa Note ,Sus quelques problémss de topologic® 1
NV L e pologte®, & paraitre,
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De méme R,, . S,,—}-jp est un continu. Done 7., est un continu.

2. Dans lp cas y=1TI, ona T.=1T,4J, (en vertu de (2)),
somme de deux continus. Si l'on suppose'Iy:{::O#Jy, il vient
E”:,: 0= 8, et évidlemment R, S, ==0. Dot (en raison de (2)):
Iy,Jy:i:O, ce qui prouve que 7, est.un continu.

Définition. Nous appelons ,indice du point p* le nombre i(p)
tel que peTy,.

En vertu du théor. X l'indice est bien défini pour tout point p
de (' (et varie de O & 1, lorsque L est indénombrable, et reste nul
en cas contraire). o

Théordme XIL. La jfonction i(p) est continue.

Démonstration. Il g'agit de prouver que les formules
(19) lim p, = p ‘

Nm=DG

(20) | lim i (p,) == 2

n =00

entrainent: 2==1i(p). Supposons, par contre, que par ex. i(p<a.
Soit ¥ un nombre tel que

(21) ip<y<a

Done, pour # suffisamment grand, la formule (20) donne i(p.)>y;

’est-a-dire que: p,& I T,. 1l en résulte en raison de (19):
xpv

(22) pe 2 T..
Py
D’autre part, 'inégalité (21), donne

(2.”3) PE 2 T,.

zy
On arrive ainsi & une contradiction, car les formules (22) et

(28) prouvent que les ensembles 3 T, et 3 7, ne sont pas séparés,
=y =Py

contrairernent an lemme 2.

La fonction i(p) est donc conlinue. .

12. Une décomposition d'un ensemble fermé E en sous-ensem-
bles disjoints est dite semi-continue ¥), lorsque pour toute suite

1) Cf, R. 1. Moore, Trans, Amer. Math, Soc. 27, 1925; P.. Alexandroff,
Proc. Akad, Wett, 28, Amsterdam 192B; L. Vietoris, ibid. vol, 29, 1926. Voir
aussi ma note sur les décompositions semi-continues qui va paraitre dans Fund, Math
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Gy.Gyp G, ... de ces sous-ensen:bles ln non.dition (@4 Liminf G,,’] =1: 0
entraine [Limsup @,] C G, (autrement dit: lorsque les conditions
g.£G., g.€G,, g, =limg,, ¢’ =lim g, entrainent g’ G,,.).

Soit f(p) une tonction continue définie pour tout pomt. p de E.
Désignons par & (x) la fonction inverse & f(p); c'esti dire G (z)
fait correspendre b tout z qui est valeur de la fonction f I'ensem-
ble des arguments p tels que f(p) = #. (On écrit parfois /~'(z) & la
place de G (2)). On voit aussitét que la famille de tous les ensem-
bles G (x) présente une décomposition semi-continue de I'ensemble X.

T, étant évidemment la fonetion inverse & la fonction i(p), dé-
finie p. 225, on a, en vertu du théor. XII, le suivant

Théoréme XII1, La décomposition du continu C en tranches T,
est une décomposition semi-continue,

Bien entendu, ladite décomposition ‘du continu (' n'est pas la seule
décomposition semi-continue possible; on obtient, par ex., une autre
en réunissant une ,portion“. de tranches en une seule. Les con-
sidérations qui vont suivre ont pour but de prouver que la décom-
position en tranches 7, ne peut étre — dans un sens qui va 8tre
précisé — poussée plus loin.

Supposons qu'un ensemble fermé et horné K soit décomposé en
sous-ensembles (nous les appellerons tranches de E) d’une fagon
semi-continue. On peut alors considérer la famille J¢ de toutes les
tranches comme formant un ,hyper-espace, notamment, en regar-
dant un ,point (trunche) &, comme ,limite“ d’une suite {G.} lors
que [Gy.Liminf @,] 5=0. Si cet hyper-espace est homéomorphe 3 un
" ensemble lindaire, la décomposition sera dite lindaire.

Or, considérons le cas de décomposition semi-continue linéaire.
Soit F' I'ensemble linéaire anquel Thyper-espace o est homéomorphe.
Posons: f(p)= le point de F' qui correspond & la tranche conte-
nant p. Nous définissons ainsi une fonection continue qui transforme
E en F. En définissant G (z) comme fonetion inverse & Jf(p), la
famille des ensembles G'(x), =& F, est évidemment identique & I'hy-
per-espace . ‘

On voit ainsi que définir une décomposition semi-continue ling-
aire d'un ensemble fermé et borné K revient & définir une fonetion
continue f(p), pek, dont les valeurs parcourent un ensemble fermé
F situé dans lintervalle 01. :

En particulier, lorsque E est un continu, I'ensemble F, comme
image continue de E, est un intervalle ou un point.
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13. Supposons, ‘b présent, qu'un continu borné C irréductible

entre @ et b soit décomposé en sous-continus d’une fagon semi-con-

tinue et linéaire. (Telle est, en particulier, la décomposition en
tranches T,). Nous supposons que c'est une vraie décomposition,
¢est-b-dire quil y a plus d’une tranche,

Nos hypothéses équivalent & supposer donné une fonction conti-
nue f(p) définie sur C, telle que f(C)= l'intervalle I=z=1 et
que G(x) est un continu, quel que soit z.

Posons, pour tout ensemble X situé dans Yintervalle O1:

G¢(X)=23 6@

waX

On prouve facilement !) que

(24) FIEX)] =X,

(20) 80 X est un intervalle (fermé), * G (X) est un continu.

Nous établirons & présent quelques lemmes et nous en déduirons
le théoréme fondamental de cet.ouvrage.

Lemme 1. f(a)=0 ou f(a)=1L1

Démonstration. Posons f(«) == et f(b)=2,. Soit X l'in-
tervalle a, x, (on @2, si z, <<a,). Daprés (26), G(X) est un con-
tinu ‘unissaht @ et b. Lo continu C étant irréductible entre a et b,
il vient C=@(X). Dot f(C)=sf[G(X)]=X en vertu fle (24).
Or, f(C) étant Vintervalle 01, cette égalité ne peut avoir lieu que
lorsque 2, =0 et @, ==1 ou bien lorsque z, =1 et 2,=0, c. q.f. d

Lemme 2. Q étani un continu de condensation, f(Q) se réduit
& un seul élément. o

Démonstration. Supposons, par contre, que f(Q? ne e ré-
duise pas & un seul point de lintervalle 01. La’ fonction /' étant
continue, (@) est un intervalle. Il existe, par conséquent, deux
points z; et z, tels que 0<<a, <z <1, 21 6/(Q), @, EJT(,Q)-

Soient X, lintervalle Oz, et X, lintervalle x,1. D'aprés (25),
G(X,) et G(X,) sont des continus. En outre,

Q.G (X)) F 0 Q.6(X),

1) Uen propositions sont d’ailleurs vrajes dans des hypothéses bien plus géné-
rales (cf, ma note citée tout-i-l'heure).

Fundamenta Mathematicae t. X.
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puisque x, eX,./(Q) et meX,./f(Q).. La somme
G (X)) + @+ G(Xy)

est done un continu. Ce continu unit a & &, car, d’aprés le lemme 1,
f(a)e[G (X)) 4 G(Xy)] et, de méme f(b)¢[G (X)) 4 & (X,)).

Done: @ (X)4 @4 G(X,)=C. Dod O0— QC G(X,)+ G(X,).
Par suite C—Q(C G(X,) + G(X;). Or, @ étant continu de eonden-
sation, on a C—@Q =C, done (= G(X,)—I— G (X,). En appliquant
(24), on en tire: f(C) =X, + X,. :

3

On arrive ainsi & une contradiction, car f(C)= lintervalle 01

tout entier, tandis que X;--X; ne contient aucun point jntérieur

au segment z; xy. L'hypothése, que /(@) ne se réduit pas & un seul
point, implique done une contradiction.
Lemme 3. f(I) se réduit & un seul élément.
Démonstration. En vertu du lemme précédent, on peut se
borner au cas ol J; n'est pas un continu de condensation. ?; est
alors (conformément aux théor. IT ét V) un continu indécomposable.

Soit pel; et.soit Z le ,composanté du point p dans I; [autrement
dit: Z="I;—I(p,Iy)). Dove Z =1T; (v. théor. III et cor.) et, d’aprés
le lemme 1 du N 2, Z est la somme de continus de condensation

(dans ) issus du point p; @ étant un de ces continus de conden-
sation, on a donc en vertn du lemme précédent: 7(Q) = f(p)
D'oli: f(Z)= f(p) et, la fonction f étant continue: f(Z) = S(p)
Comme I, CI;=Z, il vient f(I,) = f(p). Ainsi, S (L) se réduit an
point f(p).
Lemme 4. f(T.) se réduit & un seul élément.
Démonstration. Daprés le théor. XI, 7, est un continu.
Done f(T,), comme image continue de T,, est également un con-
tinu; cest-d-dire f(T,) est un point ou un intervalle, Or, selon les
propositions (10) et (11), T, est somme d’un nombre fini ou dé-
nombrable d’ensembles I et J;. L'ensemble f (7,) est dobe, en
raison du lemme précédent, fini ou dénombrable; il ne peut done
étre un intervalle. Par conséquent, f(T.) est un seul point, e.q.f.d.
L’énoncé du lemme.4 peut 4tre encore modifié. Supposons, en
effet, que, pour un argument z,, le continu G (z,) admette des points
communs ave une tranche 7. Cela veut dire, que x, est un nom-
bre appartenant & f(T.). Or, selon le lemme 4, F(T.) se réduit & un
seul élément, done 7(7T,)=x,, d'o, par définition de G(x): T,CG(x,).
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Aivsi, si la tranche T, a un point commun avee G (x,), elle y est
coutenue entiérement.

D'autre part, selon le théor. X, (' est somme de tranches T..
Il en résulte que, quel que soit z, G (x,) est somme d’un certain
Iot (=1} de tranches 7).

Nous arrivons done & 'énoneé suivant, qui rapproché du th, XIII,
présente le '

Théoréme fondamental. Si lon décomposé un continu irrédu-
ctible borné en sous-continus d'ume fagon semi-continue et linéaire,
chacun de ces sous-continus est ou bien identique & une tranche T, ou
hien ‘est somme de toute une fumille de tranches T..

Dans le cas o Uensemble L (voir p.248) est fini ou dénombrable
et seulement dans ce cas, le continu irréductible n'admet aucune autre
déeomposition semi-continue lindaire en sous-continus que la décompo-
sition triviale: en une seule tranche?l).

14. Dans la théorie générale de la décomposition semi-continue
on introduit la notion de franche de continuité®): une tranche G est
dite tranche de continuité, lorsque la condition [, .Liminf @,)3=0
entrafne G, == Lim @, (cette derniére égalité équivaut & la eondi-
tion qu'a tous point g, de G, corresponde une suite {g,} conver-
gente vers g, et telle que g,£G,)

Dans le cas, considéré auparavant, de la décomposition C en
tranches 7%, la condition de continuité peut étre énoncée de cette

fagon: 'égalité lim x, = x, entraine Lim T,“ =T,.
N0

Toute tranche qui se réduit & un point est évidemment une

- . e .1
tranche de continuité. - Ainsi, par ex., si C est le continu ,sin ;“

(ex. I), il 'y a-qu'une seule tranche de discontinuité, & savoir le.
segment vertical, .

Cependant, il serait faux de supposer que seules les tranches
composées d'un point sont des tranches de continuité. Pour g'en
convaincre, considérons l'exemple suivant $).

1) Ce cas se présente, en particulier,' lorsque lo continu C est indécomposgble.
Or, en ce qui concerne la décomposition semi-ooptinue des continus indécompo-
sables en sous-continus, on peut méme démontrer d'avantage: I'hyper-espace déter-
miné par une telle décomposition est lni-méme un’ continu indéqumposuble.

% Of, Vietoris, Proc. Amsterdam, op, cit.

%) ‘Cet exemple m's été communiqué il y a plusieurs années par M, Knaster;
je m'en suis servi dans mos lecons professdes & 1'Université de ‘Varsovie en 1928/24.
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C est la somme des segments rectilignes qui unissent respec-
tivement tout point p du segment 01 de l'axe des x, dont V'absci-
sse peut étre éerite dans le systdme de numération & base 4 sans
le. chiffre 1, avec le point (ou les deux .points) de la droite y =1,
dont Y'abscisse s'obtient de celle de p, en remplagant dans le déve-
loppement de cette dernidre le chiffre 2 par I.

On voit facilement qu'il y a deux genres de tranches dans le
continu C ainsi défini: 1° une infinité dénombrable de tranches
‘ayant la forme de ¥V ou A et 2° une infinité indénombrable de
segments vers lesquels celles-ci convergent. Les tranches du pre-
mier genre sont des tranches de disconuité; celles du second sont
des tranches de continuité, -

Il est & remarquer qulil existe — comme le prouve M. Knaster
(L e} — un continu irréductible C dont chague tranche est une
tranche de continuité contenant plus d’un point. ‘

Notons enfin que, d’aprés un théoréme général sur les décom-
positions semi-continues (démontré dans ma note citée), les argu-
ments x anrquels corrvespondent les tranches de continuité forment wn
ensemble G5 (produit d’'une suwite d'ensembles ouverts) dense dans
lintervalle 01.

15, Définition. La tranche T, est dite tranche de cohésion,
lorsque 2, =0 ou x,=1 ou bien lorsque

vz T

I importe de remarquer que l'inclusion peut &tre remplacée dans

cefte définition par le signe d'identité. Oar les ensembles 3 T, et
- x<xg
2 T, étant, d'aprés le lomme 2 du N 11, séparés, on a

2pa

Jrn¥rcr,

z<dz zb 2

quel que soit ,. ‘
On voit aussi que toute tranche de continuité est -tranche- de
cohésion; mais la réciproque n’est pas vraie. La tranche 7, du con-

- Un exemple analogue a été trouvd indépendamment par M. Wilson et publid

dans 1'Amer, Journ, of Math, 1926 (July). Voir Knaster Sur quelques problémes
de topologie, 1. c, .
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1 . .
tinu psin ;“ (ex. I) est une tranche de cohésion (d’ailleurs comme

toute tranche initiale ou finale) bien quelle soit une tranche de
discontinuité.

Une tranche de cohésion T, (0 <a< 1) est, par définition, non-
dense. Si le continu C est horné, elle est done un continu de con-
densation.

Pour avoir un simple exemple d'une tranche qui ne soit pas
tranche de cohésion, considérons la courbe composée de

y=sin9—£, ~opour —1=<zx<<0
—1=y<| s 2=0
y == sin ; » <<zl

Le segment vertical forme une tranche qui n'est pas tranche de
cohégion, car elle n’est pas contenue dans la fermeture de la partie
de la courbe située, & sa gauche. Il en est encore de méme, sil'on

remplace 1'égalité yzsini— par y =— sin2i; dans ce cas, le seg-

ment vertical constitue une tranche qui n'est située ni dans la fer-

meture de sa partie droile ni dans celle de la partie gauche.
Enfin dans I'exemple décrit au N précédent il y a une infinité des

tranches qui ne sont pas tranches de cohésion: ce sout les lignes

. brisées de la forme ¥ et A. Leurs indices forment un ensemble

dense dans lintervalle O1.

Théoréme XIV. La famille des tranches qui me sont pas des
tranches de cohéston est au plus dénombrable.

Démonstration. Supposons que la tranche T, ne soit pas
une tranche de cohésion. On a donec 0 <<z, <1 et il existe un point p,

tel que pye 7', et que soit pynone 3 T,, soit p,none 3 T,. Sup-
B xl<xn . x>x? B
posons que la premiére alternative a lieu. Il existe, par conséquent,

un entourage J, du point p, assujetti d la condition:

(26) by 3 1.=0.

X <Xy

On en conclut, par définition de la fonetion i(p) (v. p. 265),
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que, ¢ étant un point arbitraire de l'entourage de p, (¢eC.E,), on
4 i(g) = x,. Comme, d’autre part, i(p,)=#,, hous parvenons i la
conclusion que z, est une valeur winimée (au sens large) de la
fonetion 4(p). Or, d’aprés un théoréme général sur les fonctions
réelles, I'ensemble des extrémés d’une fonetion est au plus dénom-
brable !). Ceci revient 4 dire que l'ensemble des indices x, tel que
T, n'est pas une franche de cohésion est au plus dénombrable 2).

16. Ccnsidérons & présent le cas le plus simple: celui ot  est
un continy. irvéductible hornéd qui ne contient aucun continy indécom-
posable, sauf, peut-étre, des coutinus de condensation.

Le type ordinal du continu €' est done A, c'est a-dire type de
lintervalle. Autrement dit, ensernble L (v. p- 248) coincide avee
Iintervalle 0 <<z<1. Rien n’empéche de supposer, & présent, que
les indices £ et « coincident et que (£)=z. Donc p(r)=f=ur=—
=I(x).

Par défivition de tranche et d'aprés le théoréme X, on a done

- ' Ttr=1x+Jx=ﬂRu.!YIs

y>x

Ty=1(0,C), T,=1I@a,C)

En outre, R, ne contenant, par hypothése, aucun continu indé-
composable qui n'en soit pas continu de condensation, I, est un
continu de condensation (théor, IV et V). 1l en est de méme de J,.
Done, selon (27), T, est un continu de condensation. En s'appuyant
sur le lemme 2 du N 13, on voit aussitot qu'un continu de conden-

saflon qul a un point commun avec une tranche 7, est entidrement

contenu dans cette tranche, On arrive ainsi an

'} Cf. F. Hausdorff, Grundzilge der Mengenlehre Leipzig, Veit, 1914
p.363. La démonstration du dit théorsme peut étre résumde de cette fagon: I.'en-
tourage £, du point p, pent &tre supposé rationnel (intérieur d’un cercle ration-
nel). Or, soit z, (:*; #,) une valeur minimée de la fonection 1(p); il existe alors
un point p, et un entourage rationnel E, de p, tel que i(’q)> Z,==i(p,) quel
que soit geE . C. On voit aussitst que :‘: E,, Qolt la conclusion cherchée.

%) Dans cette démonstration, I'hypothése que C et T, sont des continus n'in-

ter\.ri'gnt nullement, La senle hypothéss dont nous nous servons est que la décom-
position envisagée est semi-continus et lindaire.
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Théoréme XV. Si C est un continu borné du type A, ses tranches
coincident avec les continus de condensation saturds (donc avec les
ensembles K (p,C) du § 2).

Les tranches de cohésion d'un continu du type 4 peuvent étre

-caractérisées d'une fagon trés simple, comme le prouve le théoréme

suivant:

Théoréme XVI. 7,0 <<x<1) éant une tranche dun conbinu
du type A, chacune des conditions suivantes est suffisante et nécessaire
pour que T, soit une tranche de cohésion:

x

10 ' T.=R,.5,

20; L=J,(=T.)

80: B=[[E o« s.=[fs.
‘v>x y<dx

Démonstration. 1° I, étant non dense dans C et B, étant
régulier dans C, I, est non dense dans R,. Selon le lemme 1 du

N11, ZT,=R,—1I,. On en conclut que 3 7, =R, et, de méme,
vdx

que ¥ 7,=28,. Or, T, est, par déﬁnition,':;e tranche de cohésion
'.lo.rs:;x; Txr-l’?;T” ,,37" Cette égalité équivaut donc & l'égalité 10
20, Selon l'identité (2) du N9, on a
R.,.S.=1I.J,.

Done, I'égalité 1° équivaut a l'égalité
To=1,.J,
et, en vertu de (27), & l'égalité
L+J.=1.J,

qui (d'aprés une formule d'algébre de la logique) équivaut & Véga-
lité I, =J,. .
30, D'aprés le lemme 1 du N 11, on a, quel que soit 2:

2‘1’,:1?,,——1,,

y<
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d'olt

28) Cr=Yrn+LCc Y

y<is y=z

5

Les tranches étant disjointes deux & deux, il vient: R,.T,=0
pour u>>z. Or, IT R,C R, pour tout 2>>z. Done
¥ x

IIR,,,Z‘ T, =0,

Vv x ubx

ce qui revient & dire que

(29) necl o

v x

Or, si Pon admet I'égalité 20 et si I'on substitue z & 2 duns la
formule (28), on a; R,= 3 T, d'oli, en vertu de (29): g R,CR.
V> x

) =x
De-méme II'S,C S,.
y<x
Comme on a évidemment R, C IR, et S,C II S,, nous arri-
v x y<x

vons — en admettant I'égalité 2° — aux égalités 3°

Inversement, les égalités 3° impliquent 19 en vertu de la for-
mule (27).

Les égalités 1° et 2° étant équivalentes, il en résulte que cha-
cune d’elles équivaut & 3° c. q.f d.

Remarque I. En s'appuyant sor le théor. XV, on peut facilement en déduire
le théoréme suivant de Janiszewski: st un continu bornd C trréductible enire
dzux points ne contient aucun continu de condensation (ne se réduisant pas & un
seul point), C est un arc simple t),

Car, d'abord, C me contient aucun continu indécomposable, puisque tout con-
tinu indécomposable admet des sous-continus de condensation qui contiennent plus
d’un point, Done € est du type A. Les tranches 7', sont, par conséquent, des con-
tinus de condensation, Or, tout continu de condensation de C se réduisant, par
hypothése, & un point, on en conclot que 7', se compose d’un seul point. Autre-
ment dit, la fonction ¢(p). définie p. 255, est biunivoque et, comme fonction
continue, elle est bicontinue. Le continu C est donc homéomorphe 4 lintervalle 01,
e q f, d i

Remarque II. Nous allons prouver que, pour les continus bornds du type A,.
les tranches T coincident avec les nSchichten* de M. Vietoris.

%) Thése, ch. I, théor. 1V. Le théoréme reste vrai, lorsqu'on omet I'hypo-
théss que C eoit borné. Cf. Hallett Bull. Amer, Math, Soc. XXV, 1919 et Kna—
ster et Kuratowski Fund, Math, 1I, p. 224,
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Posons, avec M. Vietoris!') p .%q lorsqu'il existe dans C deux continus
disjuints et irréductibles ap et gb, Les points p et ¢ appartiennent & une méme
»Schichte*, si p non < q et g non <p; nous allons montrer que dans ce cas, et
seulement dans ce cas, p et ¢ appartiennent 4 la méme tranche T,.

Soit, en offet, p& T, g2 Ty ot @ <y. Soit & <&, <y, <y. 1l vient Ty (~ Ry
et T, (C Sy (v. form. {27)), d'ott ap By et quS“. Or, Vinégalité a, <y,
donne By, .8y, == 0; d'olt (ap).(bg) =0, donc p <24

Soient, d'autre part, pe T\ et g & T,. D'aprés 27), Ty=I.4J.. L1y a deux
cas & distingner: 10 pel, et gal,, 2° pe(l/y—J, et ge(Je—1,).

Dans le premier oas, B, est irréductible entre a et p; donc R,, comme con-
tinu régulier, est le seul ?) continu ap. Comme ge I, (C By, 11 vient (ap). (bg) :i_—_ 0.
Done: p non S) g et, de-méme, ¢ non < p; c'est-h-dire p et g appartiennent i la
méme ,Schichte,

Dans le deuxidme cas, les hypothéses pz/, et geJ, donnent, comme aupa-~
vavant, Ry=ap ot S,= bg. Dol pnon <q, prisque R, Sx:f:O- En méme
temps ¢ non \’ , car, p étant un point de B, on a R,~-(pb)==C, d'ot C—R.( pb
done 8y == (f;fftc pb; de-méme By ay etil vient 0= R.. S:(C (ag).(pb).

L'équivalence entre la notion de tranche 7', et celle de ,Schichte* au sens
de M, Vietoris est — dans le cas du continu borné du type 4 — dtablie. Ti
importe de remarquer que, lorsque C' n'est' pas du type A, la méthode ds M.Vi-
etoris ne donne aucune ,Schichtung®, c'est-i-dire, gu'elle ne donne aucun mo-
yen de décomposer linéairement ce continu.

Remaryue Il 87 C est un continu borné du type A, ses tranches coincident
avec les ,complete vscillatory sets* de M, Wilson3),

Comme le prouve M. Wilson, la décomposition du continu. C en »complete
oscillatory setse est, dans le ¢as du type 4 et dans ce cas seulement, une décom-
position semi-continue linéaire (I c. p. 16D); ces ensembles sont d’autre part des
continus de condensation. Il s’agit donc de prouver (conformément au théoréme
fondamental) qu'aucun d'eux ne peut contenir plus d'une tranche T,. Or, en sup-
posant qu’un »complete oscillatory set« contienne plus d'une tranche 7', il serait
nécessairement somme d'un intervalle® de tranches; mais alors il ne pourrait &tre
an continu de condensation (cf, Lemme 2 du N 13).

§ 4. Propriétés extrinséques des continus irréductibles.

16. Je rappelle d'abord quelques notions et propositions élémen-
taires. Je désigne par C(X) le complémentaire de l'ensemble X.

1) Op. cit. p. 196,

3 Irr. 1, p. 220.

3 Ta ,oscillatory set* du point p est le produit de tous les sous-continus
de C qui contiennent un entourage de p (relatif & C). Un »oscillatory set« P est
dit ,complete¥, lorsque: soit a8 P, soit b e P, soit pe P, P,, P, ot P, désignant
les constituants de I'ensemble C—PF qui conliennent @ et b respectivement.
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Si X est formé, C(X) est dit ouvert. Lia frontidre F(4) d'un ensemble
ouvert c'est: A—A. Un ensemble ouvert semi-continu est dit une région:

On a les propositions suivantes:

(2) tout constituant d’'un ensemble ouvert est une région;

(3) K étant un continu et Z une région de I'ensemble C(K),
Tensemble F(Z) est un sous-continu de K.

Pour simplifier, je n'examine que le cas de continu irréductible
borné, situé sur le plan, et ayant le type d'ordre 4.

Lemme 1. Si le continu F est la frontiére d’une région (bornée)
A et aed, il existe un continu K tel que

¥F=1I(@K), K—ICA

et que K— F est homéomorphe & une demi-droite.

Démonstration. Imaginons une suile de lignes polygonales
fermées P,, disjointes, situées dans 4, convergentes vers F et assu-

jetties aux deux conditions:
1°', si geP, il existe un point pe ' tel que la distance pg

est <-

20: P, coupe la région A entre a et F, F,,; entre P, ot F.
Choisissons sur chaque P, un couple de points a,, b,. Ce cou-
ple décompose la ligne P, en deux ares U, et V,. Nous choisissons

les points a,, b, de fagon que le diamétre de U, soit <C 1%

Unissons \les points a et a, par un arc L, situé & l'intérieur
de P, et, en général, les points b,., et a, par un arc L,. On péut,
en vertu de 2% s'arranger de fagon que L, soit situé entre P,_, et
P, (abstraction faite des extrémités). Par conséquent, la somme

E‘ (L~ 7.) et homéomorphe & une demi-droite. En ajoutant & cette

somme l'ensemble /' on obtient le continu K demandé. En effet,
on voit que F' est non-dense dans K et on en conclut facilement
que F=I(a,K).

Lemme 2. Si I(a,() est un continu, il existe une région A telle
que I(a,C) = F(4).

Démonstration. Considérons lensemble-complémentaire de

I(a,0). Cet ensemble étant ouvert, soit 4 la région qui est son

constituant et qui_contient a (voir @). D’aprés § on a:

(1) F(4)Cl@oCc
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Je dis que CA est un continu,
En effet, selon (1):

CA+(C—~4)=(.(A+ F(4) +(— A=
CA.(C—4)=C.F(4)= F(4)

Or, si la somme et le produit de deux ensembles fermés sont
des continus, ces ensembles sont des continus eux-mémes ). Par

-conséquent C'— 4 et C.4 sont des contlnus

Je vais prouver que
(2 ' (C.4).1(a,C) 0.

On a ¢videmment F{(4)==0 et F(4)(C C.4. Done F(4).C.45=0
et l'inclusion (1) donne l'inégalité (2).

Nous arrivons & la eonclusion que C.4 est un continu qui unit
le point a & Vensemble I(a,C). Le continu C étant irréduectible, il
vient €= (. 4, d'od CC 4 et I(a,C)(C 4 Or, A étant sous-ensem-
ble du complémentaire de I(a, (), onen tire I(a. C)(C 4— A4, cest-
-d-dire I'(a,C) (C F(4). Linclusion inverse étant vraie selon (1), on

-en déduit: [(a,C) = F(4)

Les lemmes 1 et 2 donnent le

Théoréme XVII. La condition: suffisante et nécessaire pour quiun
continu soit wn ensemble I(a,C) (un coitinu du type 1) est qu'il
soit la frontidre d’une région.

17. Théoréme XVIII. La condition suffisante et nécessaire pour
qu'un continu soit une tranche T, d'un continu irréductible (de type
dordre 1) est quil soit la frontidre d'un ensemble composé d'une ou
de deux régions disjointes.

Démonstration. 1) La condition est suffisante. Si l'en-.
semble en question se compose d'une seule région, sa frontiére est
une tranche en vertu du lemme 1. Supposons donec que 4 et B
sont deux régions disjointes, aed, be B. D’aprés le lemme 1, il
-existe deux continus K, et K, tels que

F(4) =1I1(a,K,) FB)=I(K,) )
K.CA KC(CB.

1) Cf. Fand, Math, I théoréme I, p. 211.
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Par conséquent: ‘
K,.K,C A.B=[4+F(A)|[B+F(B)=F(4).F(B) =
= I@K,). I(b,K)

Or, si deux continus irréductibles bornés K, et K, satisfont
4 linclusion K, K, C {(a, K;). I (s K,), leur somme C=K,+ K,
est un continu irréductible entre « et b %),

Nous allons montrer que l'ensemble F'(4) -4 F'(B) est une tran-
che de C.

Comme

F(4+B)=F(4) + F(B) = I (0,K,) + I(b, Ky),

il reste & prouver (v. p.262) que K,eR(q,C) et K, =C—K,.
Or, l'ensemble 4 — A, comme égal & [(a,K,), est un ensemble
frontitre dans K, (d'aprés le théor. IV). On a done K, —(4—4)=K,,

dot K,= (/\I—A) + K, A et comme K, C 4, il vient K,=K, 4.
Puis K, 4 =0. Done K,= (K, + K,)4 = C. 4. Ainsi K, est
la fermeture d’un ensemble ouvert dans-C; K, est done un ensem-
ble régulier dans €. D'ot K, eR(a, C).
Pour prouver que K,=C— K, remarquons que, d’'une part,
on a C=K,+K,, dou C—K, C K,, dove C— K, C K,. D'autre
part, A et B étant deux ensembles ouverts disjoints, il vient AB=0,

&m@COAtjmccih (- K,. Done CBC C—K,.
dod K, C C—K,, ecar Pégalité K, =CA donne pur raison de sy-
métrie: K,— 6’3

L'égalité K, == C—K, est ainsi établie.

2). La condition est nécessaire. Soit 7" une tranche du con-
tinu irréductible C. _

En premier lieu remarquons que, si ae7' ou bel) on a, selon
la form, (27) du § 8: T=1(,C) ou T=1I(a,C) et 71 est la fron-
tiére d'une région en vertu du théor. XVIL

Supposons done que ni a ni b n'appartiennent & 7' Soient 4
et B les régions du complémentaire de 7' qui contiennent respe-

9 Cf. P. Szymanski: La somme de deux continus irrdductibles, i pa--

raitre, Cf. J. R. Kline Fund, Math, VII,
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ctivement a et b (il peut, d'ailleurs arriver que  A==B). On a done:

(3) (A4 B) T=0.
(4) . FA)+FBICT
Il s'agit de prouver que
®) F(4)+ F(B)=T
On vérifie par un caleul facile les formules
mZ+aﬁ+ﬂ+[—A+m=0
[¢.A+C.B+T).[C—(4+B] = 0.[d+F)—(4+ B+ 1.
Je dis que:
®) (@+B)— (4+ B)=F(4)+ F(B)

Cette égalité est évidente, lorsque 4= B. Drautre part, lorsque
A== B on a AB= 0= B4, puisque alors 4 et B sont deux en-

sembles ouverts disjoints; done (A-B)— (4-B)=(4d— 4)+(B—B),
d’olt Pégalité (6).
En vertu de (4), on en déduit I'égalité

ClA+B)— A+ B+ T=T
Il est ainsi établi-que la somme et le produit des deux ensem-

bles [C. 4+ C.B+ T] et [C—(A+ B) sont des continus. Par

¢onséquent [C. 4 -4 C. B+ T) est un continu,
(Yest un continu qui contient a et 4. Done

=C.4A+C.B+T ‘
dod 0—T(C C. A4 C.B(C A+ B. Done C— TCA4+B T étant
non-dense (théor. XV), on & C=C— I'C 4 + B. Par conséquent
TCA-B et en vertu de (3): T(C (A—4) 4+ (B— B) En d’au-
tres termes: ’ '
) T( F(4)+ F(B).

Les inclusions (4) et (7) donnent I'égalité (B).

Joxvllaives: 1. Toute tranche de cohéston est frontidre d'une région.

2. Les tranches T, telles que T, west pas frontiére d'une région
Jorment une famille aw plus dénombrable.
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Démonstration. Si T, est une tranche de cohésion, on a selon
le théor. XVI, 20 T, =1I(a,R,). La tranche T, est done en vertn
du théor. XVII, frontiére d’une région.

Le second corollaire en résulte en vertu du théor. XIV,

§ 5. Condition suffisante pyour qu'un eontinu soit irréductible.
Choix effectif des points d’irréductibilité.

18. D’aprés le théor. I de Irr. I (p. 202), si a est un point
d'irréduetibilité d'un continu, ce continu ne peut étre décomposé en
deux vrais sous-continus qui contiennent o tous les deux. Je vais
prouver que la proposition inverse est aussi vraie, si l'on suppose
le continu borné.

D’ailleurs la condition que le continu soit borné est essenticlle:
par exemple, K désignant une demi-droite et a son sommet, on ne
peut décomposer K en deux continus qui soient différents de K et
qui contiennent a tous les deux, — bien que K soit un continu
réductible. _

Théoréme XIX. Si K est un continu borné est a un point tel
que K n'est pas somme de deur vrais sous-continus qui contiennent
a tous les deur, il existe un point b tel que K est irréductible entre
a et b

Démonstration. Supposons, par contre, qu'un tel point b n’existe

pas. Il existe alors une suite de continus X, telle que (v. remar-
que au lemme 1, p. 232):

1) K= j K,

na=]
2 aeK, £ K
La série (1) va étre remplacée par une autre, & termes crois-
sants, Considérons, notamment, les sommes partielles:

=K +K-+..+K,.
Je dis que
(8) Q.5 K, quel que soit n.

En effet, si n=1, I'inégalité (3) cotncide avec (2). D'autre part,
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si on la suppose vraie pour n— 1, la décomposition Q,— Q...+ K,
est une décomposition de ¢, en deux vrais sous-continus de K

qui contiennent a tous les denx. Par hypothése, leur somme ne peut
étre Cgale & K.

Aipsi, la formule

o
(4) K — 2‘ 0.
n=]
présente un développement de K en série & termes non-déeroissants
et distincts de K. On peut supposer que ces termes sont croissanis,
cest-h-dire: que Q,,; 3= Q,, car on pourrait omettre les termes qui
sont identiques aux précédents. '
Soit: p,& @y — Q.. La suite p,, py,... p,,... étant bornée, soit
p un point d’accumulation de cette suite. D'aprés (4), p appartient
b un des continus ¢,. On peut évidemment supposer que pe Q.
On a done '

®) . _1(_‘:—@:-01#0,

quel que soit n, puisque Ia suite Py, Po4ay... appartient & K— ¢,
Je dis qu'il existe un indice m tel que

®) E=Q.+Q+K

K — @, étant un ensemble non vide ouvert dans K, il ne peut.
étre ensemble frontitre dans K. Done, K —¢@, n'est pas de I™® ca.
tégorie dans K. Or, selon (4): ‘

w0
E—¢= 3(0.—0).
n=9
11 existe donc un indice m tel que @,— @, n'est pas de I
catégorie: L'ensemble Q,— @,, comme différence de deux ensembles
fermés, est somme d'une série d’dnsembles fermés; un, au moins
de ces ensembles fermés n'est pas ensemble frontiére, car en. cas
contraire leur somme serait de I catégorie. Done, & plus forte
raison, ¢, — @, n'est pas ensemble frontidre dans K. En symboles

(") K—(0.—@)F K
Drautre part :

OIS Sl < is o < %
Les formules (7) et (8) dounent done (6).
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Je vais prouver, 4 présent, que K =0, est un continu.
Car, supposons, par contre, que U et V soient deux ensembles
fermés tels que :

) E—Q.=U+7, U.V=0,

(10) o U£K—9,% V.
Considérons Ja somme et le prodult des ensembles fermés (¢, U)
et (@t V):
(1) QAT+ (@ N = 0 K0 = K
(12) (@t 0). (Gt V)=t V. V=10,

K et @, étant des. continus, les formules (11) et (12) prouvent
que (@.+ U) et (Q,— V) sont aussi des continus. De plus, ce sont
des continus qui contiennent le point a; la formule (11) prouve,
par conséquent, qu'un deux doit 8tre identique & K. Soit @Q,4U=K

dot K—@,C U, done K—@,(C U, contrairement & (10).
Il est ainsi établi que K—@, est un codtinu. D’aprés (5), la

somme K —@, -+ @, est done aussi un conlinu. On arrive ainsi & la
formule:

K= Qut+ (E=0.49))

qui présente — contrairement 3 I'hypothése du théuréme — une
décomposition de K en deux continus distinets de K (formules (3)
et (6)) contenant a tous les deux.

Cette contradiction étant déduite de I'hypothése que K est ré-
ductible entre a et lout autre point, notre théoréme se trouve dé-
montré complétement.

19. Le probléme dont nous allons nous occuper & présent con-
siste & définir une loi qui fasse correspondre & tout continu irréducti-
ble un couple de points entre lesquels ce continu soit irréductible.

Rappelons, au préalable, qu'il existe une définition d’une fonetion

@(F) qui fait correspondre 4 tout ensemble fermé non-vide un de
ses points?),

On peut aussi définir une fonetion qui & toute suite d’ensemb]es
ouverts Oy, O,,... O,,... dont le produit n'est pas vide fait corres-
pondre un pomt de ce prodmt Soit, en effet, RB,, By,... R,,... la

1) Voir, par ex., Fund. Math, IlI, p. 190.
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suite des intérieurs des cercles b centre et rayon rationnels; soit

R, le premier terme de cette suite tel que £, (C 0, et B, II 0,0

et, en général, soit B, le premier terme tel que: R, C 0 B,

~1

et R, .II 0,5 0. Le produit I Rk.. est fermé, non-vide et conteru
ne] n=1

dans il 0,.

neml

Le point (])(Imi1 B,) est done le point demandé. Il en

est de méme si tous les ensembles O, sont ouverts relativement
4 un ensemble fermé donné en avance. )

Passons & la solution de notre probléme.

Soit C un continu, Désignons par J l'ensemble de ses points
d'irréductibilité. Nous supposons J==0. Il s'agit de définir un cou-
ple de points de J entre lesquels C soit irréductible.

Nous allons d’abord définir une fonction o (J) telle que ¢ (J)&J.

Dans le cas, ol C est indécomposable, on a C==J1); on posera
v(J)=9(©).

Supposons donc que € soit décomposable. Il existe, par consé-
quent, un intérieur de cercle B qui jouit des propriétés suivantes:
1° B.C0, 2° il existe (au moins) une décomposition de C en
deux continus: C== C,4-C, telle que p(C)eC;, C,Cet C;.R=0.
Le cercle B peut évidemment &tre supposé de centre et rayon ra-
tionnels. Nous admettons que B est le premier terme de la suite
Ry, BR,,... R,,... assujetti aux conditions 1° et 2°.

Soit L le plus grande sous-continu de C—R qui contient le point
@(C). Done L==0C. Je dis que LJ 0. '

En effet, par definition de L, on a C,(C L, ot G, est un continu
arbitraire satisfaisant & 2°. Comme C-=C,+ C,;, on a C=L- G,
et, si 'on supposait L.J =0, on aurait J( G,, done CO= 0,, con-
trairement & 2°.

. Considérons, parmi les cercles.de centre et rayon rationnels, ceux
qui sont disjoints de L et qui contiennent des points de C & I'in-
térieur. Soit

Bopy Bopyooo By

13

la suite des intérienrs de ces cercles.
Scit @, le plus grand sous-continu de C—R,, qui coutient L,.

1) Voir, Fund, Math, I, p. 215.
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Je dis que

(13) - o=Yacy
n=1

Supposons, en effet, que peC—J et soit  un point arbitraire
de LJ. 1l existe done un continu M. tel que M5=C, ze M, peM.
Soit y&l(x,C). Donc yeC—M et comme yeC—1L, on a yeC—
—(L—[—M) Il existe par conséquent un n tel que L4+-MC 9,
- d'olt peZ’ Q..

n=1

L'inclusion (13) est ainsi établie.

D’autre part, 0—-"% Q.=0, car les formules zeLJ et yel(,0)
entrainent y& C— Q,, quel que soit 7.

Ainsi, l'ensemble C— EQ _II (C—+,) est un ensemble non-

nw=]
vide, donné comme produit mﬁm d’ensembles ouverts dans C. On
peut done en exiraire un point bien déterminé. C'est ce point que
nous désignons par v (J).

D'aprés le lemme 1 (p. 232), I'ensemble I(y(J),C) est donné
comme produit d’une suite bien déterminée d'ensembles ouverts
dans C. En extrayant de cet ensemble un point, que nous désignons
par %(J), un obtient un couple de points v (J), x(J) entre lesquels
C est irréductible. ’
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