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Sur une propriété topologique
des ensembles dénombrables denses en soi.

‘Par

Wactaw Sierpiniski (Warszawa).

TLe but de cette note est de démontrer le suivant

Théorémel). Tous les ensembles dénombrables denses en 01
(situés dans un espace euclidien & un nombre quelconque de
dimensions) sont homéomorphes.

Démonstration. Soient E et E' deux ensembles de-
nombrables et denses en soi. Comme tout ensemble de points
de l’espace & m dimensions peut étre regardé comme un en-
semble de points de lespace & n>m dimensions, on peut ad-
mettre que les ensembles B et E appartiennent au méme
espace & n dimensions. Pour abréger 1'écriture, nous donne-
rons la démonstration pour =2, mais notre raisonnement
gera valable (avec des modifications évidentes) pour un nombre
quelconque de dimensions. Enfin, tout ensemble de points
étant évidemment homéomorphe & un ensemble borné, nous
pouvons admettre que les ensembles E et E' sont bornes.

Soit R un rectangle aux cOtés paralléles & l'axes de coor-
données et tel que Iensemble E est intérieur 4 R. L’ensemble B
étant dénombrable, nous concluons sans peine gqu'il existe un
ensemble dense formé de paralléles & l'axe d’abscisses et dont
aucune ne contient de points de E.

1) Jai signalé déja ce théoréme dans la note L’homéomorphisme des
espaces rationnels, Wektor 1915.
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Soient:

(1) M1y Hoy fhgy -

un ensemble dense et dénombrable de telles paralleles & Daxe
d’abscisses et

(2) Y1y Vay Vay oo

un ensemble analogue (dense et ne contenant de points de K)

de paralléles & l'axe d’ordonnées.
Je dis qu’ il existe dans la suite infinie

(3) ' Py Y1y #27 Voy [hgy Vay «eo

au moing une droite A qui divise le rectangle [ en deux re-
ctangles dont chacun contient des points de 1.

Soient, en effet, ‘11 et g, deux points de H. 5ila droite ¢, g,
n’est pas paralléle & l'axe d’abscisses, les points ¢, et ¢, ont
des ordonnées différentes et il existe dévidemment dans la
suite (1) au moins une droite u telle que les points ¢, et ¢,
se trouvent dans des parties différentes en lesquelles la droite u
coupe le plan. Comme paralléle & Pun des cOtés de R, la
droite 4 divise R en deux rectangles ddésirés. Si la droite g,g,
est paralléle & I’axe d’abscisses, elle ne l'est pas & l'axe d’or-
données et le méme rmsonnement gapplique & la suite (2).

50113

(4) | , Q1‘7‘ oy Qyye- |

une suite infinie contenant tous les points de l'ensemble F.
Posons p,=g, eb soit 1 la premiére droite e la suite (3)
qui divise le rectangle R en. deux rectangles dont chacun
contient des points de E. Désignons par R, celui d’entre eux
qui contient le point p;; I'autre sera ddsigné par I,. .

p, est évidemment le premier point de la suite (4) con-
tenu dans Ej; soit p, le premier point de la suite (4) con-
tenu dans R,. \

B, et B, désignant les parblcs de Io c(mtomm regpective-
ment dans R, et R;, on voit sang peine quo chacun dos engem-
bles E, et K; est dénombrable dense en soi ot que We=H,-+ B,

En raisonnant sur R, et B, comme plug haut sur K ob B,
on voit qu’il existe dans la suite (3) au moing une droite —
soit A, la premiére d’entre elley — qui divise le rectangle Liy
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en deux rectangles dont chacun contient des points de E,,
done aussi de E. Désignons en par R, celui qui contient le point
Poo=Po; L'autre sera désigné par Ry Soit py le premier point
de la suite (4) contenu dans Ry. Nous définissons dane facon
analogue les rectangles R,, et R,; et les points p,y,=p; et py-

D’une fagcon générale, ay, as, ag,... étant des nombres 0 ou 1,
nous pouvons considérer les rectangles R, a,...a_y les ensembles
E‘H“z---“n et les points Pojay...a- Tout rectangle R%“z«“n aura
des cotés paralleles aux axes de coordonnées et ne contiendra
sur son contour aucun point de K, Pa,a,...c, S€TA le premier

point de la suite (4) intérieur a Ralag... a,- Si 'on désigne par
}““1“2---“,, la premieére droite de la suite (3) qui divise le rec-
tangle R“1“z---“n en deux rectangles dont chacun contient des
points de E, R“ﬁ‘z---%” sera celui d’entre eux qui contient
le point Paay...a I'autre sera désigné par R“1“1-~- a,1° Eala_)" a

'

désignera la partie de E, contenue dans Ra]agman: ¢’est un
ensemble dénombrable, dense en soi
S0it ay, dy, g,... une suite infinie donnée de nombres 0 et 1. Je
dis que le diametre de B o,..a tend vers 0 avee n—-oo.
Dans le cas contraire, il existerait, en effet, un nombre
positif § et une suite infinie croissante d’indices ny, ng, Ng,... tels
que le diametre de E“l“?-"'“nk dépasserait 6 pour k=1,2,3,...

Il s’en suit qu’il existe dans Fy o ..o deux points, s0it ua
2 k

et v, avee la distance wuxv, dépassant 6. L’ensemble E étant borneé
et uy, v, appartenant évidemment & E, il en résulte, comme on
sait, lexistence d’une suite infinie croissante d’indices &y, kyy...
pour laquelle les suites des points u,, et Vs, (s=1,2,...) sont
convergentes. Posons:

(5) Hm g, = U, Hm vy, =v.

Les distances ug vg, dépassant o (pour s= ,2,...), il résulte
de (5) que la dlstance uwv n’est pas inférieure i 6. Par congé-
quent, il existe dans la suite (3) une droite 4 qui coupe le plan
entre les points u et v. Je dis que la droite 4 divise chaque
rectangle Ra P (n=1,2,...) en deux rectangles dont chacun

contient des pomts de E. En effet, 'ensemble Ea ay...a, _conte-

nant toujours I’ensemble Ealao---an tyyy OB volt sans peine que,

pour n donné et s suffisamment grand, les points s, et g,
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b . , 1 Y : 3
appartiennent tous les deux 2 By aya,i B ils étaient tous (pour s

suffisamment grands) dans une méme partie du plan par rapport
5 7, il résulte de (5) que les points » et v ne pourraient
stre situés de deux cotés différents de la droite 1, contraire-
ment & la définition de cette droite. Soiti 7 le (plus petit) numeéro
de la droite A dans la suite (3). Soit, d’une facon générale, r,
le (plus petit) numéro de la droite extraite de la suite (3) qui
diviselerectangle By q,..a, €0 rectangles By o, .0 006 Ko oy, 1-
En vertu de la définition des ces rectangles, la suite 7,7y, 7s,...
est croissante et il existerait done un indice n tel que 7r,>r.

Or, cest impossible, ear alors le r,-iéme terme de la suite
(3) ne serait pas la premiére droite de cette suite qui divise
Ry a,..a, €1 deux rectangles dont chacun contient des points
de E (puisque le r-iéme terme de la suite (3) jouit de la méme
propriété). Il est ainsi démontré que (pour toute suite ay, ay. ..
donnée) le diameétre de }_7]6‘1“2_"%z tend vers 0 avec n— oco.

Nous allons démontrer maintenant que tout point de £ est
un palag...an'

En effet, soit p un point de H. Soit R“1 celui des deux
rectangles R, et R, qui contient p. Soit 1{7“16,2 celui des deux
rectangles Raiﬁ et Rall qui contient p, et ainsi de suite. Nous
arrivons ainsi & une suite infinie de rectangles

R R

al’ a1a27 Ra1a2a3a

dont chacun contient le point p; ce dernier appartient donc
aussi a chacun des ensembles By 4.« (n=1,2,...). Comme un
point de F, p est un terme de la suite (4); soit p. ex. p=gq,.
Or, il résulte sans peine de la définition des points Pa,a,..,
que si p est un point de Ea1 y oty Pindice de Payay..a, dans
la. suite (4) n’est pas supérieur a celui de p dans cette suite.
Done, comme p=y¢ , tout terme de la suite

m!
(6) Pay Pajay Pajayay

a dans (4) un indice < m. Par conséquent, un au moing des
points de la suite (6), soit ¢, figure dans la suite (6) une infinité
de fois. Il en résulte sans peine que g appartient & chacun des en-
sembles Ef‘1’ Ealagw- (puisque, chacun d’eux contenant tous les
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ivants, & I ints -
suivants, By o) ..q contient les points Payay...app Pajay..a, vee)-

Chacun des ensembles E“I ay..c, CODtient donc les points p et ¢
et, par suite, est de diameétre non inférieur & la distance entre
p et ¢, ce qui n’est possible que dans le cas ol p=g (puis-
que, comme nous avons démontré plus haut, le diamétre de
EC‘1“2---“n tend vers 0 avec n—>o0). Nous avons donc démontré
gque p=g¢, ¢.a.d. que p est un terme de la suite (6). Ainsi,
I'ensemble de tous les points Payay...c, (ay, agy... étant des
0 ou 1) constitue Pensemble E.

On voit sans peine que deux points Pejay.a, € Pg g, ..,
(ot mzn) coincident dans le cas ol a=f, pour i=1,2,..7
et f,=0 pour i=n-+1, n+2,... —et dans ce cas seulement.

Soit maintenant E° un autre ensemble dénombrable et
dense en soi. En opérant sur E' comme sur E, nous obtenons
pour E’ les rectangles R:’H“g---“n’ les ensembles E;%_“an et

les points P, ..« -

n
Faisons correspondre & tout point Paay..c, de F le point
de E’. On voit aisément que c’est une correspondance
n
biunivoque entre les points de E et ceux de E'. Je dis que

cette correspondance est bicontinue.
En effet, soit Pa,ay...a, UL point de E et ¢ un nombre
2 n

7
pa1a2...a

positif donné. Chacun des ensembles

4 t) 4

€y .o ) Qyly .0, 0s Ealag...an()()ﬂ ay a.l...anUOOa

contient le point plala,z...anzplaia‘z...anO:p;clag...auOO:"' et le
diamétre de ces ensembles tend vers 0. Soit Ej 4 e 0..0 I’'un
d’eux (4 m-+% indices) de diamétre <e. Le point pq a,..a,
est évidemment intérieur au rectangle K o,..« 0..0 (& n+k
indices). Soit p un point queleconque de F, intérieur au méme
rectangle. (Pest évidemment un point de By o, .. 0..0 €t 300
image p’ appartient par conséquent & By o, .« 0..05 elle est
done & une distance de p’“1“2---“n inférieure & . Nous avons
ainsi démontré que, pour tout point pe e,..c, de E et pour
tout nombre positif ¢, il existe un rectangle contenant p, ...,
et tel que l'image de tout point de E intérieur & ce rectangle
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se trouve & une distance moindre que & de l'image pl“l“‘)"'“"
- Cela prouve que, dans notre correspondance,
B’ est une image continue de £. On démontre de méme que,
dans cette correspondance, E est une lmage cm%tinue de F'.
Ta correspondance entre E et L' est dofnc biunivoque et
bicontinue, ¢. &. d. que F et E' sont 11({meomor]_)he.s.

Les points p, et p, étant par hypothese[ deux ]j)Aomts quel-
conques de F et E', nous avons (1(5,111(‘)'111)1‘(3, en méme temps
qu’il existe une corerpondance biunivoque eb l“)l(f;“(‘)lltillue
entre E et B transformant un point quelconque de F en un
point quelconque de B'. Autrement dit, tout ensemble dénom-
rable dense en soi est topologiquem ent howmogene.

de Pujay.ay

Notre théoréme permet aussi de dédmontrer sans peine
que tfout ensemble dénombrable dans Vespace & m  dimensions
est homdomorphe & U ensemble de mombres rationnels (done
& un ensemble linéaire).

Soit, en effet, B un ensemble dénombrable dans Pespace
enclidien & m dimensions. Soit R, Pensemble des points de cet
espace dont toutes les coordonnées sont rationnelles; f2,, est done
dénombrable dense en soi et il en est de méme de P==I, + E.

D’aprés notre théoréme, P est homcéomorphe d Iy, Par con-
séquent, le sous-ensemble B de P est homéomorphe & un sous-
ensemble de R, ¢.qg.f.d.

Un des cas particuliers les plus intéressants de notre
théoréme est celui d’aprés lequel l'ensemble de tous les nom-
bres rationnels et I’ensemble de tous les points du plan aux
coordonnées rationnelles sont homéomorphes. Ce théoréme a
été démontré par moi sur une autre voie dans ma note citée.

BEn voici encore un autre cas particulier intéressant. Soit P
un ensemble parfait lindaire non-dense, F P'ensemble de toutes
les extrémités gauches des intervalles contigus & P. I ensemble &
est évidemment dénombrable et dense en soi, done, daprés
notre théoreme, homéomorphe & 'ensemble de tous les nom-
bres rationnels. Ce résultat est remarquable, puisque tout point
de E n’en est un point d’accumulation que du ¢dtié droit, Gan-
dis que tout point de R, en est un des deux cdtos.






