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n sufficiently large,
k2
—2——(1——.0692) >m,

and Riddell [3] proved
kz

Tf we define a restricted h-basis for n to be an h-basis for » in which no
element exceeds m/h, then we have

h ) 13
(14) %(1—»((14)0% -;:—)) >n

for n sufficiently large. This follows directly from (8) and (10) with p = 0.

Notice that Rohrbach himself considered only bases composed of
integers. Then we require [(n--h—1)/h] here instead of w/h. Formula
(14) still follows, but not simply by putting p = 0 in (10).
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SOLUTION D’UN PROBLEME DFE K. ZARANKIBWICZ
SUR LES SUITES DE PUISSANCES CONSECUTIVES
DE NOMBRES IRRATIONNELS

(DEDIE 4 L4 MEMOIRE DE K. ZARANKIEWICZ)
PAR

A. SCHINZEL (VARSOVIE)

K. Zarankiewicz a posé le probléme: existe-il un nombre irrationnel ¢
tel qu’on puisse extraire de la suite g, ¢2, ... quatre termes formant une
progression arithmétique? (ef. [2], p. 44, P 115).

La réponse négative & ce probléme (méme quand on admet g com-
plexe, les quatre termes correspondants étant distinets) est une consé-
quence immédiate du théoréme 2, qui va suivre.

En appliquant la méthode ingénieuse de W. Ljunggren [1], le théo-
réme suivant sera d’abord établi:

THEORBME 1. Les nombres n et m étant des entiers tels que n >m >0
et n % 2m, le polyndme

mn___zmm —I— 1
§(@) = —mm 1
est irréductible, & Vemception des cas n = Tk, m = 2k et n = Tk, m = 5k,
dans Tlesquels g(x) est un produit de deus factewrs irréductibles, & savoir

(a;ak+a}2k__ 1)(m3k+wk+1> ot (w3k+m2k+ 1)(50319__ mk—l)
respectivement.
Leyye. Soit
1) fl@) =2"—22"+1 = g (B)ype(®) 0% r+8=nmn,

o () et y,(z) étant des polyndmes normés de degré r et s respectivement,
et auw coeffictents entiers. Soit en outre

{Tk, 2k) # {mym) 5= KTk, BED.

Alors au moins Pun des deux facteurs de (1) est un polyndme réei-
proque.
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Démonstration du lemme. Il suffit de considérer le cas ot
% > 2m. En posant

@) fulw) = a7y, (@ 201 et falz) = WB"Ps(w_I)‘Pr(w)y
il vient
(3) falw) = a"ful0™") = Dop_ea" ",
=0
(4) fi(@)fa() = (8" — 20"+ 1) (2" — 24" - 1).

En comparant les coeﬁwlents de o™ et de o« dans (2) et (3), nous
trouvons e, =1 et i+ o+ ei-+...+ 62 = 6, dolt

(8) o, =10 =F1 et o+t -y, =4.

Il résulte de (5) que deux cas sont possibles:

Cas I. L'un des nombres ¢;, olt ¢ = 1,2, ...
& 42 et les autres sont égaux & 0.

Cas II. Quatre des nombres ¢;, soit Oy Okegy Ony ©6 0y, OU Ty << Ty <
< ks < k4, sont égaux & 41 et les autres sont égaux & 0.
Considérons ces deux cas successivement.
Dans le cas I, on peut admettre sang restreindre la généralité que
= 2k. On a d’aprés (2) et (3) pour le polyndme réciproque f(u)fa(w)

(6)  filw)fal(w)

et d’aprés (4)
(M L))
En comparant (6) &
fal(®) = oo(a"

ainsl y,(z) est un polynéme réciproque.
Dans le cas I, on peut admettre sans restreindre la généralité que

ky+T,. Alors le polynome réeiproque fi(w)fy(z) se réduit d’aprés (2)
et (S 4 la somme

(8) f1(@)fa (@)

ntky - 20— Ty Tet-ky—k nt-kg—F
F 0008, 8" 0003, T 0y 04, 2" - 0y 0 0" R

y n—1, 80it oy, est égal

2 200K ko _
= &4 60, 8"+ ¢y ep ™+ 62 b egora® 41

+ ¢q 0 8™
oYk

27 293 =7 v -7
= g n_2m 42 m___zm71,+nl.+ 6&7”—250“ m___2mm+1.

(7), on trouve k = m et cy0, = —2, d’o

—-25{?’”-}—1) = 0,f(®) ot w"ws(w—l) = 0% (®);

— min k, +k;
= "+ 0004, 0" M+ 0404, " T 0 01, "2

n+kg—ky 20—k, Jeg k. kg -
+0k Cry @ 2 _|_000k2m 2+6k20k4$n+c4 L2+0k20k3' kg k2+

21 —kg

M+ky— —k,
00 0y & T - gy 04, 2" TS g 0 P B -
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En comparant (7) & (8), on eonstate que chaque exposant se pré-
sente dans (8) un nombre pair de fois. L’exposant 2n— k, n’apparaissant
qu'une seule fois lorsque 2n—Fk, >n-+%,, on a done 2n—Fk, = n-+k,,
d'olt ky = n—Fk,. On peut admettre sans restreindre la généralité que
n > ky+kg. La condition que Iexposant max(n+- ks, n+k,—k;, 2n—k,)
figure dans la somme (8) nécessairement un nombre pair de fois entraine
deux possibilités: 1° &y = n—k, et ky < 2k, 2° ky = 2k, et kg <n—2k;.

Considérons ces deux possibilités successivement.

Dans 1° les relations

min(n+ky, n+ kg, 2n—ky, 2n—k,) >n+k,—k, >

> max (N4 ks—ky, ntko—ky, n-t-ky— koy nt-kg— kyy 0+ ky— kg),
nt+ky =2n—k; et nt+ky =2n—Fk,
entraineraient que 1'exposant n-4k,—%k, doit se présenter un nombre
impair de fois, ce qui vient d’étre constaté comme impossible.
Dans 2°, les relations
min (w4 ky, 7+ kg, Bt oy 20— kqy -t oy — ks,
Nt Fog— Ky, 20— Ky, n4-ky— Ky, 20— kg, N4k —Fg) >
>n+ky=n+k—k =2n—1Uk,
entrainent que n-k, = n+4ky—%k,, d’olt ky; = 3k,. On a maintenant
n+ky = n—Fky, ntky = ntly—ky,
nt+ky =ntky—ky = ntks—ky = 2n—k,,
nt+ky—ky =2n—ky, et ntk,—ky,=2n—Fk;.
Il en résulte que n-+ky = n+k— ks, c'est-d-dire
n=lky+ky = ky+2k; = Tk

et (8) se réduit & la forme

(9) fr(@)fal®) = &1+ (000, + 0y 01,) 0™ +-
+ (ay 01, + 60 01y 81+ (6 0, + Cry o) 014
=+ (00 0r, + 01y 0r) 214 (0, O, =+ O, Ony) o™+
) + (00Cr, + Gk, Oy + Cry Oy + G0 (’k4)-’ﬂek1 +62™1 4.
Enfin, la comparaison de (7) & (9) montre qu’il y a encore deux
éventualités & considérer, & savoir
(A) m =k, et (B) m = 3k,

Pégalité m = 2k, étant exclue par I’hypothése.
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8i Pon a (A), il vient en comparant les coefficients dans (7) et (9),

000k, = 000k = —L1; OO, = —0g0kyy  Oglky = — 0y, 0p,,
00 Cpey ~F Oty Oy - Oty Oty - 00 Oy = —2,
d’od = G, = O, = Cp, = — i entraine
OU Ok, = G, = Op, = Oy, = —0C,, C& qui entraine

oGy + Oy Oiey + Oy Ony + €Oy, = 04

donc une contradiction avec la formule précédente.
Si ’'on a (B), la comparaison de ces coefficients donne

CoOpy == — Oyl Cry Oy = —Co 0y, O Oy = Chy Ory, = “‘17

CoCry~t Cry O, = 0,4
dolt ¢, = 0;, = —0y, ¢ qui entraine
o Oy + Ciy 01,y = 0,

done également une contradiction avec la formule précédente.
Ainsi le cas II est démontré impossible et le lemme se trouve
établi.

Démonstration du théordme 1. 8i <(n,m) = {7k, 2k> ou bien
{7k, Bk), on a (n, m) =k et on vérifie aisément que

g(m) — (w3k+m2k—-l)(w3k+wk+l) ou (m“—l—mz"—}- 1)(:03’“~|—w’”—1)

respectivement. Or les polynémes #* 4 o™ 41 et o™-LaF4 1 sont irré-
ductibles en vertu du théortme 3 de Ljunggren (voir [1]). En supposant,
par contre, que {7k, 2k> # (n, m) ## {7k,bk), au moins I'un des fac-
teurs du membre droit de (1) aurait en vertu du lemme la propriété sui-
vante: si A est une racine de ce facteur, il en est de méme de A~'. La
réductibilité du polynéme g(x) entrainerait done que

(10) g(d) =g(A1) =0

pour un certain A complexe. Il en résulte que A*—2A™4-1 = 0 et A"—
— 20" 41 =0, dolt successivement A" = 1, " — 94" -1 = 0, " = 1
et 2*=1, done ™™ =1. En méme temps, I'’hypothdse n % 2m
entraine nA™" == 2mJ"~'; par conséquent A serait une racine imple
de a"—24™+1. Vu que A™™ =1, on aurait done

. 2}.’"‘—!— 1

9(3) = Ty #0,

contrairement & (10). La démonstration du théordme 1 est ainsi achevée.
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THEOREME 2. Les nombres n, m, p et g blant des entiers tels que
n>m>0,p>q>0e ln,my #Lp, O, o0 a

o™ P 1 si (n, p)> £ (2m, 20D,

2" —24™ 1, o — 2%+ 1 ={
( T U=\ @mo_1p s (n,p> = 2m, 20).

Démonstration. On a pour r >3

r s ri(r,8—1 8/(r,85)—1
x — 20"+ 1 . .
Ial) = oy = QO

1=8/(r, 8) 1=0

sl 7 7 28, les polyndémes g, ,(z) et les facteurs irréductibles de g, 2 (2)
et de gy sz (@) sont done deux & deux distinets et différents des facteurs
irréductibles de o' — 1, quel que soit Ientier I. Il en résulte que I’on a pour
n % 2m et p # 2¢q

(" — 2™+ 1, 2" — 20°+1) = (a™™—1, 5@ 9 ~1) = g0™PO__1,
et on voit aisément que la méme formule subsiste lorsqu’on a lune des
égalités n = 2m et p = 2¢.
Par contre, pour {n,p) = {(2m, 2¢>, il vient
(@"—20"+1, a° — 20"+ 1) = (@™ — 1), (87— 1)) = (2" — 1,27 —1)? =
= (m(m'q)"l)z’
ce qui achéve la démonstration du théordme 2.

Pour en déduire la solution du probléme précité de Zarankiewicz,
il suffit de remarquer que si les nombres ¢% ¢°, ¢ et ¢, oll a < f < y < 6,
forment une progression arithmétique, on a

¢ =20 "+1=0 et P P—2¢"+1=0;

si, au contraire, ¢¥~*#~%5»-A_1 =0, on a
¢ =¢=0=¢.
Le théoréme suivant peut étre établi d’une fagon tout & fait analogue

que le théoréme 1:

THEOREME 3. Les nombres n et m élant des entiers tels que n >m > 0,
le polynéme f(w) = o™+ 26,8™ ey, 0% &,y = +1, 68t un produit “de
deux factewrs dont le premier a pour racines précisément celles des racines
de f qui sont des racines de l'unité, et le second, soit g(x), satisfait aum con-
ditions:

(o) 8% &, = —&q, n="Tk et m = 2k, on a

(@) = (2% + 0™ + &) (@* -+ o* + £);
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(B) 86 &, = —ey, n =Tk &l m = Bk, on a

9(@) = (6" + eg0™ + &) (0¥ — "+ 5,);

et hors des cas (a) et (B) le polyndme g(x) est irréductible.

Notons enfin que toutes les racines de f(x) qui sont en méme temps
celles de 1'unité (il en existe)

(a) sont simples & l'exception du cas olt n = 2m et & =1, dans
lequel elles sont doubles,

(b) satisfont & ’équation
2 1 8lg=~—1 et gy =1,
o= {—1 g gy = (—1ymt™H of 5, = (—1)™,

dans laquelle d = (n, m), n = dn, et m = dm,.
Cela élargit partiellement les résultats de Ljunggren (voir [1]), qui
a étudié la réductibilité des polyndmes

f@) = a"+ @™+ eyt e, oU m>m>p >0 et ey, ey, e = 41,
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THREE CONSECUTIVE INTEGERS CANNOT BE POWERS
BY

A. MAKOWSKI (WARSAW)

In book [3], p. 154, LeVeque has stated: “It has not even been
shown that no three consecutive integers are powers...” Sierpinski [4],
p. 135, has raised the following question: “Does there exist three suc-
eessive naturals each of which is a power with a natural exponent > 1
of a natural number?”

The purpose of this paper is to show that the answer to this question
is in the negative.

It may be supposed without loss of generality that the exponents
of the powers mentioned in the problem are prime numbers. We show
that the system of equations

a’—yt =1,

yl—2" =1

has no solution in positive integers x, y, = and prime numbers p, q and r.

Let =, y, 2, p, ¢, v satisty this system. By the theorem of Cassels [1],
P.98, ¢|®, gqlz Hence ¢q|s"—2" =2 and ¢ = 2. The first equation
becomes 2” = y2-4-1, but this equation, as V. A. Lebesgue proved in [2],
has no solution in integers with y 0. This answers the question of
Sierpirigki.
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