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MAXIMALE UNTERSEMIGRUPPEN
UND KONVEXITAT IN GRUPPEN
VON
S. GLADYSZ (WROCLAW)

Die gewdhnliche Definition der Konvexitit, hier lineare Konvewmitit
genannt, 148t sich nicht direkt aus linearen Réumen auf Gruppen iiber-
tragen. Um eine golche Verallgemeinerung tatséchlich zu erhalten, kann
man aber folgende Bemerkung benutzen:

In lokalkonvexen reellen linearen Riumen sind abgeschlossene kon-
vexe Mengen Durchschnitte von abgeschlossenen Stiitzhalbrdumen,
konnen daher gruppentheoretisch und zwar als Durchschnitte von Trans-
lationen abgeschlossener maximaler Untersemigruppen gekennzeichnet
werden.

Diese Bemerkung legt schon eine Definition der Konvexitit in
Gruppen nahe (s. 4). Die beiden Konvexititsbegriffe, der iibliche (lineare
Konvexitidt) und der gruppentheoretische, stimmen fiir borelsche Mengen
in lokalkonvexen linearen Réumen iiberein (s.4). HEs stellt sich weiter
erwartungsgemiB heraus, daf in kompakten zusammenhingenden Grup-
pen keine konvexe borelsche Menge auBer der Gruppe selbst vorhanden
ist (s. B). . .

Der gruppentheoretische Xonvexitiatsbegriff erlaubt die meisten
Bigenschaften der konvexen Mengen auf diejenigen von maximalen
Untersemigruppen zuriickzufiithren, es ist daher zweckmiBig diese Semi-
gruppen niher zu betrachten.

Es ergibt sich, daf in topologischen Gruppen jede in bezug
auf die inneren Automorphismen invariante (d.h. normale) maximale
Untersemigruppe, die eine borelsche Menge ist, abgeschlossen sein
muB (s. 3).

In Abschnitten 1 und 2 wird die Definition der maximalen Unter-
semigruppe M nebst ihren einfachsten Eingeschaften und einer vollen
Charakterisierung der Faktorgruppe G/M* angegeben, wo M* = M ~ M1
gesetzt wird (Satz 1).

1. Maximale Untersemigruppen. Eine TUntersemigruppe (USG)
M einer abstrakten Gruppe G soll mazimal heiflen (max USG), wenn
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G fiir jedes w¢ M gilt, wobei {4} die von A erzeugte Semi-

{w, M} =
gruppe bedeutet.

Jede Gruppe G besitzt eine max USG, ndmlich die triviale, welche
mit der ganzen Gruppe G zusammentallh. Bs gibt Gruppen, die sonst keine

max USG enthalten, z. B. die Gruppen Cpe. Anderseits enthilt jede
endliche Gruppe eine echte max USG, die gleichzeitig eine maximale
Untergruppe ist, eine Untergruppe also, fir welche bei jedem z¢H
{#,0~1, H} = & gilt. Bine normale maximale Untergruppe ist zugleich, eine
max USG. In der Tat: die Faktorgruppe G/H kann keine echte, vom
Eingelement e verschiedene Untergruppe enthalten. G/H ist also eine
endliche zyklische Gruppe und hat man ¢ H, so £4llt schon die Semigruppe
{x, H} mit der ganzen Gruppe & zusammen. Daher mulB z~*e {z, H}
sein, was {#, H} = {2, 0™, H} = @ fiir a¢H ergibt.

Im Folgenden setzen wir eins fir alle Mal voraus, daB ¢ ans mehr
als einem Hlement besteht.

Ist N C G eine USG, so wird N* die grofte in N enthaltene Gruppe
bezeichnen. Man hat also N* = N ~ N-L Ist N eine max UBG, so ist die-
ser Durchschnitt nicht leer. Das ergibt sich sofort aus dem

Hirrssarz 1.1, Ist M eine man USE, so gilt ¢e M.

Beweis. Wire ey e¢ M, so hitte man {¢, M} = {¢} v M = G, was
sofort M = G\ {e} ergibt. Fiir ]edes zeM folgt dann x~'e M und, da M
nicht leer ist, ¢ = x-a~te M.

Man kann leicht folgende zwei Hilfsséitze beweisen:

HiLrssATz 1.2. Ist ¢ ein Homomorphismus von G auf @', so ist das
Bild und das volle Urbild einer maz USG eine max USE.

Hirrssatz 1.3. Bs sei M CG eine echte normale max USG und ¢ der
natiirliche Homomorphismus ¢: G — ¢ = G[M*.

- Dann ist M’ = (M) eine echie normale max USG in G und dabei
gilt

g7 M) = g7 p(M)) = M,
und :

(11) M = p(MY) = M = {7},

wo ¢ das Binselement in G' bezeichnet. N

Wir wollen. noch bemerken, daf M* ein Normalteiler in G ist, wenn
nur M eine normale max USG ist.

2. Die Faktorgruppe G/M*. Ist M eine normale max USG, so hat
die Faktorgruppe @' = G/M* erwartungsgemif eine besonders emfache
Struktur (s. Satz 1).

Hirrssarz 2.1. Ist M eine normale max USG und ist oy’ ¢ M, so gibt
es eine natiirliche Zahl ny, fiir welche e M ist.

Beweis. M ist maximal und daher gilt {x;', M} = . Da M dabei
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normal ist, so kann man z, in der Gestalt

mozmo‘k~g7 geM, k=0,

darstellen, was zf*'e M ergibt.

HILFSSATZ 2.2. M sei eine normale max USG. Gibt es ein z, mit z,,
z ¢ M, so existiert ein ganzes n >0 derart, daf z"<M fiir jedes © aus
G gilt.

Beweis. Bs ist {#,, M} = & und so 148t jedes z¢G eine Darstellung

z=ga?, geM, n(x)>=0,
zu. Fiir n, erhilt man aus Hilfssatz 2.1
" = hezpo "M hel.

BEs ist dann offenbar x"0e M.

Jetzt sei N eine USG von G, fiir die folgende zwei Bedingungen er-
fiillt sind:
(2.1)
(2.2)

TFir jedes zeG ist entweder meN oder s 'el.
Ist #eN und zugleich x—1eN, so ist © =e.
Dann definiert die Relation
(2.3) ey =y-oleN

eine rechtsinvariante Ordnung, denn man hat:

(1) Es gilt # <y oder y <« fiir jedes Paar z,yeG.
(i) Aus 2 <y und y <o folgt v =y.

(iii) Ist » <y und y <z, so ist & < =.

(iv') Aus z <y folgt zz < yz fir jedes ze@.

Hivrssatz 2.3. Diese Ordnung ist dann und nur daenn beiderseits
invariant, wenn N normal ist (8. z. B. [3], S. 538).

Ist nun N normal, so gilt auch

(iv"’')  Aus ¢ <y folgt 2z < 2y fiir jedes ze@.

Daraus schlieft man
(v) Ist 2 <y und =z <1, so gilt a2 < yt.
(vi) Ist 2 <y, so gilt y=* <™l

Hrirrssatz 2.4. Ist N eine normale max USG, so ist die Ordnung (2.3)
archimedisch: fiir jedes Paar x,y >e gibt es eime natirliche Zahl k derart,
dap o < y* ist.
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‘Beweis. Man kann sich auf ¢ < y < @ beschriinken. Hat man y* < »
fiir jedes ganze k& >0, so ist auch, nach (vi),

k

(2.4) et<y ", k& >0.

Aus y >e, aus (2.1) und (2.2) ergibt sich unmittelbar y—*¢N und,
da ¥ maximal ist, so haben wir {y—*, N} = ¢. Man hat also 2~ = g-y~*,
geN, wobei n >0 ist, weil x—1¢N gilt. (v) liefert weiter: #~1 > ¢.y~"
= y~", was aber im Widergpruch zu (2.4) steht.

Wir sind jetzt imstande den Hauptsatz iiber normale maximale
Untersemigruppen in abstrakten Gruppen zu beweisen.

Sarz 1. Ist M eine echle normale max USG der Gruppe G, so ist die
Faktorgruppe & = G|M* abelsch, und zwar: falls M* = M, so ist G aylkliseh
von Primzahlordnung, falls aber M* 5= M, so 1st G einer Untergruppe
der additiven Gruppe der reellen Zahlen isomorph.

Beweis. ¢ sei der natiirliche Homomorphismug von ¢ auf ¢. Nach
Hilfssatz 1.3 ist die Semigruppe M’ = ¢(M) eine echte max USG in &',

Wir werden zwei Félle unterscheiden:

1° Bs gibt ein #,e@ mit @y, x5 ¢ M’

2° Fiir jedes xe¢G', 2 = ¢, gehért von den Elementen « und p—t
genau eines zu M'.

Das erschopft sehon alle Moglichkeiten, weil nach (1.7
Relationen zeM' und z-'eM’ fir x %
konnen.

In dem crsten Falle gewihrleistet Iilfssatz 2.2 die Existenz eines
ganzen n >0 derart, daB a"e M’ fiir xe@ gilt. Daraus folgt sofort, daB
2l =g "-a" e M’', wenn nur meM’ ist. Also enthidlt M’ zusammen
mit ¢ die ganze zyklische Gruppe {®,#-1}. Zugleich muB aber {z, 2"}
C M'™* sein, was, nach (1.1), # = ¢’ ergibt. Die ganze maximale USG M’
redvziert sich also auf die triviale Untergruppe {e¢'}. Daher kann die
Gruppe G keine nichttrivialen echten Untergruppen besitzen, mithin
ist sie endlich und zyklisch von Primzahlordnung. Das ist nur dann
moglich, wenn M’ = M™ = {¢'], also wonn M == M* i,

Im zweiten Falle (dann ist sicher M™ - M), konnen wir in G eine
Ordnung vermoge (2.3) definieren. Nach Hilfssatz 2.3 nnd 2.4 ist diese
Ordnung beiderseits invariant und archimedisch. Fine so geordnete Gruppe
ist aber einer Gruppe von reellen Zahlen isomorph (s. z. B. [1], 8. 9 u. f.).

Man kann Satz 1 umkehren. Diese Umkehrung liegt auf dm‘ Hand
und ist grundsétzlich bereits im Milfssatz 1.2 mitenthalten.

1) die beiden
nicht gleichzeitig bestehen

3. Max USG in topologischen Gruppen. Tndem wir zu den fto-
pologischen Gruppen ibergehen, setzen wir uns zum Ziel, die topologi-

icm®

KONVEXITAT IN GRUPPEN 217

sche Struktur der maximalen Untersemigruppen zu untersuchen, die
sich als besonders einfach erweist (s. Satz 2).

@ sei jetzt eine lokalkompalkte topologische Gruppe mit dem links-
invarianten Haarschen Maf m.

HILFSsATZ 3.1. Wenn in einer lokalkompakien Gruppe G auch nur
eine borelsche normale max USG M existiert, so ist G o-kompakt und es
gilt m(M) > 0.

Der Beweis stiitzt sich auf die Bemerkung, daB wenn M eine solche

Semigruppe ist, dann @ = Uw M fir jedes xz¢M gilt, und daB eine

=1

borelsche Menge o-kompakt ist.

HILFssaTz 3.2. M sei eine borelsche Men,ge und@ N eine dichte Menge
in einer o-kompakten Gruppe G-

Die Gleichheit

(3.1) m(eM™~ M) =0 fir «zeN
st nur dann moglich, wenn m(M) = 0 oder m(G\ M) = 0 ist.

Beweis. Wir werden zuerst zeigen, da8 das MaB der symmetrischen
Differenz #M - M verschwindet:
(3.2) maM — M) =0, zeG.

Aus (3.1) und aus der Stetigkeit der Funktion
(3.3) fo (@) = m (@M \ M) ~ T)
fiir kompakte Mengen U, folgt, daB m(zM \ M) = 0 fir zeG gilt. Um
(3.2) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf auch '
(3.4) m(M>NzM) =0 fir zc@G
ist.

Wire das nicht der Fall, so wiirde ein x, mit m(M\ 2y M
und eine kompakte Menge V existieren, fiir welche

m (g M M)~ V) = m(a7 (Mo M) ~a,V)) =
= m((M\ 2o M) ~ 2, V) >0.

)>0

Fiir 2, — 7", @,eN, erhilt man jetzt aus (3.1) und aus der Stetig-
keit der Funktion (3.3) fir U = a,V

0 =m((@M\ M)~ V) m|zr
=m((M\ 7 M) ~ 2,V) >0.
Dieser Widerspruch bestéitigh (3.4) und zugleich (3.2).
z sei die charakteristische Funktion der Menge M. Da wegen (3.2)

m(@ M =~ M) = [[y(ay)— 1 (y)TPdy = 0
[ed

M\ M)A V) =
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filr jedes & gilt, so, gilt auch gl@y) = x(y) fir jedes & bei m—ufa.si' a'llen y.
Wegen des Fubinischen Satzes gibt es dann ein y, derart, daf die Gleichung

1 (®Yo) = (o)

fiir fast alle @ besteht. Der Hilfssatz st also bewiesen.

SA&‘Z 9. In lokalkompalien Gruppen sind bovelsche normale may USG
abgeschlossene Mengen. B

Beweis. M sei eine soleche max USG 11_11(1 M ihre abgeschlossene
Hiille. Augenseheinlich muf M = M oder M == (G sein. Es geniigt nur
den zweiten Tall zn betrachten. Wir werden zeigen, daf dann M = ¢
e Nach Hilfssatz 3.1 ist @ o-kompakt und dabei gilt anf einer dichten
Menge (fir @< M ndmlich) z M C M, was offenbar (3.1) ergibt. Mann kann
also Hilfssatz 3.2 anwenden, woher man m (M) = 0 oder m(G\ M) =10
erhilt. Man hat aber, nochmals wegen Hilfssatz 3.1, m(M) >0 un}i
daher m (G M) =0. Da fiir das Haarsche Mafl m, m (A1) = 0 mit
m(A) =0 gleiehbedeﬁtend igt, so hat man auch: :

m(G\ M) = m((G\ M) =m(@\ M) =90.

Mithin haben wir endlich
(3.5) m(G N M*) = m (@ M~ M) =0,
woher schon M* = G und wmsomehr I = @ folgh. Gébe es ndmlich ein
@y ¢ M*, 50 wire es @mM* ~ M* = @; das steht aber im Widerspruch
zu (3.5), weil m(aM*) = m(M*) ist.

Satz 2 ist also bewiesen.

4. Konvexe Mengen in Gruppen. Wir werden in einer topolo-

gischen Gruppe @ mit " die kleinste Familie von Untermengen bezeich-
nen, fiir welche folgende drei Bedingungen erfiillt sind.:

I. o enthilt alle abgeschlossenen normalen max USG;
IL. Ist Ket, so ist auch oK, Keed', zeG;
IIT. Bs ist () K, et wenn I, e

Die Mengen der Familie " heifien konvex. Sie sind alle abgeschlossen.
Wir werden jetzt diesen Begriff mit dem der linearen Konvexitit ver-
gleichen (s. Satz 3).

Ist X ein reeller linearer Raum, so heiBt die Untermenge K linear
konvex, wenn '

twt+ryeK,

wot,t =20,t+7v=1,x,ycK. BEsist sweckmiBig hier nur abgeschlossene
Mengen zu betrachten.
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BiLrssaTz 4.1. Ist M eine normale max USG einer absirakien Gruppe @
und ist H eine Untergruppe von @, so ist N = M ~ H eine maxz USG
in H.

Beweis. Es ist zu zeigen, daf

{#, N} =H, wenn nur g¢N, acH.
Wir beweisen das indirekt. Es gelte also fir ein y
(4.1) yé{a, N}, yeH.

Da ¢ M, so ist {#, M} = @ und daher gibt es ein geM, fiir welches
y = a"g ist. Das ergibt aber g — s *ycH ~.M = ¥, was zu (4.1) im
Widerspruch steht. .

Hirrssatz 4.2. Die additive Gruppe R, der reellen Zahlen, mit der
gewdhnlichen Topologie, hat nur zwei echte abgeschlossene maz USG: [0, oo)
und (—oo, 0].

Beweis. Bs geniigt zu zeigen, dal fiir abgeschlossene max USG
M die Bedingung M ~ (0, o) =@ schon M ~ (—oco,0) =@ ergibt.
Daraus folgt: M C[0, co) und, da M maximal ist, auch M = [0, co).

Nach Hilfssatz 3.1 ist das Lebesguesche Mafl von M positiv. Wire
es also M ~ (0, o) # @ und dabei M ~ (—oo, 0) 520, so gibe es sicher
in M zwei Zahlen z und y mit irrationalem Verhéltnis und von verschiede-
nem Vorzeichen. Da aber die Punkte kx-+1ly, k,1 =1, 2, ..., eine dichte
Menge in R, bilden und da M abgeschlossen ist, so muB M = R, sein.
Das widerspricht aber der Voraussetzung, daB8 M eine echte Unter-
menge ist.

8a1z 3. In reellen linearen lokalkonvewen Rdiumen sind: die konvewen
Mengen genaw die linear konvewen und abgeschlossemen Mengen.

Beweis. Wir werden zuerst beweisen, daB eine konvexe (und somit
abgeschlossene) Menge M, eine linear konvexe Menge ist. Wir kénnen
ung dabei nur auf max USG beschrinken.

Fiir irgendwelche zwei Punkte z,yeM setzen wir:

7w, = {#:tw}, @, ={e:ty}, —oo<t< oo.

Die Mengen z, und =, sind offenbar Geraden oder auch einzelne Punkte,
das letztere falls # = 0 oder ¥y = 0. =, und =, sind Untergruppen und
deshalb sind die Mengen M, = M Ay, My, = M ~ =, auf Grund von
Hilfssatz 4.1 max USG in n, bzw. in =,. Diese Mengen sind abgeschlossen
in der auf =, und =, bezogenen Topologie des betrachteten Raumes.
Diese induzierte Topologie stimmt aber fiir lokalkonvexe Riume mit
der gewdhnlichen iiberein. )

Man kann also Hilfssatz 4.2 anwenden und sofort

weM,C M, weM,CM fir t,v>0

Colloquium Mathematicum IX.2 4
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erhalten, da @eM, und yeM, ist. M ist aber cinc Semigruppe, was
tw4 Ty e M ergibt. Das ist aber bereits die verlangte lineare Konvexitit
von M.

s sei nun K eine abgeschlossene linear konvexe Menge. Ist ¢ K,
so gibt es bekanntlich eine Hyperebene, die @, von I trennt. Genauer,
es gibt ein lineares (stetiges) Funktional F(z) und eine Zahl a mit

>a fir aeK,

T(a) { .
<o fur

r = .
Demnach ist die Menge K ein Durchschnitt von Halbriumen von
der Gestalt

(4.2) N ={z|F(z) > a}.

By geniigt also zu zeigen, daf (4.2) konvexe Mengen gind.
Dag ergibt sich aber aus der Bemerkung, daf im Falle F(y) =a
die Menge
Ny=N—y={o|Flo) >0

eine abgeschlossene max USG, also eine konvexe Menge ist. Somit igh
N, als Translation éiner konvexen Menge, selbst konvex.

5. Kompakte Gruppen. Was andere (nichtlineare) Gruppen an-
betrifft, so ist der Sachverhalt in den zusammenhingenden kompakten
Gruppen besonders einfach und klar (s. Satz 4).

Wir werden uns auf folgenden Satz von Koch und Wallace gtitzen
([4], Satz 4.3): Wenn S eine kompakte Semigruppe mit § = 8-8§ ist,
und wenn es in § genau ein idempotentes Element gibt, so ist S eine
Gruppe.

Jetzt sei G eine kompakte Gruppe und m das Haarsche MaB in G.
Wir beginnen mit

Hirssarz 5.1. Der Indew einer abgeschlossenen normalen man USG
M in einer kompakten Gruppe G ist gleich
(5.1) n = m(@)/m(M) < oco.

Beweis. Die Voraussetzungen des Satzes von Xoch und Wallace
sind hier fiir § = M erfiillt, wobei das Einselement der Gruppe G die Rolle
des idempotenten Elements gpielt (Hilfssatz 1.1). 8o haben wir ung iber-
zeugt, daB M eine Untergruppe der Gruppe @ und dabei von positivem
MaBe ist (Hilfssatz 3.1).

Um (5.1) zu erhalten, geniigh es jetzt die Gruppe @G in disjunkte
mit M kongruente Nebenklassen zu zerlegen.

8ATZ 4. In einer kompakten zusammenhingenden Gruppe gibt es keine
echie abgeschlossene normale maw USG.
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Oder in der Sprache der Konvexitét: die einzige komvewe Menge
in einer kompakien zusammenhdngenden Gruppe G ist die Gruppe G selbst.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Hilfssatz 5.1: in einer zu-
sammenhingenden ‘Gruppe ist der Index entweder unendlich oder 1.
Da er endlich sein muB, so ist M =@ :

Es ist noch bemerkenswert, daB in einer kompakten zusammen-
hingenden Gruppe unmeBbare max USG existieren konnen, wie zum
Beispiel die Gesamtheit der nichtnegativen Zahlen in der additiven
Gruppe der reellen Zahlen mit einer kompakten und zusammenhingenden
Topologie (vgl. z. B. [2], 8. 182).

Dagegen ist die Frage nach der Existenz abgeschlossener echter
nichtnormaler max USG in kompakten zusammenhingenden Gruppen
ungelost.
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