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Whence
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Repeating this procedure applied successively for
p-times, we obtain finally

Aw,, A2z, , ete.

Apmn = (“‘1)vApr -p e
Applying the operation 4™” to both sides of the above equality
we get

Arwn = Z’U‘ (
r=0

The series occurring on the right-hand side of the above relation may
be also written in the form

o i o0
= Dby s Abyn) = — 3T A,

p=() r=0
Since the terms A''d,. ., have a constant sign, the terms A”m, also
have a constant sign. Moreover, we have by (3) and (9)

)"’

— 1)v Arhbn-u .

p—1

1y )
pr + Ty = Z (QM) (8 byn - A+ &

V=0

Anbw H

whence, according to lemma I,

) Lyt 2y = b,,.

Consequently, the sequence x, defined by formula (3) actually has all
the desired properties. The uniqueness of such a gequence follows from
lemma IIT in view of the fact that condition (2) and the inequality » > p
imply the relation

lim A"b, = 0.

This completes the proof.

Regu par la Rédaction le 24. 9. 1960 ; en version modifide le 21. 2, 1961
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SUR QUELQUES GENERALISATIONS
DES NOMBRES PSEUDOPREMIERS

PAR

A. ROTEKIEWICZ (VARSOVIE)

Soient ¢ >0 et b > 0 des entiers tels que a > U et (a,d) = 1. Con-
sidérons une fonction f(n) & valeurs entiéres positives, définie pour tout
entier n >0 et assujettie 3 la condition

1) (p—1, f(n) | (np)

pour tout p premier tel que pfzn. On a alors les théorémes suivants:
THEOREME 1. 8%l emiste un n, premier tel que 2 < f(n) > %o,

| /" — B 6t f(n) >n—1 pour n >mn,, il emiste aussi, pour tout

entier s > 1, un n composé, produit de s nombres premiers distinots, et tel

que

(2) nld™ ™,

TuEOREME 2. 8l emiste un n, pair tel que f(ny) >2 et f(n
pour m = ny, €t qui satisfail & Pune des conditions
{3) g @/ T2 gl () +1

(4) nolaf(“o) — bf("‘o),

) = n—1

il ewiste aussi une infinité de nombres pairs satisfaisant & (3) ou & (4)
respectivement.

On a le théoréme (T) suivant (}):

(T) 8 & >0, b >0 e m >2 sont des entiers iels que a >b e
(@, d) = 1, alors, sauf le cas o% & = 2, b = 1 et m = 6, le nombre a™— b™
& un dwzsem p premier (dit pmmfbt'af) tel que mip—1 et que p ne divise
le nombre o —b* pour aucun & =1, 2,...,m—1,

LeMuMe. Sous les mémes hypotheses, zl existe un p premier tel que

pla"—b" & mip—1.

(1) Cf. (2], p. 386. Ce théordme a 6té démontré par Birkhoff et Vandiver [1].
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En effet, si a =2, b =1 et m = 6, il suffit de poser p = 7. Dans
les autres cas, le lemme est une conséquence immédiate du théorsme (T).

Démonstration du théoréme 1 (2). D’aprés le lemme, il exigte
un p premier tel que

(8) P |w'(“o) — pltm)

ot f(ne)lp~1 << p. Vu que f(ny) > ny, on a n, <p eb (ng,p) =1 1l en
résulte donc en vertu de (1) que f(m,) = (p—1, f(ny))lf (o p), dotr
f(no)lf(nyp). Puisque n,la’™ —'™ par hypothése, on a en vertu de
() m|a/®0") — b/} o p|o/e”) _p100®) Comme (p, ny) = 1, il vient
P1g| @7 PP) — pTC0?),

Le théoréme 1 est ainsi démontré pour s = 2. Or admettons que 7
est le produit de s > 2 nombres premiers distinets et satisfait i (2). On
& dans ce cas f(n) >n—1>2 par hypothdse et il existe, d’aprés le
lemme, un ¢ premier tel que gla’™—»'™ et f(n)lg—1 <gq. Vu que
fn)=n—1,0onan—1<getn<g Do plus, » étant un nombre com-
posé, on a (n, g) =1. Bn répétant ce raisonnement, nous concluons par
réewrrence que ngld™—p™ pour ¢ >m. Le théoréme 1 se trouve
ainsi établi.

Remarque 1. 8i f(1) > 2, on peut prendre pour n, un diviseur pre-
mier quelconque du nombre ¢'®—5"®. On voit done que il existe
un nombre premier n, >2 tel que mola’™—™) ot que f(n)=mn
pour n 2 ny, il existe aussi, pour tout entier s > 0, un nombre COMPOsé M,
produit de s nombres premiers distinets et tel que n|a’™ — p™,

Démonstration du théoréme 2. Daprés le lemme, il existe un
diviseur premier p du mnombre o’™—p™),  tel que 2p—1 et
2 <f(m)lp—1. L’hypothése que f(n) >n—1 pour # =m, entraine
D 2 f(m)+1 = ny—1+1 = n, et p =>n,. Le nombre p étant impair,
il ne divise pas n,, puisque 2/n,. D’aprés (1) on a done f(n,) =
(P—1,f(n0))|f (nep) et lo méme raisonnement que celui employé dans la
démonstration du théordme 1 montre que le nombre pn, satisfait & (3)
ou & (4) respectivement. Le théoréme 2 en résulte, vu que pm, > n,.

Remarque 2. On voit facilement que, dans le théordme 2, I’hypo-
thése f(ny) >2 peut étre remplacée par n, >2. On voit aussi sans peine
que la condition (1) est la plus faible pour laquelle la méthode préeé-
dente soit encore applicable (2).

Le théoréme 1 entraine deux corollaires suivants:

COROLLAIRE 1. Quels que soient les entiers a, b et s >1, il emiste un
nombre composé n, produit de s entiers distincts, et tel gue n|a"™— b,
o o(n) est la somme de tous les diviseurs du nombre n.

(®) Quelques simplifications de cette démonstration sont dues & W, Narkiewicz.
() Je dois & A. Schinzel l'idée d’introduire cette condition.

NOMBRES PSEUDOPREMIERS 111

En effet, sans restreindre la généralité, on peut admettre que
(¢,6) =1 et ¢ >b. Puisque o(n) >n pour n >1, et que la fonetion
f(n) = a(n) satisfait (comme on le prouve sans peine) & la condition (1),
il suffit, d’aprés le théordme 1, de trouver un nombre premier s,
tel que o(nmg) >2 et que mela™™0—p°™). Or il est aisé & vérifier que
Pon peut prendre pour n, un diviseur premier quelconque du nombre
a%— b2

COROLLAIRE 2. Soient a, b et s > 1 des entiers, a, ay, ..., @, des en-
tiers non mégatifs dont Vum aw moins n'est pas wul, 6t a, un entier tel que
0 < ay #1. Alors en posant N = ak(n—-l)"—i—...—l—al(n—l)—l—ao, il ewiste
un n composé, produit de s nombres premiers distincts, et tel que

nla™ — b,

En effet, sans restreindre la généralité, on peut admettre que
(a,0) =1 eba>b Siagy=ay,=...=a, =0 et a, = 1, le corollaire 2
résulte du théoréme établi dans mon travail [3]. Dans le cas contraire,
soit f(n) = ap(n—1)F+...+ a,(n—1)+ a,.

On a alors (p—1, f(n)|(np—1)— (n—1)|f (np) — f(n), (p—1, F(n)|f(np)
et f(n) > n—1 pour n >1.

Reste done & trouver un n, premier tel que no|a/"0—p/0) of
My < f(no) > 2. Lorsque a, =0 et 4; >0 pour un ¢ >1, ou bien que
a; >1, on peut prendre pour s, un p >2 premier tel que (p, ab) = 1,
et lorsque @, > 2, on peut prendre pour n, un diviseur premier quelcon-
que du nombre a%— 5%,

Le théoréme 2 entraine & son tour deux corollaires suivants:

COROLLAIRE 3. 8% les nombres a, b, ay, ..., ay, satisfont auw hypothéses
du corollaire 2 et si @y >0, 4l ewiste une infinité de nombres n pairs e tels
que nla™b—ab™, oi

(6) M = apn®+...+ ayn4a,.

En effet, sans restreindre la généralité, on peut admettre encore
que (a,b)=1 6t a>b. Soit f(n) = axn* 4 ap_yn* ...+ ayn-+6,—1 (%)

I vient f(n) =n—1 pour n =1 et (p—1,f(n))f(np), puisque
np —n|f(np)—f(n). Reste & trouver le nombre n,. Soit (a,d) un couple
différent de (2,1). Si 2|ab >4, on peut poser m,=ab; si ab est impair,
on peut prendre n, = 24b. Soit maintenant ¢ = 2 et b = 1. Pour f(2) > 2,
on peut prendre n, = 2; pour f(2) =1, on a f(n) =n—1 et n|2"—2
pour n» = 2:73-1103 (comme 1’a trouvé D. H. Lehmer; cf. Sierpinski [6],
p.181) et il suffit de poser m, = 2:73:1103. Enfin, pour f(2) =2, on
a f(n) = n, on peut donc prendre n, = 6. Ainsi, guel que soit Dentier & > 0,

(%) Pour f(n) = n—1 c’est le théoréme 1 de mon travail [4].
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il existe une infinité de nombres pairs n tels que nla™—a pour M défini
par (6). ‘

COROLLATIRE 4. 8¢ (a,d) =1, 2|a—b =4, a; >0 ¢t les nombres
@y, ..., 0 Satisfont aum hypothéses dw corollaive 2, il ewiste une infinité de n
pairs tels que nja™ "t —bY"" pour M défini par (6).

Rn effet, pour f(n) = M~—1, on n'a qu’a poser n, = a—b (5).

Remarque 3. A propos du corollaire 2, on peut poser la question
suivante: existe-t-il, pour des entiers positifs a et b queleonques, une
infinité de m composés et tels que nla™—Db" Il en est aingi, lorsque
a—b >1, car, comme on le démontre sans peine, on a nja"—b"
pour tout » de la forme (a—b)™ (a,b et m étant des entiers positifs
quelconques, et a—b >0, on a (a— b)™|a@-" —p@-"", Or il n'existe
aucun entier # >1 tel que n|(a--1)"—a", puisque si n = g¢jig... ¢i%,
ol ¢; < gy < ... < @ sont des nombres premiers, on a (ql, a(a+1) =1

ail.agk  apl..agk —

et ¢,|(a-+1) —a , vu que n|(a+1)"—a". Il en résulte que le
plus petit entier m >0 tel que ¢,|(a+1)"—a™ est au moins égal & g,
contrairement 3 la relation ¢)(a++1)2~'—a%~"

Remarque 4. Si a est de la forme 4k-+1, le nombre composé
n = (a*—1)/(a—1) satisfait & la relation n|e™'—1.

En effet, j’ai démontré dans [5] que entier ((dh-1)*+'—1))/4k
egt composé pour tout %k =1,2,... Il reste done & démontrer que

a*—1 ai-1_, a®—1] =1
nla®'—1. Or a —~1, d'ott a*~1/a%T —1, done a1
a—1 a—1

THEORBME 3. Quels que sotent les entiers a, b et 8 > 1, il ewiste un
composé, produit de s nombres premiers distincts, et tel que n|a’™ —p%™,
ol B(n) est le nombre des diviseurs entiers positifs du nombdre x.

Démonstration. On peut évidemment admettre que (z,d) =1
et a >b. Soit ¢, un diviseur premier quelcongue du nombre «*—b?*
et, pour &k >1, ¢ un diviseur premier primitif du nombre a2 — pe*
(qui existe d’aprés le théoréme (T)). On a # = ¢uqp,...g,sl0* — 0¥ =
™ "™ et lo théordme 3 se trouve démontré. '

Le corollaire 1 et le théoréme 3 donnent liew aux problémes ouverts
suivants :

P 352. Bxiste-t-il une infinité de nombres n composés et tels que
n|a”™—b"™ pour tous les entiers positifs @ et b tels que (ab,n) =12

On montre sans peine que les seuls nombres # en question de la
forme n = pg, ot p et ¢ sont des nombres premiers distinets, sont les
suivants: 2-3, 2-7, 3-5, 5-7, 5-13, 7-17 et 13-29.

-1

—1.

(°) Dans le cas f(n) = n—1, le corollaire 4 résulte du théordme 2 de mon tra-
vail [4].
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P 353. Existe-t-il une infinité de n composés qui divi
bres 29001 o P qui divisent les nom-

L*un de tels nombres est par exemple n = 5-7.

P 354. Existe-t-il une infinité de » composés qui divi
bres 2801 ag o D qui divigent les nom-
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