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Abstract. Topological and combinatorial properties of dynamical systems called
odometers and arising from number systems are investigated. First, a topological clas-
sification is obtained. Then a rooted tree describing the carries in the addition of 1 is
introduced and extensively studied. It yields a description of points of discontinuity and
a notion of low scale, which is helpful in producing examples of what the dynamics of an
odometer can look like. Density of the orbits is also discussed.

1. Introduction. Une échelle de numération pour les entiers naturels
(zéro compris) est, par définition, une suite strictement croissante d’entiers
G = (Gn)n avec G0 = 1. Cette échelle fixée, tout entier naturel n s’écrit de
manière unique sous la forme

n =
∑
k≥0

ek(n)Gk(1)

avec ek ∈ N et

∀m ∈ N,
m∑
k=0

ekGk < Gm+1.(2)

Le mot infini JG(n) := e0(n)e1(n)e2(n) . . . est par définition le G-dévelop-
pement de n; ej(n) en est le j-ième chiffre, il est nul pour tout j assez grand.
Nous renvoyons à [Fra] pour une présentation générale de tels systèmes.

L’échelle de numération Gn = bn correspondant au développement en
base entière b≥ 2 n’est peut-être pas la plus simple, mais sans nul doute la
plus utilisée en pratique avec b = 10. Les propriétés statistiques de cette
numération ont tout d’abord été abordées par le biais de la somme des
chiffres comme ce fut le cas dans les travaux fondateurs de R. Belleman et
H. N. Shapiro [BeSh] ou de J. Bésineau [Be]. Les très nombreux prolonge –
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ments qui ont suivi portaient à la fois sur des numérations plus générales
(Cantor, Ostrowski, Fibonacci. . . ) et sur l’étude statistique (valeurs moyen-
nes, moments, distributions asymptotiques, corrélations) de fonctions dites
additives (ou multiplicatives) dont la fonction somme des chiffres est le pro-
totype de base. Le lecteur est renvoyé à [Li1] ou à [Ba] pour une liste de
références sur le sujet. Pour des publications postérieures à ces travaux,
citons par exemple [DrGa, Ma].

Dans la numération en base fixe, l’addition de 1 sur N se calcule aisément
par un automate séquentiel à deux bandes. Il en va de même pour certaines
échelles très particulières complètement décrites par C. Frougny dans [Fro].
Dans le cas général, l’addition de 1 repose sur une étude directe du trans-
fert de la retenue et se prolonge de manière naturelle en une application τ
sur l’ensemble KG des suites e = e0e1e2 . . . qui satisfont à (2), définissant
ainsi un système dynamique (KG, τ) appelé G-odomètre (cf. section 2.3).
L’exemple Gn = qn est classique; l’odomètre correspondant (q-adding ma-
chine) est topologiquement conjugué à l’addition de 1 dans le groupe des
entiers q-adiques. Un autre exemple classique est celui de l’échelle de Fi-
bonacci (G1 = 2, Gn+2 = Gn+1 + Gn) pour laquelle l’odomètre est – à un
ensemble dénombrable près – topologiquement conjugué à la translation du
nombre d’or modulo 1. L’article [GrLiTi] est le point de référence de ce tra-
vail. On y trouve notamment une caractérisation de la continuité de τ (voir
le théorème 5 infra), ainsi qu’une étude détaillée des échelles associées aux
β-développements de Parry [Pa]. Dans certains cas, les conditions (2) peu-
vent s’exprimer par un diagramme de Bratteli simple, c’est-à-dire qu’il existe
une suite M = (M (n))n de matrices d’incidence (M (n))ij (0 ≤ i < Gn+1/Gn
et 0 ≤ j < Gn+2/Gn+1) de telle sorte que KG cöıncide avec le compactum
de Bratteli K(M) donné par

K(M) := {x ∈ Nω : ∀n ∈ N, 0 ≤ xn < Gn+1/Gn & M (n)
xnxn+1

= 1}.(3)

Les deux exemples précédents illustrent cette situation particulière : pour
chaque n, M (n) est égale à la matrice carrée d’ordre q dont tous les coeffi-
cients sont égaux à 1 dans le premier cas et M (n) = ( 1 1

1 0 ) dans le second. Le
G-odomètre est alors isomorphe au classique système adique introduit par
Vershik [Ve]. D’autres échelles ont été récemment décrites par H. Bruin, G.
Keller et M. St. Pierre dans [BrKrStP]; ces auteurs construisent ainsi des G-
odomètres qui sont métriquement isomorphes à l’action d’applications
unimodulaires f restreintes à l’espace des points limites du point critique
(attracteurs dits sauvages).

L’objet de cet article est de poursuivre l’étude générale des odomètres
commencée dans [Li2] et [GrLiTi]. Il est émaillé de nombreux exemples,
simples ou élaborés, destinés à répondre à une question naturelle relative à
un objet encore peu étudié : que peut-il se produire? que ne peut-il pas se
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produire? La section 2 fixe quelques notations et conventions avant de rap-
peler brièvement la définition d’un G-odomètre. L’ensemble KG est muni
d’une topologie métrisable compacte (la topologie produit). La section 3
est consacrée à la classification de ce compact. Deux cas sont possibles
(théorème 2) : soit KG est exactement N muni d’une topologie compacte
appropriée, soit KG est homéomorphe à l’ensemble de Cantor.

L’arbre des retenues est introduit à la section 4. Les nœuds de cet ar-
bre sont les entiers ≥ −1 avec −1 comme racine. Il analyse et rend compte
de propriétés de nature combinatoire, topologique et dynamique liées à la
représentation chiffrée des nombres entiers suivant une échelle. Les fonctions
descente et hauteur de l’arbre sont introduites et l’on montre que toute struc-
ture d’arbre monotone sur N ∪ {−1} (cf. section 4.2 pour ces définitions)
est arbre des retenues pour une infinité non dénombrable d’échelles. C’est
l’occasion ici de définir les échelles dites basses et celles de type fini (sec-
tion 4.3) qui jouent un rôle important et présentent une grande diversité
d’échelles que nous illustrons par de nombreux exemples.

A la section 5, nous étudions la continuité de l’odomètre. Celle-ci a été
caractérisée dans [GrLiTi] par la propriété C1 énoncée dans le théorème 5
infra. Nous en donnons une nouvelle caractérisation en termes de l’arbre
des retenues, à savoir que chaque sommet de l’arbre est de degré fini (pro-
priété C2 du théorème 5). La densité des orbites retient ensuite l’attention;
en particulier, les odomètres admettant des orbites non denses sont caracté-
risés.

Des questions comme l’existence d’une mesure invariante pour l’odo-
mètre, ou encore de savoir dans quels cas il y a unique ergodicité, ne sont pas
abordées ici. Elles font parties d’un programme développé dans un deuxième
article [BaDoLi], où l’on répond notamment, par l’affirmative, à la conjecture
suivante énoncée par l’un des auteurs [Li3] : l’odomètre ne peut pas être
d’entropie strictement positive.

2. L’odomètre

2.1. Notations et conventions pratiques. Une suite finie x de longueur
k, à valeurs dans un ensemble X, est représentée indifféremment comme
un k-uplet (x1, . . . , xk) ou un mot x1 . . . xk sur X, appelé alors alphabet ;
la longueur de ce mot est alors k. La suite vide (de longueur 0), ou mot
vide, est notée ∧; sa longueur est 0. L’ensemble des mots sur X, noté X∗
(au lieu de A∗ comme c’est souvent l’usage), est muni de sa structure de
monöıde correspondant à l’opération de concaténation sur les mots. Pour
tout mot ou lettre w, la notation w(n), ou simplement wn s’il n’y a pas de
confusion possible, représente le mot obtenu par n concaténations du mot
w avec lui-même. Par convention, w(0) = ∧.
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Une suite x à valeurs dans X est définie sur N = {0, 1, 2, . . .}; elle est
représentée soit par (xn)n, soit comme un mot infini x0x1x2 . . . sur l’alphabet
X. L’écriture x0 . . . xka

ω signifie que xn = a pour tout n > k, et pour m < n
on pose x]m,n] = xm+1 . . . xn. Si X est muni d’une topologie, l’ensemble Xω

des suites à valeurs dans X est muni de la topologie produit usuelle. Enfin,
si z est un nombre réel, on note bzc := max{n ∈ Z : n ≤ z} la partie entière
de z.

2.2. Construction du G-compactifié de N.Le développement (1) dans
une échelle G conduit naturellement à introduire l’ensemble KG des suites
e = e0e1e2 . . . à valeurs dans N, appartenant au produit

Ω :=

∞∏
m=0

{0, 1, . . . , bGm+1/Gmc}

et qui satisfont à (2). L’ensemble KG est alors une partie compacte de Ω,
appelée G-compactifié de N. De fait, N s’envoie dans KG par l’injection cano-
nique n 7→ JG(n), l’entier n étant identifié au mot infini JG(n). De manière
évidente, pour x ∈ KG et m ≥ 0, le mot infini x0 . . . xm0ω correspond au
G-développement de l’entier

Sm+1(x) := x0G0 + . . .+ xmGm.

Il en résulte que l’image canonique JG(N) de N dans KG est partout dense.
Inversement, soit w = w0 . . . wm un mot sur l’alphabet N (wi ∈ N pour
chaque indice i). Il est dit G-admissible si w0ω ∈ KG; il existe alors un
unique entier n tel que JG(n) = w0ω et il sera pratique d’utiliser de manière
équivalente les notations n, w, JG(n) et w0ω. A l’usage, la référence à
l’échelle sera omise lorsqu’aucune ambigüıté ne sera à craindre. Enfin, le
cylindre dans KG de base w sera noté [w], i.e.

[w0 . . . wm] := {x ∈ KG : x0 . . . xm = w0 . . . wm}

et ek : KG → N (k ∈ N) désignera la fonction k-ième coordonnée, de sorte
que x = e0(x)e1(x)e2(x) . . .

2.3. Successeur et odomètre.Le calcul du successeur d’un entier n (ou
addition de 1) dans l’échelle G consiste tout d’abord à déterminer à partir
du G-développement J(n) = e0e1e2 . . . de n le plus grand indice m pour
lequel

∑m
k=0 ekGk = Gm+1 − 1, de sorte que le G-développement de n + 1

est donné par

J(n+ 1) = 0(m+1)(em+1 + 1)em+2em+3em+4 . . .

Si un tel indice n’existe pas, c’est que

J(n+ 1) = (e0 + 1)e1e2 . . .
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Cette construction algorithmique conduit à introduire pour tout élément
x = x0x1x2 . . . de KG l’ensemble

D(x) :=
{
d ≥ 0 :

d∑
k=0

xkGk = Gd+1 − 1
}
,

puis de prolonger l’addition de 1 en une application τ : KG → KG définie,
pour les x tels que D(x) est fini, par

τ(x) = 0(l+1)(xl+1 + 1)xl+2xl+3xl+4 . . .(4)

où l := maxD(x) si D(x) est non vide, l = −1 sinon, et τ(x) := 0ω lorsque
D est infini. Dans tous les cas, on voit facilement que

τ(x) := lim
n
J(Sn(x) + 1).

L’ordre total sur N se prolonge aussi de manière naturelle en un ordre � sur
KG, dit antipodal. Par définition, x � y si x = y ou s’il existe un indice m
tel que xm < ym et xk = yk pour tous les indices k strictement plus grands
que m. Si l’intervalle ]x,→[ = {y ∈ KG : x � y, x 6= y} n’est pas vide
(dans tous les cas, il forme une châıne finie ou dénombrable), alors il admet
un plus petit élément x+ pour l’ordre antipodal; c’est le successeur de x et
τ(x) = x+. Par contre, si ]x,→[ est vide, cela équivaut à D(x) infini et donc
τ(x) = 0ω par construction. Nous renvoyons à [GrLiTi] pour une description
plus détaillée de l’odomètre (KG, τ) ainsi construit.

Lorsque les conditions (2) correspondent à un diagramme de Bratteli
déterminé par une suite de matrices d’incidence M (n) de sorte que KG soit
donné par (3), la construction de τ , comme application successeur, cöıncide,
aux points extrémaux près, avec la transformation adique de Vershik [Ve]
(voir aussi [HePuSk] pour une généralisation). Cette identification relève
donc d’une propriété particulière de l’échelle G, mais en général KG n’est pas
décrit par un tel diagramme. On illustrera ces deux situations dans les exem-
ples 1, 2 et 3 de la section 4.1. Dans la section suivante, nous caractérisons
les cas où KG est dénombrable; ils ne relèvent pas de la construction par
diagrammes de Bratteli simples.

3. Classification topologique. La structure topologique de KG est
essentiellement liée à sa cardinalité, que nous allons donc commencer par
étudier. Comme le montre le cas dyadique (Gn = 2n) et bien d’autres échelles
classiques, l’opération de compactification ne donne pas en général un en-
semble dénombrable. La proposition suivante fournit diverses caractérisa-
tions des cas où cela advient.

Théorème 1. Pour une échelle de numération G, les propriétés suiv-
antes sont équivalentes :
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(i) KG est dénombrable;

(ii) la suite (Gn+1 −Gn)n est bornée;

(iii) JG(N) = KG;

(iv) KG possède au moins un point isolé.

D é m o n s t r a t i o n. Supposons la suite (Gn+1 − Gn)n non bornée. Il
existe alors une suite strictement croissante d’entiers σ(n), n ≥ 0, telle que

Gσ(0) +Gσ(1) + . . .+Gσ(n) < Gσ(n)+1.

Par exemple σ(0) = 0, σ(1) = 1, puis, les σ(k) étant déjà déterminés pour
0 ≤ k ≤ n, remarquons qu’il existe, par hypothèse, un entier m ≥ σ(n)
tel que Gσ(0) + Gσ(1) + . . . + Gσ(n) < Gm+1 − Gm. Il suffit alors de choisir
σ(n + 1) = m. Posons Σ = σ(N). Par construction, pour toute partie S de
Σ, le mot infini e(S) ∈ {0, 1}N tel que e(S)k = 1 si k ∈ S et e(S)k = 0
sinon, est dans KG; donc KG n’est pas dénombrable. L’implication (i)⇒(ii)
en résulte par contraposée.

(ii)⇒(iii). Remarquons tout d’abord que, par unicité du G-développe-
ment, les éléments de KG dont le développement est formé de chiffres tous
nuls sauf un nombre fini sont exactement les éléments de JG(N). D’autre
part, si la suite (Gn+1 − Gn)n est bornée, disons par M , alors pour tout
entier m assez grand, le G-développement de m est de la forme J(m) =
e0 . . . ek0(n−k−1)10ω avec e0 + e1G1 + . . .+ ekGk ≤M (et Gn ≤ m < Gn+1).

Il en résulte que JG(N) = JG(N) = KG.

(iii)⇒(iv). Cette implication résulte du fait général selon lequel, dans un
espace de Baire dénombrable, l’ensemble des points isolés forme une partie
dense de cet espace.

(iv)⇒(i). Si x = x0x1x2 . . . est un point isolé de KG, il existe l tel que
[x0 . . . xl] = {x}, donc, en fait, x = x0 . . . xl0

ω et, pour tout entier p ≥ 0,
le mot infini x0 . . . xl0

(p)10ω n’appartient pas à KG. En d’autres termes,
et en accord avec (2), Gn+1 − Gn ≤ Sl+1(x) pour n ≥ l + 1. La suite
n 7→ Gn+1 − Gn est donc bornée, et puisque (ii) implique (iii), KG est
dénombrable.

Ces équivalences permettent de donner une description topologique
précise de KG.

Théorème 2. (i) Si KG est dénombrable, alors

a := lim sup
n

(Gn+1 −Gn) <∞ et K′G = {JG(0), . . . , JG(a− 1)}.

(ii) Si KG n’est pas dénombrable, alors KG est homéomorphe à l’ensemble
triadique de Cantor.
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D é m o n s t r a t i o n. (i) Supposons KG dénombrable. D’après le théo-
rème 1, a := lim supn (Gn+1 − Gn) est fini. Alors, e0e1 . . . el0

ω ∈ K′G si et
seulement s’il existe une infinité d’entiers p ≥ 0 tels que e0e1 . . . el0

(p)10ω ∈
KG, donc si et seulement si e0 + e1G1 + . . . + elGl < Gn+1 − Gn pour une
infinité de valeurs de n. Ainsi, K′G = {J(0), . . . , J(a− 1)}.

(ii) Si KG n’est pas dénombrable, alors il est parfait d’après le théorème 1.
En outre, KG est compact, métrisable, totalement discontinu; c’est là la
caractérisation topologique de l’ensemble de Cantor.

4. L’arbre des retenues

4.1. Définition et exemples. Rappelons, pour x ∈ KG, la notation
Sn+1(x) =

∑n
k=0 xkGk. Par définition, D(x) est aussi l’ensemble des en-

tiers d ≥ 0 tels que Sd+1(x) = Gd+1 − 1. En particulier D(0ω) = ∅ et d ∈
D(Gd+1−1). L’ensemble D(x), s’il n’est pas vide, sera indexé par ordre crois-
sant et dk(x) désignera son k-ième élément. En particulier d1(x) = minD(x).
Soit maintenant d ∈ D(x) et soit k un entier tel que 0 ≤ k ≤ d+ 1; alors,

Sk(x) = Sk(Sd+1(x)) = Sk(Gd+1 − 1),

ce qui montre que D(x) ∩ {0, . . . , d} = D(Gd+1 − 1). Ainsi, pour x et y dans
KG, d ∈ D(x) ∩ D(y) entrâıne D(x) ∩ {0, . . . , d} = D(y) ∩ {0, . . . , d}. Cette
remarque permet de décrire le phénomène des sauts de retenues par une
relation d’arbre %G, dont l’ensemble des nœuds est A := {−1} ∪ N et dont
les branches sont déterminées comme suit :

(i) {−1, n} ∈ %G si et seulement si D(Gn+1 − 1) = {n};
(ii) {m,n} ∈ %G (en supposant m < n) si et seulement si

m = max(D(Gn+1 − 1) \ {n}).

Nous enracinerons l’arbre en −1. La structure d’arbre enraciné ainsi
décrite sur A sera noté TG. Rassemblons les divers cas qui impliquent l’exis-
tence de branches dans TG :

Proposition 1. Il existe une branche de l’arbre des retenues TG entre m
et n (m < n) si et seulement si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

(i) m = −1 et n = 0;
(ii) m = −1 et J(Gn+1 − 1) = a0 . . . an0ω avec D(a0 . . . an−10ω) = ∅;
(iii) m≥0 est le plus grand entier k<n tel que J(Gn+1 − 1)=a0 . . . an0ω

et J(Gk+1 − 1) = a0 . . . ak0ω.

Tirons quelques premières conséquences :

Corollaire 1. (i) Si Gn+1 = anGn + bn avec an ≥ 1 et 1 ≤ bn < G1,
alors il existe une branche entre −1 et n.

(ii) Il existe une branche entre les entiers n ≥ 0 et n+ 1 si et seulement
si Gn+1 divise Gn+2.
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D é m o n s t r a t i o n. (i) est une conséquence de la proposition 1(ii). Mon-
trons (ii). S’il existe une branche entre n et n+1, d’après la proposition 1(iii)
on peut écrire Gn+2 − 1 = an+1Gn+1 + (Gn+1 − 1), avec an+1 ≥ 1, et
donc Gn+2 = (an+1 + 1)Gn+1. Réciproquement, si Gn+2 = (a + 1)Gn+1 et
J(Gn+1−1) = a0 . . . an0ω alors, immédiatement, J(Gn+2−1) = a0 . . . ana0ω,
d’où une branche entre n et n+ 1.

Avant de poursuivre l’étude de ces arbres, examinons quelques cas parti-
culiers.

Exemple 1 (arbre linéaire). Il est facile de voir que les échelles de Cantor,
qui sont les échelles de la forme Gn+1 = dnGn, dn ≥ 2, ont pour arbre des
retenues l’arbre linéaire pour lequel il existe une branche entre n et n + 1
pour tout entier n ≥ −1. D’après le corollaire 1, la réciproque est vraie :
toute échelle dont l’arbre des retenues est linéaire est une échelle de Cantor.
D’autre part, KG est décrit par le diagramme de Bratteli dont les matrices
d’incidence ont tous leurs coefficients égaux à 1. L’odomètre est donc ici le
système adique de Vershik [Ve] qui est isomorphe à l’addition de 1 dans le
groupe des entiers (d0, d1, d2, . . .)-adiques lim←−nZ/d0 . . . dnZ.

Exemple 2 (arbre buisson). Pour l’échelle Gn = n + 1, il y a une
branche entre la racine et chaque nœud n ≥ 0; il en est de même des
échelles de la forme Gn = (qn+1 − 1)/(q − 1) (q entier ≥ 2) qui sont toutes
des cas particuliers du corollaire 1(i). Notons que là encore, KG n’est pas
décrit par un compactum de Bratteli selon [Ve]. Pour q ≥ 2, on obtient
un odomètre uniquement ergodique d’après [Do] (voir aussi [BaDoLi]) et
d’après un résultat de Vershik ([Ve], théorème 3), il est métriquement iso-
morphe à un système adique dont le diagramme de Bratteli associé (qui n’est
pas unique) ne correspond pas à l’échelle sous-jacente.

Exemple 3 (arbre de Fibonacci). L’échelle est donnée par la suite de Fi-
bonacci Fn = 1, 2, 3, 5, . . . qui vérifie Fn+2 − Fn+1 = Fn (n ≥ 1). L’arbre des
retenues dit de Fibonacci est donc formé d’après la proposition 1(iii) de deux
châınes infinies {−1, 0, . . . , 2n, 2n + 2, . . .} et {−1, 1, . . . , 2n + 1, 2n + 3, . . .}.
Il en est de même des échelles d’Ostrowski [Os] définies par la donnée d’une
suite d’entiers an ≥ 1 et les relations de récurrence Gn+2 = an+1Gn+1 +Gn
avec G0 = 1, G1 = a0 si a0 > 1 et G1 = a1 + 1 sinon. Dans cet exemple,
pour tout e = e0e1e2 . . . ∈ KG, (2) est équivalent à

∀k ≥ 1, ek = ak+1 ⇒ ek = 0;

l’odomètre est alors exactement la première réalisation adique, décrite dans
[SiVe], de la translation x 7→ x + α sur le tore R/Z, les entiers an étant les
quotients partiels du développement en fraction continuée de α.
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Remarque 1. Les exemples précédents montrent bien que deux échelles
de même arbre des retenues peuvent déterminer des odomètres très différents
ou présenter des caractéristiques communes. Par exemple, l’arbre linéaire
caractérise toute une classe de transformations parfaitement identifiées sur le
plan spectral. Mais en général, il n’y a pas dépendance directe entre les pro-
priétés spectrales d’un odomètre et son arbre des retenues. C’est notamment
le cas de l’arbre buisson donnant aussi bien un G-compactifié de N dénom-
brable (d’odomètre banal, sans mesure invariante) qu’un ensemble de Cantor
(d’odomètre uniquement ergodique et faiblement mélangeant, cf. [Do]).

4.2. Descente, hauteur et échelles basses. Dans toute la suite, nous n’en-
visagerons sur A que des relations d’arbre α enracinées en −1, α désignant
aussi bien la relation que l’arbre enraciné correspondant. Pour deux nœuds
n et m quelconques de α, dα(n,m) désignera la distance géodésique de n
à m dans l’arbre α. Si n 6= m, dα(n,m) est le plus petit entier k tel qu’il
existe un chemin (a0, a1, . . . , ak) sur l’arbre α (i.e. {ai, ai+1} ∈ α pour
i = 0, . . . , k − 1) allant de a0 = n à ak = m. Par définition d’un arbre,
ce chemin existe toujours, il est unique et sa longueur est k. La hauteur d’un
nœud dans l’arbre α, par rapport à la racine, est par définition Hα(m) =
dα(−1,m). L’arbre α sera dit monotone si pour tout nœud m 6= −1, le
chemin (−1,m1, . . . ,mk) allant de −1 à mk = m est ordonné croissant,
i.e. −1 < m1 < . . . < mk. A chaque arbre monotone α, nous associerons
l’application Tα : A → A appelée descente de l’arbre, définie par Tα(−1) =
−1 et pour m ∈ N, Tα(n) = m si {m,n} ∈ α et m < n. Réciproquement, il
est clair que toute application T : A→ A telle que T (−1) = −1 et T (n) < n
si n ∈ N détermine une structure d’arbre α unique sur A dont T est la
descente.

Théorème 3. (i) L’arbre des retenues d’une échelle est monotone.

(ii) Soit α une relation d’arbre monotone sur A. Alors, il existe une
échelle G dont l’arbre des retenues est α.

D é m o n s t r a t i o n. La partie (i) du théorème est une conséquence di-
recte de la construction de l’arbre des retenues. La partie (ii) est un corollaire
du résultat suivant plus précis.

Théorème 4 (et définition). Soit α une relation d’arbre monotone sur
A de descente T (·) et de fonction hauteur H(·). Alors :

(i) La suite des entiers Mn (n ≥ 0) déterminés par M0 = 1 et

Mn+1 = Mn +MT (n) + . . .+MTH(n)−1(n) + 1 = Mn +MT (n)+1(5)

est une échelle dont l’arbre des retenues est α; cette échelle est dite échelle
basse de α (de même, une échelle G sera dite basse si elle est échelle basse
de %G, son arbre des retenues).
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(ii) Pour toute échelle G dont l’arbre des retenues est α, on a Mn ≤ Gn
pour tout n.

D é m o n s t r a t i o n. La propriété (ii) est une conséquence sans surprise
du fait général que pour tout n ≥ 0,

D(Gn+1 − 1) = {n, T (n), . . . , Th−1(n)},

où h := cardD(Gn+1 − 1) = H(n) et où H(·), T (·) sont respectivement les
fonctions hauteur et descente associées à l’arbre des retenues de G, tandis
que

J(Gn+1 − 1) = an,0 . . . an,n0ω (∈ KG)

avec des entiers an,d ≥ 1 pour tout d ∈ D(Gn+1−1). Il reste à démontrer (i).
Par construction, (Mn)n est une échelle et le M -développement de Mn+1− 1
est donné par (5). Il en résulte que

D(Mn+1 − 1) = {n, T (n), . . . , TH(n)−1(n)},

ce qui montre que T (·) (resp. H(·)) est la fonction descente (resp. hauteur)
de l’arbre des retenues de l’échelle M .

Tout arbre monotone détermine de manière univoque une échelle basse
d’après le théorème 4(ii). Pour l’arbre linéaire (exemple 1), cette échelle est
celle de la numération binaire; pour l’arbre buisson (exemple 2), c’est l’é-
chelle Gn = n + 1, la plus petite donc, et pour l’arbre de Fibonacci (exem-
ple 3), c’est l’échelle de même nom.

La croissance d’une échelle basse est limitée; en effet :

Proposition 2. Soit α un arbre monotone sur A d’échelle basse M .
Alors Mn ≤ 2n pour tout n ≥ 0. De plus, la borne est atteinte car l’échelle
n 7→ 2n est une échelle basse.

D é m o n s t r a t i o n. D’après (5), Mn+1 = Mn +MT (n)+1, donc Mn+1 ≤
2Mn avec M0 = 1, d’où Mn ≤ 2n par récurrence sur n avec égalité si
T (n) = n− 1 pour tout n ≥ 0.

Remarque 2. Il est possible de contrôler complètement l’échelle G à
partir de son arbre des retenues à condition d’effectuer un étiquetage des
branches. Plus précisément, si {m,n} ∈ %G, m < n, on sait [GrLiTi] que

Gn+1 −Gm+1 = an,m+1Gm+1 + . . .+ an,nGn(6)

pour des entiers an,i ≥ 0, m < i ≤ n et an,n ≥ 1, d’où l’étiquetage EG :
%G → N∗ défini par

EG(m,n) := an,m+1 . . . an,n (m < n).(7)

Notons que le mot EG(m,n) est de longueur n −m. Il est clair que la con-
naissance de l’arbre étiqueté (%G, EG) détermine complètement G. Récipro-
quement, soit α une relation d’arbre monotone sur A et soit E : α → N∗
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un étiquetage des branches {m,n} (m < n) de α par des mots E(m,n) sur
l’alphabet N, de longueur n−m et de dernière lettre an,n ≥ 1. Considérons
alors la suite des entiers (Gn)n déterminée par

G0 = 1 et Gn+1 = 1 +

H(n)−1∑
k=0

∑
Tk+1(n)<j≤Tk(n)

aTk(n),jGj ,(8)

où H(·) et T (·) sont respectivement hauteur et descente de α. Il est immédiat
que G est une échelle. C’est exactement l’échelle basse de α si E(m,n) =
0(m−n−1)1. Dans le cas général, l’arbre TG ne cöıncide pas avec α. Pour que
TG = α, il faut et il suffit que pour tout n ≥ 0 on ait

(∀j)
(
T (n) < j ≤ m⇒

∑
T (n)<k≤j

an,kGk < Gj+1 −GT (n)+1

)
.

Donnons une suite à ces remarques :

Proposition 3. Soit α une relation d’arbre monotone sur A et soit Γ
une échelle quelconque. Il existe une infinité non dénombrable d’échelles G
telles que %G = α et vérifiant Γn ≤ Gn pour tout n ≥ 0.

D é m o n s t r a t i o n. Il suffit de remarquer tout d’abord que l’étiquetage
E : α → N∗ défini par E(m,n) = 0(n−m−1)bn (m < n), où n 7→ bn est une
suite d’entiers ≥ 1, détermine par (8), c’est-à-dire ici par

Gn+1 := 1 +

H(n)−1∑
k=0

bTk(n)GTk(n)

avec T = Tα et H = Hα, une échelle d’arbre des retenues %G = α; reste à
choisir les bn suffisamment grands (par exemple, bn ≥ Γn+1).

Remarque 3. Si KG est dénombrable, il est facile de voir que les fonc-
tions descente et hauteur associées à l’arbre des retenues sont bornées. La
réciproque est fausse puisque pour une arbre monotone α de descente bornée
(ou de hauteur bornée, ce qui est la même chose), l’échelle construite à partir
de l’étiquetage E : α→ N∗ (cf. remarque 2) défini par E(m,n) = 0(n−m−1)2
(m < n) vérifie Gn+1 −Gn > Gn.

4.3. Echelles de type fini

Définition. Un arbre sera dit de type fini si le degré de chaque nœud
(le nombre de branches issues de ce nœud) est fini.

Par extension, une échelle sera dite de type fini si son arbre des retenues
l’est. L’introduction de cette notion trouvera sa pleine justification dans
l’étude de la continuité de l’odomètre. La proposition suivante exploite sim-
plement les définitions; sa démonstration est laissée au lecteur.
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Proposition 4. Soit α un arbre monotone sur A. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) α est de type fini ;
(ii) pour tout n ∈ A, l’ensemble T−1α (n) est fini ;
(iii) limn Tα(n) =∞;
(iv) pour tout h ∈ N, l’ensemble H−1α (h) est fini ;
(v) limnHα(n) =∞.

Exemple 4 (arbre q-linéaire). Considérons une partition de N en q
parties infinies Pj (0 ≤ j < q) et définissons l’arbre monotone sur A dont la
descente T est déterminée pour x ∈ Pj par T (x) = max({−1} ∪
{n ∈ Pj : n < x}). Le cas particulier où Pj = {n : n ≡ j (mod q)} donne
l’échelle basse Q commençant par 1, . . . , q − 1 et satisfaisant à la récurrence
Qn+1 = Qn +Qn−q+1. Cette échelle est de type fini.

Exemple 5 (arbre rideau). La construction précédente se généralise en
considérant une partition dénombrable de N en parties infinies Pj (j =
0, 1, 2, . . .). L’échelle correspondant aux parties Pn = 2n+1N + 2n − 1 sera
dite de van der Corput . Cette échelle n’est pas de type fini.

Exemple 6 (arbre peigne). Définissons l’arbre par sa descente, à savoir
T (2(n + 1)) = T (2n + 1) = 2n si n ≥ 0. L’échelle basse correspondante M
se détermine explicitement, à savoir M2n+j = 2j ·3n pour n ≥ 0 et j = 1, 2.
Cette échelle est de type fini.

Exemple 7 (arbre linéaire+buisson). Choisissons une partie infinie P de
N, de complémentaire Q = N\P infini. La descente de l’arbre est alors définie
par T (Q) = {−1} et pour x ∈ P , T (x) = max({−1} ∪ {n ∈ P : n < x}).
Cette échelle n’est pas de type fini.

Exemple 8 (arbre binaire). Il s’agit de l’arbre classique des choix bi-
naires. Pour le déterminer complètement, il convient de numéroter les nœuds
de manière à obtenir un arbre monotone sur A. Nous adopterons la numéro-
tation déterminée par la fonction descente suivante : T (2k) = T (2k + 1) =
k − 1 pour k ≥ 0. Cette échelle est de type fini; l’échelle basse associée B
vérifie la récurrence Bn+1 = Bn +Bbn/2c.

Proposition 5. Soit G une échelle de type fini. Alors :

(j) limn(Gn+1 −Gn) =∞;
(jj) KG est un espace de Cantor.

D é m o n s t r a t i o n. Supposons que (j) ne soit pas vérifiée; alors, il existe
une constante C ≥ 1 telle que Gn+1 − Gn ≤ C pour une infinité d’entiers
n. Pour de tels entiers, on a donc Gm+1 = Gm + bm avec 1 ≤ bm ≤ C,
d’où TG(m) ≤ r pour un entier r quelconque vérifiant Gr ≥ C. Par suite, il
existe r0 ∈ A tel que T−1G (r0) soit infini. L’indice de TG en r0 est donc infini,
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contrairement à l’hypothèse. La propriété (jj) est une conséquence directe
de (j) et des théorèmes 1 et 2.

Remarque 4. Une conséquence de la proposition 3 est qu’il existe des
échelles dont la croissance est arbitrairement grande et dont l’arbre des
retenues n’est pas de type fini. La proposition ci-dessus montre qu’une
échelle G de type fini vérifie nécessairement limnGn+1/(n+ 1) =∞ et il est
possible de construire de telles échelles de croissance surlinéaire arbitaire-
ment lente comme le montre la proposition suivante.

Proposition 6. Soit (Ln)n une suite d’entiers ≥ 1 telle que
limn Ln+1/(n+ 1) = ∞. Alors il existe un arbre monotone sur A dont
l’échelle basse associée M est de type fini et de plus Mn ≤ Ln dès que
n est assez grand.

D é m o n s t r a t i o n. Commençons par établir le lemme suivant :

Lemme 1. Pour toute suite strictement croissante d’entiers Nm ≥ 1
(m ≥ 1) il existe un arbre monotone sur A dont l’échelle basse M est donnée
par

Mn =

{
n+ 1 si 0 ≤ n ≤ N1,
Mn−1 +Mm si Nm < n ≤ Nm+1

(9)

(en particulier Mn = MNm + (n − Nm)Mm dans le dernier cas). De plus,
cette échelle est de type fini.

D é m o n s t r a t i o n. Construisons l’application T : A → A en posant
T (n) = −1 si 0 ≤ n < N1 et T (n) = m − 1 si Nm ≤ n < Nm+1. Alors,
il existe une relation d’arbre monotone α (unique) sur A dont T est la
descente. De plus, par construction limn T (n) = ∞, donc α est de type
fini (proposition 4). Soit M l’échelle basse associée à α. Par construction,
M0 = 1 et Mn+1 = Mn + 1 pour n = 0, . . . , N1 − 1, d’où Mk = k + 1 pour
0 ≤ k ≤ N1. Dans le cas de Nm < n ≤ Nm+1, par définition de M on a
Mn = Mn−1 +MT (n−1)+1 = Mn−1 +Mm.

Pour terminer la démonstration de la proposition 6, nous allons cons-
truire une suite strictement croissante d’entiers Nm telle que l’échelle basse
M qui lui est associée par le lemme 1 et sa démonstration vérifie Mn ≤ Ln
pour tout n ≥ N1. Remarquons que si N1, . . . , Nm sont déjà construits,
alors la fonction descente T est déterminée sur {−1, 0, 1, . . . , Nm − 1} et
l’échelle (Mn)n est connue pour n = 0, 1, . . . , Nm. Nous construisons (Mk)k
par récurrence en même temps qu’une autre suite d’entiers λk. Commençons
par choisir λ1 > λ0 = 2. Il existe N1 ≥ 2 tel que nλ1 ≤ Ln pour n ≥ N1.
Alors T vaut −1 sur {−1, 0, . . . , N1 − 1}, et Mk = k + 1 pour 0 ≤ k ≤MN1

.
En particulier,

MN1 = N1 + 1 ≤ λ0N1 ≤ LN1 .
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Choisissons ensuite λ2 > max{λ1,M2} puis N2 tel que nλ2 ≤ Ln pour
n ≥ N2. Puisque, par construction, T (k) = 0 pour N1 ≤ k < N2, on a pour
n tel que N1 < n ≤ N2,

Mn = Mn−1 +M1 = MN1
+ (n−N1)M1

≤ N1λ0 + (n−N1)M1 < nλ1 ≤ Ln

et, en particulier, MN2
≤ N2λ1. Si maintenant Nk et λk sont définis pour

k ≤ m, choisissons λm+1 > max{λm,Mm+1} puis Nm+1 de sorte que nλm+1

≤ Ln pour n ≥ Nm+1. Il y a donc un large arbitraire dans la construction
des deux suites (Mk) et (λk)k. Soit alors M l’échelle construite au lemme 1
et montrons par récurrence sur m qu’elle vérifie

MNm+1 ≤ Nm+1λm ≤ LNm+1 , Mn ≤ Ln pour Nm < n ≤ Nm+1.

Ces conditions sont remplies pour m = 1 par ce qui précède. Supposons-les
vérifiées pour m. Alors, si Nm+1 < n ≤ Nm+2, on a

Mn = MNm+1 + (n−Nm+1)Mm+1

≤ Nm+1λm + (n−Nm+1)Mm+1 ≤ nλm+1.

D’où Mn ≤ Ln et MNm+2 ≤ Nm+2λm+1 ≤ LNm+2 .

La condition limn(Gn+1−Gn) =∞ n’est pas suffisante pour que l’échelle
soit de type fini, comme le montre l’exemple Gn+1 = 2Gn + 1; elle l’est dans
le cas particulier des échelles basses :

Proposition 7. Pour une échelle basse G, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(j) limn(Gn+1 −Gn) =∞;
(jj) G est de type fini.

D é m o n s t r a t i o n. L’implication (jj)⇒(j) est une partie de la proposi-
tion 5; elle n’utilise pas l’hypothèse d’échelle basse. Réciproquement, si G
n’est pas de type fini, il existe a ∈ A et une infinité d’entiers b tels que
T (b) = a, ce qui donne Gb+1 = Gb + Ga+1, puisque l’échelle est basse (cf.
théorème 4), et contredit (j).

Remarque 5. Comme le montre la proposition 5, toute échelle (Gn)
de type fini vérifie limn(Gn+1 − Gn) = ∞. Le lemme 1 fournit une famille
d’exemples d’échelles basses M de type fini telles que limnMn+1/Mn = 1; il
suffit pour cela de choisir la suite Nm suffisamment croissante, de manière
à ce que par exemple Mm ≤ Nm. En effet, en se référant à (9), on a
Mn+1/Mn ≤ 1 + Mm/MNm , or pour tout C ≥ 1 on a Mk ≥ Ck dès que
k est assez grand (proposition 5). De manière générale, on a

lim
n

Gn+1

Gn
= 1⇒ lim

n
(n− TG(n)) =∞.
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En effet, Gn+1 ≥ Gn+GTG(n)+1 dans tous les cas et l’hypothèse sur Gn+1/Gn
assure l’existence de B > 1 tel que Gn+1 ≤ BGn pour tout entier n. D’où
Gn+1/Gn ≥ 1 + 1/Bn−TG(n)−1.

La réciproque est fausse, mais si (Gn)n est une échelle basse vérifiant
lim(n − TG(n)) = ∞, alors lim inf Gn+1/Gn = 1. De fait, s’il existe n0 tel
que, pour tout n > n0, Gn+1/Gn ≥ 1 + β, on a

GTG(n)+1/Gn ≤ (1 + β)−(n−max(n0,TG(n)−1)),

donc GTG(n)+1/Gn tend vers 0 quand n tend vers l’infini, ce qui contredit
GTG(n)+1/Gn = Gn+1/Gn − 1 ≥ β pour n > n0. L’exemple suivant donne
un cas extrême.

Exemple 9. L’idée de la construction du lemme 1 peut servir de base
pour exhiber des échelles basses (Mn)n de type fini vérifiant

lim
n

(n− T (n)) =∞ et lim sup
n

Mn+1/Mn = 2.

Il suffit de pendre par exemple une suite Nm telle que N2m+2 = N2m+1 + 1
et N2m+1 − N2m > mam avec une suite d’entiers am ≥ 1 croissante, non
bornée, et de définir l’arbre monotone sur A en prenant la descente T telle
que T (n) = m− 1 pour N2m ≤ n < N2m+1 et T (N2m+1) = N2m+1 − am. Le
lecteur vérifiera qu’avec ce choix, on a

MN2m+1+1

MN2m+1

≥ 2− 1

m
.

5. Continuité et discontinuité

5.1. Continuité et ensemble ω-limite. Pour tout entier k ≥ 0, introdui-
sons l’odomètre partiel τk : KG → KG défini par

τk(x) =

{
τ(x) si D(x) = ∅ ou maxD(x) < k,

0ω sinon.

De manière immédiate, l’application τk est continue et, par définition de
τ , limk τk(x) = τ(x). Il en résulte que τ est une application borélienne. La
question de caractériser sa continuité se pose naturellement et une première
réponse se trouve déjà dans [GrLiTi] :

Théorème 5. Soit une échelle G et l’odomètre τ : KG → KG correspon-
dant. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(C0) τ est continue;
(C1) pour tout x ∈ KG il n’existe qu’un nombre fini d’entiers d pour

lesquels il existe y ∈ KG tel que D(y) = D(x) ∪ {d};
(C2) G est de type fini.
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D é m o n s t r a t i o n. L’équivalence entre (C0) et (C1) correspond au
théorème 1 de [GrLiTi] (p. 109). Celle entre (C1) et (C2) résulte de la propo-
sition 4, (i) et (ii).

Rappelons que si τ est continue, alors τ est surjective et (KG, τ) est
minimal ([GrLiTi], théorème 2, p. 109). On s’intéresse maintenant à la des-
cription de l’ensemble Disc(τ) des éventuels points de discontinuité de τ ainsi
qu’à des exemples montrant la variété des possibilités.

Définition 1. On appelle ensemble ω-limite d’une échelle G et l’on note
ω(G) l’ensemble dérivé de {Gn − 1 : n ∈ N} dans KG.

Autrement dit, ω(G) est l’ensemble des points d’accumulation de la suite
n 7→ JG(Gn − 1). Par compacité de KG, ω(G) est non vide et compact.
D’autre part, il est clair que

τ−1(0) ⊂ ω(G).

Donnons un exemple simple : si la suite n 7→ Gn+1 − Gn est bornée, alors
{a− 1} ⊂ ω(G) ⊂ {0, . . . , a− 1}, avec a = lim supn(Gn+1 −Gn).

Proposition 8. L’ensemble des points de discontinuité de τ est

Disc(τ) = ω(G) \ τ−1(0).

D é m o n s t r a t i o n. Soit x ∈ ω(G). Alors, il existe (nk)k telle que x =
limk(Gnk − 1), et limk τ(Gnk − 1) = limkGnk = 0. Ainsi, ω(G) \ τ−1(0) ⊂
Disc(τ).

Réciproquement, soit x 6∈ ω(G) \ τ−1(0). Si x ∈ τ−1(0), soit N ∈ N. Il
existe m ∈ D(x) tel que m > N . Alors, si y est un élément de KG vérifiant
ek(y) = ek(x) pour tout k ≤ m, m appartient à D(y), d’où τy ∈ [0m+1]. On
a donc bien limy→x τy = 0 = τx; τ est continue en x. De même, si x 6∈ ω(G),
il existe un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0, le mot e0(x) . . . en(x) ne soit
le préfixe d’aucun élément de KG de la forme Gm−1. Alors, si e0(x) . . . en(x)
est préfixe de y, maxD(y) est strictement inférieur à n, d’où

τy = e0(τx) . . . en(τx)en+1(y)en+2(y) . . .

Ainsi, limy→x τy = τx.

Remarque 6. Les éléments de τ−1(0) se lisent sur l’arbre des retenues
en ce qu’ils correspondent bijectivement à ses branches infinies : τx = 0
si et seulement si x = limk(Gnk − 1) avec n0 = −1 et {nk, nk+1} ∈ %G
pour tout k. Il s’ensuit, d’après le théorème 3, que τ−1(0) peut être vide
(cas de l’arbre buisson, exemple 2), de cardinalité fini q quelconque (cas
des arbres q-linéaires, exemple 4), dénombrable (comme pour l’arbre rideau,
exemple 5), ou non dénombrable, comme par exemple dans l’arbre binaire
(exemple 8), ou encore dans tout arbre dont le degré en chaque nœud est
≥ 3.
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Dans le cas des échelles basses, Disc(τ) se lit également sur l’arbre des
retenues, ce qui fait l’objet de la proposition suivante.

Proposition 9. Soit G une échelle basse. Alors, Disc(τ) est exactement
l’ensemble des Gn+1−1 tels que le nombre de branches de TG issues du nœud
n est infini. En particulier , Disc(τ) ⊂ N.

D é m o n s t r a t i o n. Soient G une échelle basse et n un nœud de TG
dont sont issues une infinité de branches. Il existe une suite strictement
croissante d’entiers (mj)j telle que, pour tout j, n < mj et {n,mj} ∈ %G.
Alors, Gmj+1 − 1 = Gmj + Gn+1 − 1 tend vers Gn+1 − 1 quand j tend vers
l’infini, donc Gn+1 − 1 ∈ Disc(τ).

Réciproquement, soit x ∈ ω(G). Si x = e0(x) . . . en(x)0ω avec en(x) 6= 0
(donc en(x) = 1), alors τx 6= 0 et, pour un entier l quelconque, il existe
m arbitrairement grand tel que e0(x) . . . en(x)0l soit préfixe de Gm+1 − 1.
L’échelle étant basse, il s’ensuit que e0(x) . . . en(x) = Gn+1 − 1 et qu’il
existe une suite strictement croissante (pj)j telle que T (pj) = n, ce qui
signifie qu’une infinité de branches sont issues du nœud n. (Si x = 0, on
peut considérer n = −1 dans ce qui précède). Enfin, si x ∈ ω(G) \ N, soit
ni le i-ème entier tel que eni(x) = 1. Le même raisonnement montre que
e0(x) . . . eni(x) = Gni+1 − 1, d’où {ni, ni+1} ∈ %G et τx = 0.

Remarque 7. Soit G une échelle non nécessairement basse. Supposons
qu’il existe un nœud n de TG de degré infini : il existe (nj)j strictement
croissante telle que {n, nj} ∈ %G. Alors, si x est la limite d’une suite ex-
traite convergente de (Gnj+1 − 1)j , on a maxD(x) = n, donc τx 6= 0 et τ
est discontinue en x. De même, si x ∈ ω(G) \ τ−1(0) et n := maxD(x),
on a x = limn(Gnj+1 − 1) pour une suite strictement croissante d’entiers
nj et, pour j suffisamment grand, {n, nj} ∈ %G. On obtient ainsi une nou-
velle démonstration du théorème 5 avec une précision supplémentaire : pour
chaque nœud n de degré infini, il existe au moins un point x ∈ KG en lequel
τ est discontinue tel que maxD(x) = n.

5.2. Orbites. Le théorème 2 de [GrLiTi] montre que, quand τ est con-
tinue, le système dynamique (KG, τ) est minimal. Si τ n’est pas continue,
il est toujours loisible, à défaut de parler de minimalité, de se demander si
toutes les orbites sont denses. Notons que, par construction, il existe toujours
au moins une orbite dense : celle de 0. L’exemple trivial de Gn+1 = Gn + 1
montre que ce peut être la seule.

Les deux résultats suivants précisent ce que doit être une orbite non
dense et donnent une condition nécessaire et suffisante pour qu’il en existe.
Pour x ∈ KG, on note Oτ (x) := {x, τx, τ2x, . . .} l’orbite de x suivant τ .
Pour simplifier, l’indice τ sera omis dans toute cette section.
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Proposition 10. (i) Pour tout x ∈ KG, 0 ∈ O(x).

(ii) Toutes les orbites sont infinies.

(iii) Si KG est dénombrable, il existe des orbites non denses.

(iv) Si KG n’est pas dénombrable, O(x) n’est pas dense si et seulement si
O(x)′ est fini , auquel cas O(x)′ est un segment initial de N.

D é m o n s t r a t i o n. (i) Pour un élément x non nul de KG, 0 n’est pas
adhérent à son orbite si et seulement s’il existe un entier M tel que
maxD(τnx) < M pour tout n ∈ N. Or, si y ∈ KG est tel que maxD(y) < M ,
on a SM+1(τy) = SM+1(y) + 1. Appliqué à l’ensemble des τnx, cela implique
que SM+1(x) + n < GM+1 pour tout n, ce qui est absurde.

(ii) Si O(x) était finie, alors 0 ∈ O(x) d’après (i), donc O(x) ⊃ N, qui
est infini.

(iii) Si KG est dénombrable, KG = N possède d’après le théorème 2 un
nombre fini de points d’accumulation. Si a− 1 est le plus grand d’entre eux,
alors a n’appartient à l’orbite fermée d’aucun entier n ≥ a+ 1.

(iv) S’il existe n tel que τnx = 0, alors O(x) est dense et O(x)′ est infini.
On peut donc supposer que ce n’est pas le cas. Soient x ∈ KG et y ∈ O(x)′.
Soit n ∈ N. Il existe une infinité de m > Gn tels que ek(τmx) = yk pour tout
k ≤ n. Alors, pour tout j ≤ Sn+1(y), e0(τm−Sn+1(y)+jx) . . . en(τm−Gn+jx) =
j, ce qui montre que tout entier inférieur ou égal à Sn+1(y) est point
d’accumulation de O(x). En particulier, y 6∈ N entrâıne N ⊂ O(x)′, d’où
O(x) = KG.

Exemple 10. Pour Gn = (qn+1 − 1)/(q − 1), q ≥ 2, on remarque que
qGn + (q− 1)(Gn+1 + . . .+Gn+s−1) = Gn+s− s. Alors, x := q(q− 1)ω ∈ KG
et τ lx = 0lq(q − 1)ω, d’où O(x)′ = {0}.

Proposition 11. Il existe des orbites non denses si et seulement s’il
existe une suite strictement croissante (mk)k≥1, une suite (Mk)k d’entiers
strictement positifs majorée par Gm1

et x = x0x1 . . . ∈ KG tels que, pour
tout entier k, le développement de Gmk+1

dans l’échelle G est donné par

Gmk+1
− 1 = xmk+1−1Gmk+1−1 + . . .(10)

+ xmk+1Gmk+1 + (1 + xmk)Gmk +Mk − 1.

D é m o n s t r a t i o n. Si KG est dénombrable, l’équivalence est claire, en
prenant mk+1 = mk + 1 et xmk = 0. Supposons désormais KG non dénom-
brable. Soit x ∈ KG dont l’orbite n’est pas dense. Soit M le plus grand point
d’accumulation de cette orbite (dont l’existence est donnée par la proposition
10(iv)). En vertu du même résultat, il existe (mk)k≥1 strictement croissante
et (Mk)k avec 0 < Mk ≤M < Gm1

pour tout k telles que, pour un certain j,

τ jx = 0m1(1 + xm1
)xm1+1xm1+2 . . . ,

τ j+M1x = 0m2(1 + xm2
)xm2+1xm2+2 . . . et, pour tout k,
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τ j+M1+...+Mkx = 0mk+1(1 + xmk+1
)xmk+1+1xmk+1+2 . . .

Cette suite d’égalités est équivalente à (10).

Réciproquement, supposons (10) muni des hypothèses afférentes, et po-
sons

x̃ := 0m1(1 + xm1
)xm1+1xm1+2 . . .

On vérifie facilement que, par construction, x̃ ∈ KG et que

maxD(τM1+...+Mk x̃) = mk+1 − 1.

L’orbite de x̃ n’admet alors qu’un nombre fini de points d’accumulation.

Corollaire 2. (a) Si , pour tout n, Gn+1−1 = anGn+Rn avec an ≥ 1,
Rn < Gn et (Rn)n bornée, alors il existe des orbites non denses.

(b) Si G est une échelle basse, alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) toutes les orbites sont denses,

(ii) τ−1(0) est non vide.

D é m o n s t r a t i o n. (a) On applique la proposition 11 avec mk+1 =
mk + 1 et pour m0 un majorant de la suite (Rn)n.

(b) Si G est une échelle basse, τ−1(0) est non vide si et seulement s’il
existe une branche infinie dans l’arbre des retenues TG, ce qui équivaut,
toujours pour une échelle basse, à lim sup(Gn+1 −Gn) =∞, donc à KG non
dénombrable d’après le théorème 2.

5.3. Exemples et contrexemples

Exemple 11. Dans le cas d’une échelle basse, (10) se traduit par l’exis-
tence d’une constante M et d’une suite strictement croissante (mk)k telles
que, pour tout k, T (mk) ≤ M et T sk(mk+1 − 1) = mk pour un certain sk
(rappelons que T est la fonction descente introduite à la section 4.2). Cela
permet de construire facilement des échelles basses de croissance modulable
dont les orbites ne sont pas toutes denses. Ainsi, si (mk)k est donnée, prenons
Gmk = Gmk−1 + 1 et Gmk+j = 2Gmk+j−1 pour 1 ≤ j ≤ mk+1 −mk − 1, les
premières valeurs de Gn, pour n < m1, étant fixées arbitrairement.

Exemple 12. Revenons sur l’exemple 5 en considérant l’échelle basse

associée à l’arbre de van der Corput. Si Pn = {a(n)1 , a
(n)
2 , . . .}, où les a

(n)
j

sont rangés par ordre croissant, alors, τ−1(0) = {lim(G
a
(n)
i

+1
− 1) : n ≥ 1},

τ−1(0)′ = {0} 6∈ τ−1(0) et ω(G) = τ−1(0). En particulier, τ−1(0) n’est
pas fermé. Cela donne également un exemple où τ n’est pas continue, mais
surjective, car, d’après [GrLiTi], τ est surjective si et seulement si τ−1(0)
est non vide. Notons que la présente construction et ses propriétés restent
valables pour n’importe quel arbre rideau.
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Exemple 13. Contrairement à ce qui se passe dans l’exemple précédent,
τ−1(0) n’est pas en général dense dans ω(G). C’est le cas notamment des
échelles de hauteur bornée, dont l’arbre buisson donne une famille.

Exemple 14. On a vu que si Gn = an + b à partir d’un certain rang,
l’odomètre n’est pas continu. Il ne l’est pas non plus dans le cas où (Gn)n
est donnée par un polynôme du second degré. Soit donc Gn = an2 + bn + c
pour n ≥ n0 avec (a, b, c) ∈ N∗ × Z × Z. Des calculs simples montrent que
si l’on définit, pour r ≥ 1, kr := 2ar et nr := 2a2r2 + br, alors, pour r
suffisamment grand, on a Gkr = 2anr + c et

Gnr+d − 1 = Gnr+d−1 +Gkr + (2ad+ b− a− c− 1).(11)

On choisit alors d comme le plus petit entier strictement positif tel que
2ad + b ≥ a + c + 1. L’écriture (11) est alors un G-développement (pour r
grand). Alors, H(Gnr+d − 1) est bornée pour r parcourant N, donc τ n’est
pas continue en vertu de la proposition 5.

L’étude des propriétés des échelles données par Gn = P (n) avec P ∈
Z[X] reste largement ouverte.

Exemple 15. Soit (Gn)n définie par G0 = 1, G1 = 2 et Gn+1 := 2Gn−1
pour n ≥ 1. Montrons que ω(G) = KG.

Remarquons d’abord que Gn = 2n−1 + 1 pour tout n ≥ 1 et que, pour
k ∈ N et l ≥ 1,

Gk+1 +Gk+2 + . . .+Gk+l = Gk+l+1 + (l − 2k − 1).(12)

Soit x = x0x1 . . . ∈ KG. D’après (2), xn = 0 ou 1 et d’après (12), il existe
une infinité d’indices σ(1) < σ(2) < . . . tels que xσ(j) = 0 pour tout j. De

plus, si uj := Sσ(j)+1(x) et yj := x0x1 . . . xσ(j)1
[2σ(j)−uj ]0ω, (12) montre que

yj ∈ KG et l’on vérifie par le calcul que yj = G[2σ(j)−uj+σ(j)+1] − 1. Comme

uj ≤ 2σ(j), 2σ(j) − uj + σ(j) + 1 tend vers l’infini quand j tend vers l’infini,
donc x ∈ ω(G), soit ω(G) = KG. Par ailleurs, si m ∈ N et m ≤ Gs+1−1, (12)
assure que pour tout k > s, on a m+Gk+1+. . .+Gk+2k−m = Gk+2k−m+1−1.
Ainsi, tout mot fini sur KG est facteur d’une infinité non dénombrable (on
a une infinité de choix d’entiers) d’images réciproques de 0; en particulier,
τ−1(0) est dense dans KG. En transformant l’un des chiffres 1 d’un élément
de τ−1(0) en 0, on construit aussi une partie non dénombrable dense de
ω(G) \ τ−1(0).

Enfin, si l’on prend m = Gn − 1 dans ce qui précède, il s’ensuit que
toutes les branches de l’arbre TG sont infinies et que tous les nœuds en sont
de degré infini. Autrement dit, de chaque nœud partent une infinité de bran-
ches, de l’extrémité desquelles partent à nouveau toujours une infinité de
branches.
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Exemple 16. La construction ci-dessous donne des odomètres conti-
nus; elle est suffisamment générale pour englober comme cas particuliers les
échelles d’Ostrowski et les récurrences linéaires finies issues d’un β-shift.

Soit (M1, . . . ,Md) une partition finie de N. Choisissons un entier n0 tel
que n0 ≥ max{minM1, . . . , minMd} et définissons librement 1 = G0 < G1 <
. . . < Gn0

. Pour n > n0, on procède par induction : il existe un unique l tel
que n ∈Ml.

Soit m le prédécesseur de n dans Ml. On pose

Gn − 1 :=
∑

m≤j<n

ν
(l)
j Gj + (Gm − 1),(13)

où les entiers ν
(l)
j sont choisis de manière à ce que Gn > Gn−1 et Gm +∑

m≤j<k ν
(l)
j Gj < Gk pour tout k, m < k < n. Alors, (13) est un G-dévelop-

pement, d’où T (n) ≥ m− 1 (on peut même s’imposer T (n) = m− 1). On a
donc limn T (n) =∞, et τ est continue d’après la proposition 4.

In memoriam. Ce n’est guère l’usage, dans la littérature mathématique,
de faire état de l’histoire d’un article. Il nous a semblé que les circon-
stances permettaient de déroger brièvement à cet usage. Le présent travail
a commencé en juillet 1998 à l’occasion de la visite concomitante d’Anzelm
et de Guy à Marseille. Les idées qui y sont nées doivent beaucoup à la
compétence mathématique d’Anzelm, bien sûr, mais aussi à l’enthousiasme
et à la disponibilité dont il fit montre alors, quand même il était gravement
atteint par la maladie qui allait l’emporter deux mois plus tard. C’est lors
de la visite de Pierre à Wroc law en novembre que Tomasz, après qu’il l’eut
entendu présenter les premiers résultats de ce travail, rejoignit le groupe.

REFERENCES
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