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Abstract. We introduce an invariant of cohomology in Bernoulli shifts, which is used
to answer a question about cohomology of Holder functions with finitary functions whose
coding time is integrable. When restricted to the class of Holder functions, this invariant
even provides a criterion of cohomology.

1. Préliminaires. On note X := A% I’ensemble des suites doublement
infinies de lettres appartenant a un alphabet fini A. On consideére la transfor-
mation 7" de X qui décale les coordonnées a gauche, i.e. siz = (zp)pez € X,
Tx est le point y = (y,)pez défini par Vp € Z, y, := xp41. On munit X d’une
probabilité p T-invariante de la forme u = P®%, oli P est une probabilité
sur A chargeant chaque lettre. Le systéme dynamique ainsi obtenu est donc
un schéma de Bernoulli.

DEFINITION 1.1. Deux fonctions mesurables f et g de X vers R sont
dites cohomologues s’il existe une fonction mesurable ¢ : X — R, appelée
fonction de transfert, telle que, pour u-presque tout z,

g9(x) = f(x) + p(x) — p(Tx).

Etant donnée une fonction f, il est souvent bien utile de pouvoir trouver
g qui lui soit cohomologue, et appartenant a une classe de fonctions donnée.
Dans cet esprit, citons par exemple le résultat de Kocergin ([2]), qui prouve
que toute fonction dans L' est cohomologue & une fonction continue, ou
encore celui de Bowen ([1]), selon lequel une fonction holdérienne est toujours
cohomologue a une fonction héldérienne ne dépendant que des coordonnées
d’indices positifs de x. C’est une question de ce type qui constitue 'origine
de ce travail : une fonction holdérienne est-elle toujours cohomologue a une
fonction finitaire, & temps de codage d’espérance finie? (Voir les définitions
au paragraphe suivant.) Pour y répondre, on introduit un invariant de la
cohomologie dans un schéma de Bernoulli.
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Pour z € X et a € A, on note z(% le point de X ayant les mémes
coordonnées que x, exceptée celle d’indice 0 qui est remplacée par a :

Vp # 0, xé‘l) =x, et x(()a) = a.

Si f est une fonction mesurable de X vers R, et si pour un point z € X
I’expression

n

Alf(x):= Y (f(TFx) — f(TF2))

k=—n

a une limite quand n — 400, on note A, f(x) cette limite. En fait, il
suffit d’une condition un peu plus faible pour pouvoir définir sans ambiguité
Agf(x) : sion peut trouver une sous-suite d’entiers (ny)r>1 de densité 1
telle que Al f(x) converge, on pose

Py— 3 Nk
A f(z) = khiﬂ AV f(x).
Exemples

DEFINITION 1.2. Une fonction h : X — R est dite héldérienne s'il existe
M > 0et o €]0,1] tels que, pour tous z,y € X et tout entier n > 0, x; = y;,
pour tout j € {—n,...,n} entraine |h(z) — h(y)| < Ma™.

Si h est une telle fonction holdérienne, on a pour tout x € X et tout
k€ Z,
|W(T* ) — h(T*z )| < Motk
et donc A h(x) est bien défini pour tout x € X.
DEFINITION 1.3. On dit qu’une fonction f : X — R est finitaire a temps
de codage d’espérance finie (FTCEF) si, pour p-presque tout x € X, il existe

un plus petit entier M (z) > 0 tel que pour tout y € X, y; = x; pour tout
je{—M(x),...,M(x)} entraine f(y) = f(x), et si

X M(z)dp < +oo.
X
Notons que si f est FTCEF, pour p-presque tout z il existe un plus petit
entier N(z) tel que, pour |k| > N(x), M(T*z) < |k|. En effet, soit
O'(SC) = Z 1M(T’“m)2|k\
keZ
Comme M est d’espérance finie, on a

Vodu=> n(M=>k) =142 (M >Fk) < +o,
X keZ E>1
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ce qui prouve que o est u-presque stirement fini. On en déduit que pour
p-presque tout x, A, f(z) est bien défini et vaut

(1) Aof(x)= > (f(TFx) - f(TFx(@)).

k=—N(z)

2. Invariance par cohomologie

THEOREME 2.1. Soit f : X — R une fonction mesurable telle que, pour
une lettre a € A, A, f(x) soit bien défini pour p-presque tout x. Alors pour
toute fonction g cohomologue o f, Ayg(x) est bien défini pour p-presque
tout x et vérifie

Aag(x) = Aaf(x)'

Preuve. Remarquons tout d’abord que, puisque p rend les coordonnées
indépendantes, pour tout ensemble N p-négligeable, on a aussi

p{z e X |2 e N}) =o.

Soit ¢ une fonction de transfert vérifiant, pour p-presque tout z, g(r) =
f(z) + p(z) — (Tz). Un calcul élémentaire donne, pour u-presque tout z
et tout entier n > 0,

(2) Alg(z) = AL f(z) + o(T"z) — (T "2)
— (p(T™'2) — (T ).

Soit maintenant € > 0. En utilisant le théoreme de Lusin, on trouve un
compact K. de X vérifiant u(K.) > 1 — /4, et tel que p|k. soit continue.
Par ergodicité de T, il existe un ensemble négligeable N, en dehors duquel
T~ "x € K. pour un ensemble d’entiers n de densité au moins 1 — /4.
Puis, pour p-presque tout z, on a aussi z(* ¢ N.. On en déduit I'existence
d’un ensemble E; d’entiers, de densité au moins 1 — /2, tel que pour tout
n € By, T""x et T~"2(®) sont dans K.. La fonction de transfert ¢ étant
uniformément continue sur le compact K., on obtient
lim (p(T7"z) — (T "z®)) =0.

n—-+oo
nek;

Par le méme raisonnement, on obtient un ensemble E5 de densité au moins
1 —¢/2 tel que
lim (p(T"'z) — (T z(@))) = 0.

n—-+o0o
ne ks

Ainsi, pour tout € > 0, on trouve un ensemble d’entiers F := E; N Ey de
densité au moins 1 — ¢ tel que
lim (Alg(z) — ALf(x)) = 0.

n—-+oo
nekr
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11 est alors facile de construire un ensemble E’ d’entiers de densité 1 vérifiant
la méme propriété, d’ou le résultat annoncé. m

REMARQUE. L’hypothese de l'indépendance des coordonnées sous p
n’est utilisée que pour obtenir la non-singularité de I’application z — (%),
Le théoreme 2.1 s’étend donc a toute probabilité u ergodique pour laquelle
cette propriété est vérifiée. C’est le cas en particulier lorsque p est quasi-
Bernoulli, i.e. lorsque pu est équivalente & la mesure produit u= ® u™, ot
pu~ (respectivement pt) est la loi sous p de (z,)n<o (respectivement de
(n)n>0). Comme on peut le voir dans [3], la classe de ces mesures quasi-
Bernoulli englobe notamment les lois des processus de Markov stationnaires
dont les probabilités de transitions sont toutes strictement positives, et plus
généralement les mesures de Gibbs (selon la définition donnée par Bowen
dans [1]) dont le support est AZ tout entier.

3. Un exemple d’application. Le théoreme 2.1 donne une condition
nécessaire pour étre cohomologue a une fonction FTCEF qui, on le verra
ensuite, n’est pas toujours remplie par les fonctions holdériennes.

ProproOSITION 3.1. Pour qu’une fonction g : X — R soit cohomologue
a une fonction FTCEF, il est nécessaire que pour tout a € A, A,g(x) soit
bien défini pour p-presque tout x, et que cette fonction ne prenne qu’une
quantité dénombrable de valeurs.

Preuve. Sig est une fonction cohomologue a f FTCEF, le théoreme 2.1
prouve que pour toute lettre a € A, A,g(x) est bien défini pour p-presque
tout x, et est égal & A, f(z). Or, f étant FTCEF, il est facile de voir que
f ne peut prendre qu'un nombre dénombrable de valeurs. En utilisant (1),
on voit que A, f(x) = Ayg(x) est une somme finie de valeurs de f, et on
en conclut que la fonction A,g ne peut elle aussi prendre qu'un nombre
dénombrable de valeurs. m

Pour répondre négativement a la question posée ci-dessus, il suffit donc
de trouver une fonction A holdérienne telle que pour une lettre a, A,h prenne
un continuum de valeurs. Pour cela, plagons-nous dans le cas ou A = {0, 1},
et posons

1
h(z) == g Z 55 %
Jj=0
Cette fonction h est clairement holdérienne, et un calcul facile donne, pour
xz € X tel que g =1,

1
kEZ
k#0
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Pour p = P®% o P(0) = P(1) = 1/2, Aoh(x) — 1 est ici la somme de
deux variables aléatoires indépendantes, chacune de loi uniforme sur [0, 1].
La fonction Agh prend donc un continuum de valeurs.

4. Un critére de cohomologie pour les fonctions héldériennes.
On se propose maintenant de montrer que si ’on se restreint a la classe des
fonctions holdériennes, 'utilisation de A, fournit un critere de cohomologie.
Précisons ici que lorsque l'on parle de cohomologie entre deux fonctions
héldériennes g et h, I'égalité g(x) = h(z)+¢(x) —p(Tz) doit avoir lieu pour
tout x € X : on ne se réfere plus maintenant a une mesure 7T-invariante
précise.

On a besoin du théoréme suivant, donné dans [4].

THEOREME 4.1 (Livsic). Soit h : X — R une fonction héldérienne. Alors
h est cohomologue a 0 si et seulement si pour tout p > 1 et tout x € X
vérifiant TPx = x, on a

h(z) +h(Tz) + ...+ (TP z) = 0.
De plus, la fonction de transfert est aussi holdérienne.

THEOREME 4.2. Soit h : X — R une fonction héldérienne. On a l’équiva-
lence entre les propriétés suivantes :

(i) Il existe ¢ € R et ¢ héldérienne tels que h=c+ o —poT.

(ii) Pour tout a € A et tout x € X, A h(z) = 0.

(iii) Il existe a € A tel que, pour tout x € X, Ash(x) = 0.

Preuve. Il suffit de montrer que la troisieme propriété implique la pre-
miere. Soit a € A tel que Ah = 0. On pose ¢:= h(...,a,a,a,...), et pour

simplifier on suppose ¢ = 0. Soit x € X vérifiant TPx = x pour un certain
entier p > 1, et montrons que h(z) + h(Tx) + ...+ h(TP~1z) = 0. Posons

tout d’abord
L:=M>» o,
k>0
ou M et o sont donnés dans la définition de “A holdérienne”. Soit ensuite

n un entier, n > 1. On définit le point y € X par

{a si—np < j<np-—1,

Yi = x; sinon.

Grace a ’hypothese A, h = 0, on vérifie facilement que

(3) > (W(T*z) = h(T*y)) = 0.

k€EZ
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Puisque h est holdérienne, on a

ONEDY (h(Tkx)—h(Tky))‘ +( 3 (h(Tkx)_h(Tky))( <2L.

k<—np k>np
En utilisant aussi h(...,a,a,a,...) =0 et la périodicité de x, on obtient de
méme
(5) ‘ ST ((Te) - W(Ty)) — 2n(h(z) + ... + h(Tfo))‘ <2L.
—np<lk<np

De (3)—(5) on déduit
12n(h(x) + ...+ h(TP'z))| < 4L.
Comme cette inégalité est valable pour tout n > 1, on ne peut avoir que
h(z)+...+h(TP Nz =0. =

QUESTION. Soit f une fonction mesurable de X dans R telle que pour
une (toute?) lettre a € A, A,f(z) soit bien défini et nul pour p-presque
tout z. La fonction f est-elle nécessairement cohomologue & une constante?
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