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SUR LA DERIVEE DUNE FONCTION DE SAUTS
PAR
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On trouve dans la littérature diverses démonstrations du théoréme:
1o dérivée @une fonction de sauts ewiste presque partout et est égale d O.
Blles v'appuient sur le théoréme de Lebesgue concernant la dérivabilité
d’une fonction monotone. Le théoréme de Lebesgue peut &tre démontré,
il est vrai, par des moyens élémentaires, comme l'a montré F. Riesz [2],
p. 6-9, mais alors sa démonstration est longue. Récemment R.P. Boas
2 donné dans sa communication [1] une simple démonstration du thé-
oréme sur la dérivée d’une fonction de sauts. Sa démonstration a Yavan-
tage de ne pas utiliser le théoréme de Lebesgue, mais elle fait intervenir
cependant les notions de mesurabilité d'une fonetion et d’ensemble me-
gurable au sens de Lebesgue. Elle s'appuie notamment sur le théoréme
d’aprés lequel les dérivées de Dini des fonctions monotones sont mesu-
rables, et sur un autre d’aprés lequel toub ensemble mesurable contient
un sous-ensemble fermé qui en différe par un ensemble de mesure arbi-
trairement petite. R. Sikorski & proposé de démontrer le théoréme sur la
dérivée d'une fonction de sauts par des moyens encore plus simples.
Je vais donner ici une démonstration qui réalise cette proposition. Je n’y
utilise que le théoréme de Borel sur le recouvrement et les propriétés
élémentaires des ensembles de mesure nulle.

Ta démonstration donnée dans cette communication peut &tre éten-
due presque sans modifications aux fonctions singuliéres, c’est-h-dire
celles qui admettent une variation arbitraivement petite dans le com-
plément d’un ensemble fermé de mesure arbitrairement petite. Dans ce
but, il faut remplacer, dans la démonstration du lemme III, I'ensemble
composé de points {a;} par un engemble fermé de mesure inférieure
% £/2 et dans le complément duquel la variation de la fonction est
inférieure & e/4d. Les autres modifications & faire sont insignifiantes et
ne comportent aucune difficulté.

Leyve L. Un intervalle formé {a, )y éanmt couvert par wiw ensemble
fini I @intervalles owverts, il est possible de choisir parmi eus une Suite
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finde (wi,b;) ot 4 =1,2,...,%n 6t telle que tous les intervalles dindice
i pair soient disjoint deww & deum, que tous les intervalles @indice impair

"
le soient aussi et que Von adt U (a;, b;) D {«, f).
i=1

Démonstration. Evidemment, il existe une suite d’intervalles
(a;, by) eI couvrant {a, f) et telle que si Lon en enldve ne fiit-ce quiun
seul terme, le reste cesse de couvrir {a, £>. On peut évidemment admettre
que leurs extrémités droites forment une.suite non décroissante, cegt-i-
-dire telle que a; <a;yy. On a alors néeessairement b, < b, 41y car
b; > b;,, entrainerait (g, bi1) C (@, b;) et il serait possible d’enle-
ver lintervalle (a..;, b;,;) sans que Pintervalle fermé (u, #) cosse Qbtre
comvert. ’

Supposons maintenant que le lemme ne soit pas vrai; il existerait
donc parmi les intervalles ouverts (a, b,), ..., (@, b,) deux qui ne se-
raient pas disjoints, bien que leurs indices différeraient de 2. On. aurait
alors  a; < @ <b; Kby, pour un 4, Aol (a4, by) v (@40, bypy) =
(@y biya) D (@41, 0541) eb Dlintervalle (a;.;, b;,,) pourrait &tre enlevé
sans que l'intervalle fermé {a, 8> cesse d’étre couvert.

Le lemme est aingi démontré.

Désignons par f () et f(z) la dérivée supérieure et inférieure, res-
pectivement, de f au point .

Lemye II. Une fonction f(x) étant non-déeroissante dans Vintervalle
owvert (a, b), il existe, pout tout nombre d > 0, un ensemble owvert & C (a, b)
tel que

) F0—0)—Fla+0) > 2 @,
(2) GD{wia<a<b,flo)>da " n.

Démonstration. Comme f(s) ne décroit pas, il existe, pour tout
#¢ B, un entourage (a,, b,) C(a,b) de =, tel que

3) Fo)—fla) _ o
bm'—am

Posons & = U (a,, b,). Evidemment, ¢ est un ensemble ouvert ot
el

on a (2).

Soit (e, f) la r-idme composante de lensemble . Choisisgons
un nombre arbitraire 5 > 0 et une suite de nombres 7y > 0 telle (ue
a4+ < f—7,. et que

(4) 2 N < %;—7
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En vertu du théoréme de Borel, il existe une suite finie d’intervalles
ouverts (a,,b,;) couvrant lintervalle fermé <a.+7,,f,—u,>. D'aprés
le lemme I, il est possible d’en extraire une suite (as,, by),00i=1,2,...
vy Ny, lo couvrant également et telle que tous les intervalles d’indice
4 pair soient disjoints deux & deux, de méme que ceux d’indice impair.
On a
[(-+1)/2)

(amzq;,_la b“"zi——l) O Lo+ Ty P10 -

[72p(2]

U (“:tg,,;) bmm) ™

gl Ge=l

L'une au moing des sommes figurant dans le membre gauche doit
avoir une mesure supérieure égale & la moiti¢ de la longueur du segment
figurant dans le membre droit. Supposons que ce soit la somme qui
correspond aux indices pairs. On a donc

=

. Br— tp— 2%,
——

4

(bw” - awgi) >

it

i=

Il en résulte en raison de (3) que

[72] ,
,%? (F(Bay,) —F(8ay,) > ‘é‘(ﬁr—— —2n).

Comme f(2) ne décroit pas et les intervalles d'indice pair sont dis-
joints, la sgomme figurant dans le membre gauche de la derniére inégalité
ne dépasse pas f(f,—0)—f(a.+0). On a done

.

d
F(Br—0)—f(ar+0) > o (B ap—2n,).

Bn écrivant des inégalités analogues pour toutes les composantes
de 'ensemble &, en les ajoutant membre 4 membre et en tenant compte
de ce que, dune part, la somme des accroissements f(f,—0)—f(a,+0)
pour toutes les composantes de cet ensemble ne saurait étre supérieure
& f(b—0)—f(a--0), et que, d'autve part, la somme des longueurs des
composantes est la mesure de ’ensemble @, on conclut que

d d
To—0)—f(a+0) > 5 16’1——2*;;’17,-

On a f(b—0)—f(a-+0)> 3d|G|—n en vertu de (4); on a done (1),
ie nombre 7 étant arbitraire.
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Définition. Une fonction f(x) définie dans Dintervalle ouvert
(a b) sera dite fonction de sauts non-décroissante, si elle est de la forme

= Shi
k=1
0  pour z<ay,

Jilw) =

sy pour | @ > ay,
0 <fula) <si et s < +oo.

Levye III. 87 f(x) est une foncltion de sauts non-déeroissante, Uen-
semble {w: f(z) > d} est de mesure nulle pour towt d > 0.

Démonstration. Soit un ¢ > 0 arbitraire. Il existe une suite finie

de points a;,, ot k =1,2,...,n, telle que
d
-
) Da<ge
r# Ay,

Les points a; divisent Vintervalle (@, b) en n-1 intervalles ouverts
(@, 89), ot j =1,2,...,n+1. En vertu dn lemme IT, cha.eun de ces
intervalles contient un ensemble ouvert G; tel que

(6) D s =J0"—0)—f(a"+0) = & |G|
a(j)<ak<b(1)

et G D {@: e < & < b9 f(z) < a).
41

Posons G = {J G;. En ajoutant les inégalités (6) pour tous les j, on

j=1
obtient
d
- 516
a'#aik
Il en résulte &> || d’aprés (B). Tous les points de Pensemble

{z: f (2) > d}, sauf un nombre fini de a;,, appartiennent & G¢; on a done
H{o: f(w) > @}| < ¢. Le nombre ¢ étant arbitraire, il vient

Ha: f@) > @} = 0.
Définition. La différence de deux fonctions de saute non-déerois-

santes sera appelée fonction de sauts.

THEOREME. Lo dérivée d'une fonction de sauts ewiste presque partout
el elle est égale & 0.

Démonstration. Bn vertu de la définition, il suffit d’établir ce
théoréme pour une fonction de sauts non-décroissante. Soit f(x) une
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telle fonction. On a f (#) = 0 en tout point. Il résulte du lemme ITT gue

la mesure de Pensemble {x: f(z) > 0} = (U{2: f(z) > 1/k} est nulle; on
k=1

a donc presque partout 7(z) < 0. Il s’ensuit que Pon a presque partous

0 < flao) < f(o) <0, cest-d-dire f(#) = f(z) = f (@), . q. £ d.
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