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UBER DIE AQUIVALENZ
VON ZWEI SATZEN IN DER MENGENLEHRE

VON

G. FODOR (SZEGED)

s sei NV eine beliebige Menge. Wir bezeichnen mit PE(N) die Menge
aller Teilmengen von N. Ist m eine beliehige Kardinalzahl, so wird eine
nicht-leere Teilmenge I von PE(N) ein m-additives Ideal genannt, wenn
I mit allen Teilmengen von I von der Méchtigkeit < m zugleich deren
Summe und mit jeder Menge X eI zugleich jede Teilmenge von X als
Blement enthilt. Wir sagen, daf die Kardinalzabl n von der Kardinal-
zahl m aus stark erreichbar ist, wenn n zu jedem System K von Kardinal-
zahlen gehort, das folgenden Bedingungen gemiigt: (1) meK, (2) ist
pelK und p > q, 80 ist auch qeK; (3) ist jedem Element p einer Menge
P von der Michtigkeit P = pe<K eine Kardinalzahl g,cK zugeordnet,
so ist anch ) qyeK, (4) gilt peK und ist g die auf p nichstfolgende Kar-

peP

dinalzabl, so ist auch qeK.

Wir wollen zeigen, daB die nachstehenden zwei Sitze miteinander
dquivalent sind.

(A) Bs sei m eine unendliche Kardinaleahl, N eine Menge und S
ein Mengensystem, so daf folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) die Michtiglkedt N = n ist von m aus stark erreichbar;

(ii) jedes System T C PE(N)—S won nicht leeren paarweise disjunk-
ten Mengen hat eine Mdchtigheit < wm;

(il) ¥ C}J X.

oS

Unter diesen Voraussetzungen gibt es ein System M C S won einer

Miéchtigkeit < m, so daf

NC U X.

XeM

(B) Bs sei B eine Menge von der Mdchtigheit R, und I ein eigentliches
8,,,-additives Ideal von Teilmengen von E. Wenn
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(a) 8, von R, aus stark erveichbar ist
und .
(b) das Ideal I die Monge {w} fiir jedes wel enthilt;
so gibt es fiir jede Menge B, fiir welche B ¢ I gill, eine Folge {BE}EMWH 20,
Typus ;. von pearweise disjunkien Mengen, so daf

c) fiir jede & << w1, B¢l gilt
und

@) B= U B ist.

(£

Der Satz (Ajlwurde von W. Sierpingki [2] fiir m = &, formuliert
und bewiegen. Die hier angegebene Iormulierung stammt von A. Tarski
[3]. Der Satz (B) wurde von P. Erdos und dem Verfasser [1] bewiesen.

Aquivalenzbeweise. (A) — (B): Nehmen wir die Giiltigkeit von
{A) an. Ist der Satz (B) falsch, so gibt es eine nicht zu I gehorende Teil-
menge B von B, die folgende Eigenschaft aufweist: ist {Beleco, 4 €ine
beliebige Folge paarweise disjunkter Teilmengen von F, fiir die man
U B

f<oyq

B =

hat, so ist die Michtigkeit der Menge der Indizes & < w,,, fiir welche
B¢ I gilt, kleiner als 8,,;. Wir definieren nun das Ideal Ip wie folgt:
Sei Felg dann und nur dann, wenn eine Menge Il existiert, fiir die
F =1~B ist. Da B¢, so ist Ip ein eigentliches &, ,-additives Ideal
in P{(B). Jedes System T C Pi(B)— Iy von nicht leeren paarweise
disjunkten Mengen hat eine Michtigkeit < §;,,;. In der Tat: wire diese

Behauptung falsch, so giibe es eine Folge {4}s,, , von nicht leeren paar-

weise disjunkten Mengen A, in Pt(B)— I. Sei By = 4, (B— U A
f<wyy
wnd B, = 4, fiir 0 < & < wy,;. Offenbar ist B= |J B, Da wegen

B:ePl(B)— I jedes B; ein Element von P#(E)— ; 1:31)1 80 wire dann
{Be} t<w;,, €ine Mengenfolge vom Typus w,,,, fiir welche die Bedingungen
(c) und (d) des Satzes (B) gelten. Das widerspricht aber unserer Annahme.

Jedes System T C P#(B)— I von nicht leeren paarweise disjunkten
Mengen hat also eine Michtigkeit < 8,. Nach dem Satz (A) ergibt sich
dargus, daf Ip eine Teilmenge I' von der Michtigkeit < &, enthillt,
so da

BCUUF.
Fer'
Wegen Ip C I wiirde daraus Bel folgen, was mit der Voraussetzung
B ¢I unvertraglich ist. Also (A) — (B).
' (BJ) - (A): Nehmen wir die Giltigkeit von (B) an. Bezeichnen wir
mit m* die auf m nichstfolgende Kardinalzahl. Es sei IC Pt(N) das
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System derjenigen Mengen X ePiE(N), fiir die es ein System ¥ C § mit
Y < mt gibt, so daBl X C U T gilt. Da m™* regulir ist, so ist I nach dem

Satz 2.18 von Tarski [4] das kleinste m*-additive Ideal, das S enthilt.
‘Wegen (iii) enthélt I jede Menge, die aus einem einzigen Element von
N Dbesteht.

Wir zeigen, dafl I ein uneigentliches Ideal ist, d.h. dafl I = Pt(N)
gilb. Wire namlich I ein eigentliches Ideal in PE(N), so gibe es in PI(XN)
eine Menge M, fiir die M ¢I gilt. Dann aber wiirde sich aus (B), fiir m* =
= §,;,;, die Exigstenz einer Tolge paarweise disjunkter Mengen ergeben,
fiir welche die Bedingungen (c) und (d) giiltig sind, was mit der Voraus-
setzung (ii) des Satzes (A) unvertriglich ist. Also ist I = P¢(¥). Dann
existiert eine Teilmenge I'<l von einer Michtigkeit < m, so daB

N=UZF.
Fel’
Da mt regulir ist, so folgt hieraus nach der Definition des Ideals I, daf
es eine Teilmenge M C S von der Michtigkeit < m gibt, fix welche

NCUF
FeM

gilt. Damit ist die Agquivalenz bewiesen.
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