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Now for n =1,2,..., let &, = 2/(4n+ 1) and let y, be a homeo-
morphism of the interval [0,3-2/x] onto the interval [3+ 2/, 64 4/r
— &,] which maps the endpoints in the indicated order. Let ¢, (1) = Cyat
for 1[0, 3+2/x], @, (it) = Ly, ™'t for te[34-2/m, 6+ 4/n—e¢,), and com-
plete the definition of ¢, by setting @,lt = tp%(O, sinl/(6+4/r:—t)) for
te[6+4/r—e,, 6+4/n]. It is easily verified that ¢, is continuous at
each point of K\{{(3+2/n)}, and that for each & >e¢,, the point
{(3+2/r) admits a neighborhood U in K such that diame,U < ¢.
Thus ¢, 18 2e,-continuous. Bub it can be verified further that ¢ (¢, ¢, 0t)
> 2/n—eg, for all teT, and consequently the plane continuum K does
not have the proximate fixed-point property.

Thus far we have confined our attention to metric spaces. But this
was only for the sake of simplicity, and generalizations to uniform spaces
are almost immediate. Proposition 2 is easily extended to cover “nearly
upper semicontinuous” mappings which associate with each point of P
a closed convex subset of P. The resulting generalization of Kakutani’s
fixed-point theorem [3] can be applied after the manner of Theorem 3
above to a compact convex set in an arbitrary locally convex Hausdortf
linear space. This leads to an extension of the fixed-point theorem of
Fan [1] and Glicksberg [2]. From a rather special case of that extension,
the following result ecan he deduced:

7. TawOREM. Suppose X is a compact Hausdorff space which is an
absolute retract for such spaces. Then for each open covering U of X there
exists a finite open covering <V of X which has the following property:

if @ is any mapping of X into X such that each point of X admits
a neighborhood N, for which N, lies in some member of VI, then there ewisls
& pont wye X such that x, and gz, lie together in some member of U.
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SUR LES FONCTIONS QUASICONTINUES
AU SENS DE S. KEMPISTY

PAR

S. MARCTUS (BUCAREST)

1. Propriétés de structure. 4 et A’ étant deux espaces topolo-
giques, désignons par f une fonction définie dans A et ayant ses valeurs
dans 4’.

En généralisant la notion de quasicontinuité, introdunite par Kem-
pisty [4], convenons de dire que f est quasicontinue au point zed lorsque,
pour tout voisinage U de x et pour tout voisinage ¥ de f(x), il existe un
ensemble ouvert G C U tel que f(G)C V.

B et B' étant deux espaces métriques avec les distances o et o
respectivement, désignons par ¢ une fonction définie dans B et ayant
ses valeurs dans B'. Elle sera dite avoisinée (,,neighborly” selon Morse
et Bledsoe [1]) au point x<B lorsqu'il existe pour tout ¢ > 0 une sphére
8 CB telle que o(x, y)+ o' (p(#), (¥) < & quel que soit yeS.

Elle sera dite avoisinée au sens large (,neighborly *» selon Bledsoe
[1]) au point B lorsqu’il existe pour tout ¢ > 0 une sphére 8 C B telle
que o(z,y)+ o (p(y), p(2)) < e quels que soient yeS et zeS.

Enfin, appelons la fonction ¢ apparentée (,,cliquiss” selon Thielman [8]
et [9]) au point ¢ B lorsque pour tout ¢ > 0 et pour toute sphére ouverte
8 contenant =, il existe ume sphére S;C S telle que o (p(y), ¢(2)) < &
quels que soient yeS; et zeS,.

Toutes les quatre notions sont des généralisations de celle de con-
tinuité. Les relations suivantes entre elles (pour les fonctions ¢ définies
dans un espace B métrique) sont faciles & démontrer: .

(i) La guasicontinuité @une fonction ¢ en wun . point weB équivaut
& Davoisinement de cette fonction en méme point.

(ii) L'apparentage d'une fonction ¢ en un point xeB équivaut ¢ Vavoi-
sinement au sens large de celte fonction en méme point.

(iii) La quasicontinuité d'une fonction ¢ en un point meB enlraine
Papparentage de cette fonction en .


GUEST


48 S.

MARCUS

La réciproque n'est pas vraic: la fonetion

x %0,
¢ =20

0 pour

@$) =
?(@) 1 pour

est apparentée au point x = 0 sans y étre quasicontinue.

Quelle est 1a structure de ensernble des points ot une fonction est
apparcutée sans y &bre quasicontinue?

D’abord, un résultat préliminaire:

(iv) i les points ot f est apparentée forment um ensemble partout
dense dams B, les points de discontinuité de f forment un ensemble de pre-
miére catégorie.

En effet, SC B é4tant une sphére ouverte, il exigte un point weS
dans lequel f est apparentée. Il y a done, pour & >0, une gphére S, C 8
telle que o' (f(y), f(2)) < & pour ye &, ob z¢8;. Tl y’ensuit que l'oscillation
de f dans S; ne dépasse pas &, done que les points de B ot 'oscillation de f
dépasse ¢ forment un ensemble rare. En conséquence l'ensemble des
points de discontinuité de f est de premiére catégorie.

Dans le cas particulier o B est un espace complet, (iv) entraine le
corollaire suivant:

(iv') Pour qu'wne fonction soit apparentée dans B, il fout et il suffit
quelle y soit ponctuellement discontinue (*).

(v) Les points de B ou une fonction f est apparentée sans y étre continue
forment uwn ensemble de premiére catégorie.

Soient en etfet ¢ l'ensemble des points ol f est apparentée et D
celui des points de discontinuité de f. Dans chaque gphére ol O est dense,
l'ensemble D, et 3 plus forte raison D'ensernble ¢ ~ D, est de premiére ca-
tégorie en vertu de (iv). Par conséquent 0 ~ D est de premiére catégorie
dans B. . )

(vi) Il ewiste wne fonction ¢ de premiére classe de Baire dune variable
réelle et telle que les points oi ¢ est apparentée sams étre quasicontinue for-
ment un ensemble de mesure positive dans chagque intervalle.

Soit en effet I le segment 0 < < 1. Considérons (voir [6]) une
fonction dérivée ¢ qui n’est pas négative dans I et pour laquelle les en-
gembles {0; ¢() = 0} et {x; p(w) > 0} sont denses dans I, Daprdy un
théordme classique de Denjoy [3], Vensemble {@;¢(x) >k} est vide ou
de mesure positive, quel que soit k réel. Lengemble (#;¢() >0n~I
est done de mesure positive pour chaque sous-intervalle de I. D’autre
part, l'ensemble {z; p(x) = 0} étant dense dans I, la fonction ¢ n’est

T (1) Cest une généralisation d’un théoréme énoncé dans [1] sans démonstration.
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quasicontinue en aucun point de l'ensemble {z; p(z) > 0} (*). En méme
temps @, en tant qu'une dérivée, est de premiére classe de Baire, done
ponctuellement discontinue dans I. En vertu de (iv'), ¢ est par consé-
quent apparentée dans I.

En vertu de (iv'), toute fonetion monotone dans I y est apparentée.
Néanmoins

(vil) Il emiste une fonction g monotone dans I et telle que les poinis
ol elle n'est pas quasicontinue forment un ensemble dense dans I.

Soit en effet 7, 7y, ... 1a suite des nombres rationnels de I. Posons:

y(z) pour x irrationnel,

1
v = D et g =

p<T

5 pour n =1,2,...

La fonction g est croissante dans I, mais elle n’est continue en 7,
ni de gauche, ni de droite. Elle n’est’ done quagicontinue au point », pour
aueun % =1,2,..., car la continuité unilatérale est nécessaire pour
la quasicontinuité dans un point de discontinuité de premiére espéce.

(viii) Toute fonction apparentée dams wun espace méirique B et ayamt
ses valeurs dans un espace métrique séparable B’ jowit de la propriété de
Baire au sens large.

Vu (iv') et [5], p. 306, toute fonction apparentée dans B et ayant
ses valeurs dans B’ séparable jouit de la propriété de Baire au sens large.

(ix) Il existe une fonction réelle de variable réelle, de deumiéme classe
de Baire et qui n'est apparentée en aucun point.

La foncfion

0 pour z irrationnel,

1) 1 pour z rationnel

est en effet de deuxidme classe de Baire sans &tre apparentée en aucun
point. '

(x) I1 emiste une fomction réelle, quasicontinue en tout point de I, mais
non mesurable au sens de Lebesgue.

(xi) Quel que soit Pordinal a de premiére ou seconde classe transfinzie,
il emiste une fondtion quasicontinue dans I et de classe o de Baire effective
dams I.

En effet, P C I étant un ensemble parfait rare et de mesure positive,
désignons par N Vensemble des extrémités de tous les intervalles fermés

(%) Il en résulte, entre autres, l'inexactitude du théoréme 3 de [7], &’aprés
lequel toute fonction de premidre classe de Baire et jouissant de la propriété de
Darboux sur un intervalle v est avoisinée, done quasicontinue en vertu de (i).

Colloquium Mathematicum VIIT . 4
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I, ,. I,,... contigus & P, supposés numérotés de fagon que chaque voisi-
nage d'un point de P—N contienne un intervalle & indice pair et un autre
3 indice impair. Considérons un ensemble arbitraire B C P—N et posons
pour n =1,2,...

0 lorsque zeR ou bien wely, i,

flo) =

T lorsque eP—N—R ou bien @el,,.

La fonction f est évidemment quasicontinue dans I. Si I'ensemble B
nest pas mesurable au sens de Lebesgue (ce qui est possible, P étant sup-
posé de mesure positive), la fonction f n’est pas mesurable non plus, ce
qui démontre (x).

Mais on peut choisir B mesurable et tel qu’il soit d'une classe bore-
lienne « donnée d’avance, done que la fonction f appartienne & la classe a
de Baire. On a ainsi (xi).

(xii) Il emiste ume fonction réelle f apparentée dans I, mais qui
n'est pas mesurable par rapport & aucun sous-ensemble de mesure positive
de I.

En effet, congidérons dans I une suite P,, P,,... d’ensembles par-
faits, rares, disjoints et tels que la mesure de P, soit 1/2". Désignons par
A, un sous-ensemble quelconque de P,, non mesurable et dont la mesure
extérieure soit 1/2". La fonction

1/n, i wed, (n=1,2,...),

T@ =10 s 0g0) 4,
=1

satisfait aux conditions requises (®). .

D’aprés Bledsoe [1] et en vertu de (i), on a le théordme suivant
lorsque B est un espace complet: :

(xiil) La limite une suite convergente {f,} de fonctions quasicontinues
dans B est une fonction ponciuellement discontinue dans B (%).

2, Applications a la différentiabilité des fonctions de plusienrs
variables. Congidérons une fonetion réelle f de plugieurs variables réelles
Dyy Bay ooy Ty déﬁnie dans un domaine D C R" et continue dans D par

(*) Il est facile de modifier cette construction pour obtenir une fonction avoi-
sinée qui n’est mesurable par rapport & aucun enserble de mesure positive (théordme
énoncé par Bledsoe:[1] sans démonstration).

() L'hypottigse de  qriasicontinnité simultanée des fonctions f,, faite pour le
méme but gzazer“ehﬁ“pi‘Bty ‘[4]; est superflue. ‘
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rapport & chaque variable séparément. Admettons qu'il existe dans D
pour un certain 4, la dérivée partielle finie 0f/dx;. Alors en posant
of

"'}wn)=ﬁ7
i

?

(@15 @,
1

P (Byy Tay oovy Bp) =m | f a"umzs~-'7mi—l:mi+%‘ymi+1;---rmn -

"'“f(wl)mzf ceey Lyy onny mn)]?
on a
@(Dyy gy «ony B) = M @ (@, By eney By)
Me>00

Mais la fonction f étant continue dans D par rapport & chacune des
variables, il en est de méme de la fonction ¢,,. Il sensuit (Kempisty [4],
p- 186) que ¢,, est quasicontinue dans D. En vertu de (xiii), on peut donc
énoncer le théoréme

(xiv) Si une fonction réelle f(wy, @y ..., 2,) est continue dans un
domaine D par rapport & chacune des variables et s'il emiste pour un certain
i la dérivée partielle d’ordre premier par rapport & z;, cette dérivée est pone-
tuellement discontinue dans D.

On retrouve ainsi le résultat que Kempisty avait obtenu 3 Daide
de sa notion de quasicontinuité simultanée ([4], p. 194).

11 est & noter que, pour les fonctions de deux variables, le théoréme
(xiv) peut étre déduit aussi d’un théoréme de Tolstov ([10], théoréme 4)
d’aprés lequel f étant une fonetion de deux variables, continue dans un
domaine D C R? par rapport & chacune d’elles séparément et y ayant
la dérivée partielle finie d’ordre m par rapport i =, celite dérivée est de
premiére classe de Baire, quel que soit Pentier positif m. Le théoréme
(ziv) pour le cas de deux variables se trouve établi déja dans la Thése
de Baire (par un raisonnement plus spécial).

Si l'on tient compte du théordme classique de Stolz, d’aprés lequel
toute fonction de deux variables,. partiellement dérivable, est différen-
tiable en chagque point ol au moing une des dérivées partielles d’ordre pre-
mier est continue, on déduit de (xiv) le corollaire suivant:

(xiv') Les points &un domaine D C R? dans lesguels wne fonction de
deuw variables, ayant les dérivées partielles d’ordre premier finies dans D,
n’est pas différentiable forment un ensemble B de premiére catégorie.

Un exemple de Tolstov ([10], p. 431-433) montre que 1’ensemble
exceptionnel E considéré dans le corollaire (xiv’), bien que de premiére
catégorie, peut &tre d’une mesure arbitrairement proche de celle de D.
En ge bornant au cas ol la fonction f est différentiable dans D, il semble
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intéressant d’établir la structure de lensemble des points ol I'une au
moins des dérivées partielles d’ordre premier est discontinue. Cet ensemble
est, en tout cas, de premiére catégorie. Mais quelle est sa mesure? Peut-il
stre dense dans D? Voici la réponse & ces questions:

(xv) Il emiste une fonction F(2,y) ayant en chaque point du carré-
unité des dérivées particlles dordre premier findes, et telle que les points
ot Dume aw moins de ces dérivées est discontinue forment un ensemble de
mesure linéaire positive sur tout segment de droite paralléle & Ox ou & Oy.

Telle est en effet 1a fonction F(x, y) = ¢(®)-+ ¢ (y), ou ¢ est la fonction
utilisée dans la démonstration de (v).

3. Applications au probléme de commutativité de l’opération
de dérivation dans le calcul des dérivées partielles mixtes. D’aprés
un théoréme de Currier [2], retrouvé et précisé par Tolstov [10], quelle
que soit la fonetion f de deux variables ayant dans D toutes les dérivées
partielles (finies) d’ordre 2, on a presque partout dans D

of o
dxdy  oyox’

Pout-on affirmer que lensemble des points ol les deux dérivées
partielles mixtes sont différentes (donc qui est de mesure nulle) esti de
premidre catégorie de Baire? Le théoréme suivant donne la réponse
affirmative & cette question:

(xvi) Htant donné un entier positif p, soit f(®y, ®a, ..., B,) wne fonction
réelle ayant toutes los dérivées partielles miwtes (finies) dordre p dans un
domaine D C R" et telle que, pour chague 1+ =1,2,...,n, la dérivée par-
tielle dordre p—1 par rapport & w; est continue par rapport & ®;. Alors
deux dérivées partielles mixtes Qordre p aw plus et qui ne différent que par
Vordre de dérivation coincident dans D, sauf tout aw plus dans un ensemble
de premiére catégorie.

En effet, vu le théoréme classique de Schwarz sur la commutativité
de Popération de dérivation, il suffit de montrer qu’il existe un ensemble &
de premidre catégorie et tel que toutes les dérivées partielles mixtes de f
@ordre p au plus sont continues aux points de D—H. Mais chacune des
dérivées partielles d’ordre p—1 au plus étant, par hypotheése, continue
dans D par rapport & chaque variable @; séparément, chacune des déri-
vées partielles mixtes d’ordre p au plus est ponctuellement discontinue
dans D en vertu de (xiv).

Il est & remarquer que le théordéme (xvi) cesse d’étre vrai si l'on
remplace dans son énoncé les mots premiére catégorie par les mots mesure
nulle. Bn effet, comme I’a montré Tolstov [11], il existe une fonction
flz,y) continue dans un domaine D C R?, ayant les dérivées partielles
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d’ordre 1 continues dans D et dont les dérivées partielles mixtes d’ordre
2 existent partout dans D, mais y différent sur un engsemble de mesure
positive. .

Pour le cas particulier des fonctions de deux variables, le théoréme
(xvi) se laisse également déduire du théoréme précité de Tolstov ([10],
théoréme 4), dont la démonstration est toutefois moins simple.
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