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INEGALITES DE SOBOLEV-ORLICZ NON-UNIFORMES

PAR

GILLES CARRON (LYON)

0. Introduction. L’objectif de cet article est d’étudier un certain type
d’inégalités de Sobolev. Ces inégalités concernent I'espace H} :si (M™, g) est
une variété riemannienne ouverte, on définit son espace de Sobolev H} (M)
comme le complété de l'espace C§°(M) muni de la norme u — ||du p2;
a priori cet espace est un sous-espace fermé de I’espace de Hilbert des 1-
formes différentielles de carré sommable. Suivant Ancona [A] on dit que
(M, g) est non-parabolique si cet espace est constitué de fonctions locale-
ment intégrables, c’est-a-dire si l'inclusion C§°(M) — Li _ se prolonge par
continuité a Hg(M).

Le probléme de trouver une inégalité (ou inclusion) de Sobolev est de
trouver un “bon” espace de fonctions dans lequel H{(M) s’injecte con-
tintment. Le qualificatif “bon” dépend de 'usage que I'on désire avoir des
inégalités.

“Bon” peut étre un espace ou on peut appliquer les techniques d’itéra-
tions de Nash-Moser ou celle plus souple de Grigor’yan [G1] afin d’obtenir
des estimations sur le noyau de la chaleur, sur les fonctions de Green, sur
les valeurs propres pour le probleme de Dirichlet des domaines de M etc.

Signalons cependant qu’il n’est pas facile de montrer une inégalité de
Sobolev sur une variété riemannienne; si on connait des propriétés équiva-
lentes comme les inégalités de Faber—Krahn, les inégalités sur le noyau de la
chaleur, sur les capacités, ces inégalités ne sont pas plus simples a obtenir
(IV], [G1], [C1]).

Ce travail est aussi motivé par nos travaux sur la L?-cohomologie. Selon
J. Lott [L], le fait que les espaces de formes différentielles harmoniques L?
(i.e. les espaces de L2-cohomologie réduite) soient de dimension finie ne
dépend que de la géométrie des voisinages de l'infini; ainsi la classe des
variétés dont I’espace des formes harmoniques L? est de dimension finie, est
stable par somme connexe. Or dans [C4], nous avons montré que certaines
inégalités de Sobolev permettaient d’établir un résultat de finitude pour la
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dimension de ces espaces. La question qui motive en partie cet article est la
suivante : si (M, g) est la somme connexe de deux variétés riemanniennes
qui vérifient chacune une inégalité de Sobolev, alors quelle est 'inégalité de
Sobolev vérifiée par (M, g)?

Les espaces de fonctions que nous considérons sont les espaces de Orlicz
non-uniformes (“modular spaces” en anglais); un tel espace est défini a partir
d'une N-fonction ¢ : Ry x M — R, c’est-a-dire une fonction croissante
convexe par rapport a la variable réelle. Avec une telle fonction, on définit
Pespace L(M, ¢) des fonctions mesurables u tel qu’il existe un réel A > 0 tel
que

| o(u(m)l/x,m) du(m) < oo
M
Cet espace est normé par

Ny(u) = inf {3 >0 § o(julm)l/A,m) du(m) <1};
M

ainsi L(M, ¢) est un espace de Banach constitué de fonctions localement
intégrables. Cette classe d’espaces contient les espaces LP ou ¢(t,z) = tP,
les espaces LP a poids ou ¢(t,x) = tPp et les espaces de Orlicz (uniformes)
ou la fonction ¢ ne dépend pas de la variable x € M. Si M est 'union
disjointe de {21 et 25 alors l'espace LP'({2)) @ LP2({22) est un espace de
Orlicz non-uniforme; ainsi ces espaces de Orlicz non-uniformes permettent
de recoller et de découper des espaces de fonctions. On a aussi le théoreme
suivant :

0.1. THEOREME. Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte non-
parabolique tel que pour un compact K C M, chacune des composantes
connexes de M — K = [[ E; vérifie une inégalité de Sobolev—-Orlicz non-
uniforme :

N@(U) < HduHL2(E¢)7 Vu € Cgo(El)v

ou les ¢; sont des N-fonctions. Alors pour tout compact régulier K con-
tenant K dans son intérieur, on a l'inclusion de Sobolev suivante :

Hy(M) = P L(E; — K,¢;) & L™ "2)(K).

Ce théoreme sera prouvé dans la troisieme partie de cet article. On peut
se demander comment obtenir une inégalité de Sobolev—Orlicz non-uniforme.
Lorsqu’on s’intéresse aux espaces L? & poids, i.e. on cherche & généraliser
les inégalités de Hardy sur R"™ :

_9\?
<"T> | (@) Hﬁ? < | JdulP (@) dz, Vue CRER™),
Rn R™
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nous avons vu dans [C5] des critéres assez simples pour obtenir des inégalités
de ce type. Ici nous montrons une inégalité de Sobolev—Orlicz assez générale :

0.2. THEOREME. Soit (M™, g) une variété riemannienne compléte. Sup-
posons que pour un x € M, le noyau de la chaleur P de (M, g) vérifie

| (P(t,2,2)/t)"/? dt < oo
1
Si¢: Ry x M — Ry est la fonction définie par

1

¢2()"x) = P<m,x,x>a gb(o’x) =0,

alors ¢ est une N-fonction et on a l'inégalité de Sobolev—Orlicz

Ng2(u) < C [\ [duf2, VYu e C5°(M),
M

ceci pour une constante C' universelle.

Remarquons que I’hypothese faite ici sur la décroissance du noyau de la
chaleur est légerement plus forte que celle qui assure la non-parabolicité,
c’est-a-dire que STO P(t,z,x)dt < oo; en particulier, de telles variétés sont
non-paraboliques. En appliquant ce théoreme aux variétés a courbure de

Ricci positive ou nulle, nous obtenons :

0.3. COROLLAIRE. Soit (M™, g) une variété riemannienne compléte dont
la courbure de Ricci est positive ou nulle. Si pour un (et donc pour tout)
€M ona

[ee]

dt
|2 <
1 V V(1)
ou V(x,t) est le volume de la boule géodésique de rayon t et de centre x,
alors on peut définir la fonction ¢ : Ry x M — R, par

oo

oA x) = A S
1/

dt
(2X) V V(t7 .%')’

et on a, pour ¢ la fonction conjuguée a @, l'inégalité de Sobolev—-Orlicz

sutvante :
N2 (u) < C [ | 1dul2,  Vu e Cg2(M),
M

ceci pour une constante C,, qui ne dépend que de la dimension n de M.

Ces résultats sont démontrés dans la seconde partie; on y verra aussi
d’autres inégalités de Sobolev a propos des normes u — ||A%ul[z» ot p > 1
et s > 0.
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Nous finissons cette introduction par des questions qui nous ont été
posé par A. Grigor'yan au vu de article de E. B. Davies [D]. En général,
une inégalité de Sobolev (uniforme) permet d’obtenir des estimées sur le
noyau de la chaleur. La question est donc maintenant de savoir comment
ces inégalités de Sobolev—Orlicz non-uniformes permettent d’obtenir une
majoration du noyau de la chaleur. Une facon de procéder serait d’obtenir
a partir d’une telle inégalité une inégalité de Faber—Krahn du type

A (02) > Ay r(vol 2), V02 C B.(R),

ott AP(£2) est la premiere valeur propre pour le Laplacien avec condition
de Dirichlet sur 2, B, (R) est la boule géodésique centré en = et de rayon
R, et A, g est une fonction décroissante. Ensuite en utilisant les résultats
de Grigor’yan [G1], on obtient des estimées de (P(t,z,x));<pr2. Il semble
cependant qu’il faille aussi utiliser d’autres outils comme la propagation
a vitesse fini [C-G-T]. Un résultat du type “inégalité de Sobolev—Orlicz
implique majoration du noyau de la chaleur” serait bon dans la mesure ou
il permettrait de comprendre le comportement du noyau de la chaleur sur
la somme connexe de deux variétés riemanniennes completes.

Remerciements. Je tiens a remercier A. Grigor’yan pour 'intérét qu’il
a porté & mes travaux.

1. Espaces de Orlicz non-uniformes. Le but de ce paragraphe est
de présenter les espaces de Orlicz non-uniformes; nous renvoyons le lecteur
a [Mu] pour plus de détails.

Dans toute cette partie, (M, X, ) désigne un espace de Borel mesuré
o-fini.

l.a. Définitions. Une fonction mesurable ¢ : Ry x M — R, est une N-
fonction si elle est localement essentiellement bornée et si pour tout m € M
la fonction t +— ¢(t,m) est une fonction convexe réalisant une bijection
croissante de Ry sur R, et si la fonction t — ¢(t,m)/t est croissante et
réalise une bijection croissante de R4 sur R .

On dit “N-fonction” pour “nice Young function”, c’est-a-dire une fonc-
tion convexe dont la fonction conjuguée est définie sur R,. La fonction
conjuguée d’'une N-fonction ¢ est définie par

(P(t, m) = Sup(xt - ¢($, m))
x>0
C’est aussi une N-fonction et si on note ¢ la fonction dérivée a gauche de

la fonction t — ¢(t,m) alors la fonction dérivée a gauche de ¢ est définie
par

¢'(t,m) = inf{y € Ry : ¢'(y,m) > t},
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et on a
t

p(t,m) = |/ (s,m) ds.
0
En particulier pour tous m € M, x,y € R, on a les inégalités suivantes :

(i) zy < ¢(x,m) + p(y,m),
(i) z < ¢~ (xz,m)p "t (z,m) < 2.

On peut alors définir 'espace de Orlicz (non-uniforme) L(¢, ) comme
I’espace vectoriel suivant :

Lo, p) = {u : M — C mesurable tel qu’il existe A > 0 avec

§ ollu(m)l/x,m) du(m) < 0o} /~,

ol ~ est la relation d’égalité presque partout. On norme cet espace avec
I'une des deux normes suivantes :

Ny(u) = inf {)\ >0 | o(lu(m)|/A, m) du(m) < 1},

lulls = sup { § wo: | (jo(m)],m) du(m) <1},

M

EM E(’ﬁ

Ces deux normes sont équivalentes, en fait on a les inégalités
lullg = Ng(u) = Jlulle/2;
de plus, elles font de L(¢, 1) un espace de Banach et on a

1.1. PROPOSITION. L(¢, ) est constitué de fonctions localement inté-
grables.

Preuve. Siu € L(¢, ) et K est un compact de M, on a

luls > sup { § wo s suppo € K, § (jo(m)],m) dp(m) <1}
M M

1
> sup{ S wv :suppv C K, [|v||pe < 5} > EHUHLI(K),
M

ot € est telle que |, p(e,z)dz < 1. Ceci montre que L(¢, 1) s'injecte dans
Ll . w

loc®
1.b. Ezemples

1.b.1. Bien sir, les espaces LP sont des exemples simples d’espaces de
Orlicz, plus généralement; si la fonction ¢ ne dépend pas de m € M, on
obtient un espace de Orlicz uniforme.
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1.b.2. Si f est une fonction mesurable positive localement essentielle-
ment bornée sur M alors lespace L(tPf(m), u) est isométrique a 'espace

LP(M, fp).

1.b.3. Un autre exemple, qui montre pourquoi on s’intéresse a ces es-
paces, est le suivant : si M est 'union disjointe des boreliens {§2;}ier (1
fini), alors la fonction définie par

o(t,m) =tP sim € (2

est une N-fonction pourvu que p; > 1 pour tout ¢; et I'espace de Orlicz
obtenu est isomorphe a I'espace @, ; LP (£2;, ).

Ainsi les espaces de Orlicz non-uniformes permettent de découper et
recoller des espaces de fonctions; concernant les variétés riemanniennes non-
compactes, ils seront le cadre naturel pour recoller différentes inégalités
de Sobolev sur un voisinage de l'infini et aussi pour en obtenir une assez
générale en recollant un certain aspect de la géométrie locale de la variété
riemannienne.

1.c. Remarque. Nous finissons cette partie sur la remarque suivante : a
partir d’une estimation de la forme

| o(u(m)|/X,m)du(m) < C,
M

on peut déduire une majoration de la norme de u. En effet, la fonction
F(\), X € Ry, définie par

FO\) = | 6(Au(m)],m) du

est une fonction croissante convexe valant 0 en 0 et co en oo, tandis que la
fonction A\(«) définie par

Aa) = inf {)\ >0 | g(lu(m)|/A,m) du(m) < a}

est décroissante; de plus F' est convexe, on a donc pour A < k, F(k)—F(\) >
(k — A)F(X)/A, inégalité de laquelle on tire pour o <  l'encadrement

a Moy

p

A(B

~—

Nous en déduisons

1.2. PROPOSITION. Si Ny(u, ) est défini pour u € L(¢, 1) par

Ny(u, a) = inf {)\ >0 | o(Ju(m)|/A, m) du(m) < a},
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alors toutes ces normes sont équivalentes et on a pour a < [3,

%N¢(u, CV) < N¢(u7/8) < N¢(u’ Ck).

2. Inégalites de Sobolev—Orlicz. Le but de ce paragraphe est d’établir
une inégalité de Sobolev—Orlicz la plus générale possible; on va montrer que
la donnée du noyau de la chaleur sur la diagonale suffit pour obtenir une
inégalité de Sobolev.

2.1. THEOREME. Soit (M™, g) une variété riemannienne compléte. Sup-
posons que pour un x € M le noyau de la chaleur P de (M, g) vérifie

S (t,z,z)/t)"? dt < co.
1

Si¢: Ry x M — Ry est la fonction définie par

¢2()\,$) = P<m,x,x>a gb(o’x) =0,

alors ¢ est une N-fonction et on a l'inégalité de Sobolev—Orlicz

Nga(u) < C [\ |dul2, Vue C5o(M),
M

ceci pour une constante C' universelle.
REMARQUE. Remarquons que si ¢ est une N-fonction alors ¢? aussi.

La preuve que nous exposons reprend l'idée de Varopoulos [V], qui a
montré qu’une majoration uniforme du noyau de la chaleur du type P(¢,z, x)
< C/tP/2 pour tous t > 0 et 2 € M est équivalente & I'inégalité de Sobolev
classique, c’est-a-dire & l'injection continue de H}(M) dans L2P/(P=2). en
fait, on peut généraliser cette équivalence a d’autres majorations [C2].

Avant de commencer la preuve de ce théoréme, nous rappelons quelques
faits sur le noyau de la chaleur :

L’opérateur de la chaleur e=*4’ : L2(M,dv,) — L*(M,dv,), qui est
défini grace au théoreme spectral appliqué a l'opérateur essentiellement
auto-adjoint AY, est un opérateur a noyau et :

(i) Ce noyau P(t,z,y) est symétrique; c’est la solution minimale de
I’équation de la chaleur

opP
E(t’x’y)_FAgP(t’x,y):O’ (:C,y)GM, t>0,
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(ii) Ce noyau est strictement positif, la fonction ¢ — P(t,z,z) est
décroissante et pour tout u € L?(M), on a la majoration

e A" u(z)| < /P2t @, @) ul| e

(iii) De plus, grace aux inégalités de Harnack, les comportements du
noyau de la chaleur en différents points de la diagonale de M x M sont
comparables, i.e. pour tous x,y € M, il existe une constante fini positive
Cz,y telle que

C;;P(tayay) S P(t’x’x) S szyP(t,y,y), \V/t 2 1

Ainsi ’hypothése que nous faisons sur le noyau de la chaleur dans le théoréme
2.1 implique que pour tout point y € M on a S;)O(P(t,y,y)/t)lﬂdt < 00.

Preuve (du théoréme 2.1). Selon la proposition 1.2 il suffit de montrer
qu’il existe des constantes universelles A, B telles que si u est une fonction
positive et de norme L? égale & 1 alors

| > (1A~ 2u(m)|/A,m) du(m) < B.
M
Soit donc u une telle fonction; pour z € M on a

o0

dt
AY20) () = \ (e u)(z) —.
(@) = [0 o
Notons u* la fonction maximale associée a u, i.e.

u(x) = 21;13 (e 1) (z).

Alors, pour tout 7" > 0, on a l'inégalité

—-1/2 * T —t dt
VEATV @) < VT @)+ [ 40 7

<2V Tu (z) + | VP(2t,2,2) %.

On choisit alors T afin d’optimiser cette majoration; le choix de T est le

suivant :
u*(z) =/ P2T,x,x).

Définissons une fonction 7' : Ry x M — R par 'équation v = /P27, z, ).
Remarquons que cette fonction est lisse par rapport a la variable u € R,..
Alors si F': Ry x M — R, est la fonction définie par

[ee]

Flu,z) =2V Tu + S VP(2t,z, ) %,
T
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nous avons la majoration suivante :
VT (ATY20)(2) < F(u*(z),z).
Mais nous avons le lemme suivant :

LEMME. A x € M fixé, la fonction F(-,x) est une bijection croissante
de Ry sur Ry et sa fonction réciproque ¢ est la N -fonction voulue.

Grace a ce résultat, nous achevons la preuve du théoreme 2.1; en effet,
on a

¢* (VT (A7 2u) (@), ) < (u*)?(2),
ce qui donne en intégrant
| (v (A~2u) (@), @) d < |3
M

Or selon le théoréeme maximal [S], il existe une constante universelle C' tel
que pour toute fonction v € L? positive on ait

[tz < Cllullze,
ce qui conclut la preuve du théoreme.

Montrons maintenant le lemme : la fonction dérivée de F' est
0 OF 0T u ou P2T,z,x)| 0T
—fF=——=|—=4+2VT — —{| ———— | — =2V T
ou' “orou |y VT T ]Gu !

ainsi F' est bien une fonction croissante. Maintenant comme on a
1
P(t,z,x) ~ 0+ (Int)i 2
on voit que F(co,z) = oo; puis I'hypothese {I°(P(t,z,z)/t)"/2 dt < oo as-
sure que P(27,x,z) tend vers zero lorsque T' tend vers l'infini, et donc T
tend vers l'infini lorsque u tend vers zéro et on a F(0,2) = 0. Ensuite
Iéquation pour OF/0u ci-dessus montre que

1/0F\?
2T_§<55>,

1/0F\?
P2T =P(=(—=— = >
( 7'%.7'%.) <2<8u> 7'%.7'%.) u?

expression de laquelle on tire I'’équation vérifiée par ¢, la fonction réciproque

de F' :
2
P(% (g—;) ,m,x) = ¢*(\, ).

Comme ¢ est croissante et que P(-, x, z) est décroissante, la fonction dérivée
de ¢ est croissante et donc ¢ est convexe; puis cette équation montre que la

soit
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dérivée de ¢ est une bijection de Ry sur Ry et donc ¢ est une N-fonction,
ce qui acheve de montrer le lemme et donc le théoreme. =

En fait, on peut donner une expression explicite a la fonction conjuguée
b
de ¢, ceci grace a 'expression suivante de la dérivée de ¢ :

9o 1
oA 2yTo¢

Comme la dérivée de ¢ est la fonction réciproque de la dérivée de ¢, on

obtient
Oy 1 1
— =FoT
ot <<2A>2>’

g—f = -2 S \/E%\/P(Zt,x,x) dt.

1/(2X)?

d’ou

En intégrant par partie et apres calcul on obtient

oA z) = A S VP2t x,x)/tdt.
1/(2X)?

Remarquons maintenant que l'on peut a partir d’'une majoration du
noyau de la chaleur reprendre la preuve du théoréme et obtenir une inégalité
de Sobolev—Orlicz :

2.1B1S. THEOREME. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit B(t, ),
te Ry, x € M, une fonction positive décroissante par rapport a la variable
t telle que l’on ait :

(i) la majoration suivante du noyau de la chaleur :
P(t,z,x) < B(t,z), t>0, z€ M,

(ii) §° /B(t,x)/tdt < oo, Yz € M.

St : Ry x M — Ry est la fonction définie par

p\z)=x | V/B(t,z)/tdt,
1/(2X)?

on a, pour ¢ la fonction conjuguée a @, l'inégalité de Sobolev—Orlicz sui-

vante :
Ng2(u) < C |\ [duf2, VYue C5°(M),
M

ceci pour une constante C' universelle.
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On peut appliquer ce théoreme au cas des variétés riemanniennes a cour-
bure de Ricci positive ou nulle et obtenir

2.2. THEOREME. Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte dont
la courbure de Ricci est positive ou nulle. Si pour un (et donc pour tout)
€M ona

T dt
| —— <
V(z,t)

ou V(x,t) est le volume de la boule géodésique de rayon t et de centre x,
alors on peut définir la fonction ¢ : Ry x M — Ry par

o0,
1

< dt
prhr) =1 | ——,
1/(2X) V V(tw%')

et on a, pour ¢ la fonction conjuguée a @, l'inégalité de Sobolev—Orlicz

sutvante :
Ngz(u) < Cy |\ dul?,  Yu € C5°(M),
M

ceci pour une constante C,, qui ne dépend que de la dimension n de M.

Preuve. En effet, ceci est une conséquence du résultat de P. Liet S. T.
Yau [L-Y] qui obtiennent la majoration suivante du noyau de la chaleur
d’une variété riemannienne compléte (M™,g) dont la courbure de Ricci est
positive ou nulle :

P(t,z,x) < C,/V(Vt,z), t>0, 2 € M.

On applique alors le théoréme précédant et en effectuant un changement de
variable dans la formule exprimant ¢, on aboutit au résultat. m

D’autres inégalités de Sobolev—Orlicz non-uniformes. En se servant de

la formule

M)A u= | (e7"?u)(2)t* " dt,
0

ouI'(s) = SSO e~ 545~ 1dt est la fonction d’Euler, la méme preuve nous mon-

tre la proposition suivante :

2.3. PROPOSITION. Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte.
Supposons que pour un s > 0 et un x € M le noyau de la chaleur de
(M, g) vérifie

[ee]

S VPt x) 5 dt < 0.

1
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St ps : Ry x M — Ry est la fonction définie par

psha)=x | Pz )t dt
(s/M)1/s

alors s est une N-fonction et si ¢s est la fonction conjuguée a ps on a
l'inégalité de Sobolev—Orlicz

Noa(w) < O [ [ 145, vu e G (M),
M

cect pour une constante Cy universelle.

On peut alors définir un s* qui est la borne supérieure des réels s tels que
pour un z € M, STO VP(t,z,x)t*"1dt < oo, et on peut se poser la question
suivante : Si S > max{s*,n/2}, alors le complété de '’espace C5°(M ) munit
de la norme

wis /145l 2 + Jlul e
est-il constitué de fonctions continues bornées?

De méme on peut s’intéresser aux applications A~
paces LP et la méme preuve fournit

% agissant sur les es-

2.4. THEOREME. Soit (M™, g) une variété riemannienne compléte. Sup-
posons que pour un s > 0 et un p > 1 le noyau de la chaleur de (M, g)
vérifie
[ee]
| Myt )t~ dt < oo
1

avec

1-1/p
My (t,x) = < | P(t,z,yyr/ =) dy) -
M
Si sy Ry x M — Ry est la fonction définie par
[ee]
PNz =X | Mtz dt
(s/M)1/s
alors @(p,.) est une N-fonction et si ¢, ) est la fonction conjuguée a ¢, o)
on a l'inégalité de Sobolev—-Orlicz
Nqﬁfp’s)(u) < Ol A%ulpe, Yu e C°(M),
ceci pour une constante C(, s universelle.
On peut aussi se poser les mémes questions que précedemment & propos
de s;,() qui est la borne supérieure des réels s qui vérifient §0° My (t,x)ts=t dt
< 00, c’est-a-dire
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(i) La fonction s est-elle constante (si M est connexe)?
(ii) Si S > sup,epr sy(z) et si S > n/p alors le complété de 'espace
C§° (M) muni de la norme

wes /1 ASull o + lul oo

est-1l constitué de fonctions continues bornées?

3. Recoller des inégalités de Sobolev. Le but de ce paragraphe est
de systématiser ce que nous avons fait dans [C3], prop. 2.7, ot on a montré
que si une variété riemannienne connexe (M™,g) satisfait a I'inégalité de
Sobolev

pp(M — K)( S |22/ (=) () dx)172/p

M
< S |du|*(z) dz, Yu € C3°(M — K),
M-K

pour un compact K C M et un p > n alors elle vérifie I'inégalité de Sobolev

up(M)( | !u\Q”/"’”)(m)dw)H/p < | |duP(x)dz, Vue C(M).
M M

Ici, on va montrer que les espaces de Orlicz non-uniformes permettent
de recoller des inégalités de Sobolev.

3.1. THEOREME. Soit (M™, g) une variété riemannienne compléte non-
parabolique tel que pour un compact K C M, chacune des composantes
connezes de M — K = [] E; vérifie une inégalité de Sobolev—Orlicz non-
uniforme :

[ullg: < lldullL2(z,y,  Yu € G5 (Es),

ou les ¢; sont des N-fonctions. Alors pour tout compact régulier K con-
tenant K dans son intérieur, il existe une constante C = C(K) tel que si
¢: Ry x M — R, est la N-fonction définie par

2n/(n—2) ; 1
o(t, ) = Ct sz.xeK, B
oi(t, ) size B — K,
alors (M™, g) vérifie l'inégalité de Sobolev—Orlicz non-uniforme
ullg < Clldullz2, Vu e C5°(M).
Preuve. Cest la méme preuve que celle de la proposition 2.7 de [C3]

qui elle-méme s’inspire des techniques utilisées par T. Coulhon et L. Saloft-
Coste dans [C-S.C]. Soit 6 une fonction lisse a support dans K et valant 1
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sur K et telle que 0 < 6 < 1. Soit u € Cg°(M). On a

[ulle < [lull + lull

L($,M—K)

< HUHLQn/(n—Q)(}E) + Z H(l - H)U’HL(%,E«;*K)'

,2n/(n—2) (}E)

Or comme K est & bord régulier, nous avons 'inégalité de Sobolev

v E7] < Salldvls, Vo€ C%(E)
vol K lL2n/(n=2)(K) — K ) ;
donc
(32) Hu||L2n/(n72) % S u — ngi ,&?—u
( ) VOIK L2n/(n—2)(%) (VolK)1/2+1/n
(~u
< S~ O S I
B SKHdUHLQ(K) * ' (vol K)1/2+1/n |

Or nous pouvons appliquer 'inégalité de Sobolev & (1 — #)u pour obtenir

11 = O)ullio, 2 < lldullL2 ) + 0] Lo llull 12 )

L’inégalité de Poincaré nous donne ensuite la majoration
~ 1

N -1/2 _ > ‘ ‘

HU’HLz(K) = )‘1 (K) HduHLz(K) + (VOl K)1/2 S Ul,

K

ol All\l(f( ) est la premiere valeur propre non-nulle du Laplacien sur K pour
le probleme de Neumann. Ainsi on obtient

(3.3) 1= O)ullzom < C (Idull 2y + | [ ).
K
Alors compte tenu de (3.2) et (3.3), on obtient

(3.4) lullo < " (lldullzzany + | § ul).
K

Or (M, g) est non-parabolique, et donc selon le critere établi par Ancona
[A], pour tout ouvert borné U de X il existe une constante C telle que

o] < Clldvllzzqany, o € Cg°(M),
U

ce qui nous permet de conclure. m

3.5. Remarque sur la non-parabolicité. Sion ne suppose pas que la variété
est non-parabolique, alors I'inégalité (3.4) est toujours valide. Et en fait, dans
certains cas une inégalité de Sobolev sur un des bouts permet d’assurer la
non-parabolicité :
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En effet, selon A. Grigor’yan [G2], pour que (M, g) soit non-parabolique
il suffit de trouver un domaine borné 2 de M telle que sa capacité soit
non-nulle. Rappelons que

cap(2) = inf{||du||32 : u € C(M), u =1 sur 2};

choisissons {2 telle que K C (2; alors en appliquant l'inégalité (3.4) on
obtient pour une fonction u € C§°(M) qui vaut 1 sur 2,

[Jullp < C'(||dul| .2 +V01I~().

On minore alors [Ju||4 par [|[1ong,||¢;, ol on note 1p la fonction indicatrice
de I’ensemble F'. Notons Bp la boule géodésique de rayon R et de centre un
point g de M fixé. On déduit que dans le cadre du théoreme 3.1, si on ne
suppose pas (M, g) non-parabolique et si pour un i on a

Rh_{rloo H]-BRﬁEz‘H@' =00

alors (M, g) est non-parabolique est la conclusion du théoréme 3.1 reste
valide.
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