COLLOQUIUM MATHEMATICUM

VOL. 77 1998 NO. 1

UN EXEMPLE DE SOUS-GROUPE ADDITIF
DE L’ESPACE DE HILBERT

PAR

ROBERT CAUTY (PARIS)

1. Introduction. Le but de cet article est de construire ’exemple sui-
vant, qui résout un probleme de T. Dobrowolski ([2], ou une erreur ty-
pographique a remplacé 0 < m <n < oo par 1 < m < n < oo; voir aussi
[1], question 5.9 et [7], question L.S.18).

THEOREME. Il existe un sous-groupe o-compact G de l'espace de Hilbert
qui est LC® mais pas LCY. Le complété G de G est aussi LC° mais pas
LC.

Pour un compact pointé (X, *), soit A(X) le groupe topologique abélien
libre sur (X, *). Prenant pour X un bouquet dénombrable de 1-sphéres, nous
obtiendrons G comme l'image de A(X) par un homomorphisme judicieuse-
ment choisi. Dans ce but, nous construirons d’abord un homomorphisme 1)
de A(S') dans ¢2 induisant des équivalences homotopiques faibles de A(S?)
dans H = 9(A(S')) et dans le complété de H.

2. Préliminaires. Nous notons I le segment [0,1]. Pour tout entier
n > 0, nous notons respectivement S™ et B"T! la sphére unité et la boule
unité de I'espace euclidien R"*!. Rappelons qu'un espace topologique X
est dit LC" si, pour tout point = de X et tout voisinage U de z, il existe un
voisinage V' de x contenu dans U tel que, pour 0 < k < n, toute fonction
continue de S* dans V se prolonge en une fonction continue de B**! dans U.
X est dit C” si, pour 0 < k < n, toute fonction continue de S* dans X est
inessentielle. X est dit LC™ (resp. C*) s'il est LC™ (resp. C™) pour tout
entier n. Un sous-ensemble A de X est dit localement n-négligeable si, pour
tout ouvert U de X et tout entier £ < n, le groupe d’homotopie relative

7k (U,U \ A) est trivial.

LEMME 1. Soient G un groupe abélien métrisable et G son complété.
Si G est LC", alors G est aussi LC™ et G\ G est localement n-négligeable

dans G.
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Démonstration. Soit d une distance invariante sur G. Tl est facile de
voir que G est ULC" (au sens de [4]), donc G est LC™ d’apres le théoréeme
4 de [4]. La n-négligeabilité locale de G \ G résulte du théoreme 1 de [4] et
du théoreme 2.3 de [6].

Si X est un espace métrique et x un point de X, nous notons B(z,¢)
la boule ouverte de centre x et de rayon €. Pour n entier > 0, nous dirons
qu'une fonction f :Y — X est n-inessentielle si, pour tout k < n et toute
fonction g : S¥ — Y, la fonction f o g est inessentielle.

LEMME 2. Supposons que l’espace métrique X soit réunion d’une suite
croissante de fermés { X }52 | vérifiant

(H,)  Pour tout x € X et pour tout ¢ > 0, il existe 0 < § < € tel que,
pour tout k, il existe un entier ¢ = q(k,e) > k tel que inclusion de
B(z,0) N X}y, dans B(x,e) N X, soit n-inessentielle.

Alors X est LC™ et, pour tout x € X et tout j < n, 7;(X,z) = im 7;( Xy, z).

Démonstration. Pour montrer que X est LC", il suffit de prouver
que si A est un fermé d’un espace métrique séparable Y tel que Y \ A soit
un polyedre localement fini de dimension < n + 1 et si f est une fonction
continue de A dans X, alors f peut se prolonger & un voisinage de A dans
Y (cela se prouve comme le théoreme V.2.1 de [5]). Nous pouvons supposer
Y \ A triangulé de facon que diam(o) < d(o, A) pour tout simplexe o.
Notant N le m-squelette de Y \ A, il suffit de construire par récurrence,
pour 0 < m < n + 1, un voisinage V,, de A dans AU N™ et une fonction
continue f,, : V,,, = X prolongeant f. En outre, nous imposerons a f,, la
condition que, pour tout simplexe o de N™ contenu dans V,,, il existe un
entier k(o) tel que fr,,(0) C Xp(o)-

Posons Vy = AU NP, Pour obtenir f, il suffit de prendre, pour tout v €
N°, un point a, € A tel que d(v,a,) < 2d(v, A), et de poser fo(v) = f(ay).
Soit 1 < m < n+ 1 et supposons V,,_1 et f,,_1 construits. Notant ¢ le
bord d’un simplexe o, il résulte de notre condition sur f,,_1 que, si ¢ est un
m-simplexe de Y\ A tel que 6 C V,,,_1, alors il existe un entier k(o) tel que
Jm-1(0) C Xj(e). Pour un tel simplexe o, soit P, 'ensemble des fonctions
continues g de o dans X prolongeant f,,_1|¢ et telles qu'il existe un entier
[ (dépendant de g) tel que g(o) C X, et posons

[ inf{diamg(c) | g € P,} si P, # 0,
5(0)_{00 si P, = (.

Soit S, 'ensemble des m-simplexes o de Y \ A tels que ¢ C V1 et
que (o) < co. Soit Vi, = Vipoy U UJ{o | 0 € Spu}. Pour o € S, prenons
go € P, telle que diam g, (o) < 26(0), et définissons fy, : Vi, — X par

fm‘vmfl :fmfla fnL’U:ga vO'GSm-
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Il résulte de la condition (H,,) que V,, est un voisinage de A dans
AUN™ et que f,, est continue. Par construction, f,, vérifie la condition
supplémentaire souhaitée.

Puisque X est LC", deux fonctions suffisamment proches d’un complexe
simplicial de dimension < n dans X sont homotopes par une homotopie qui
est stationnaire sur ’ensemble des points ou elles coincident. Pour prouver
la deuxieme affirmation du lemme, il suffit donc de vérifier le fait suivant :

AFFIRMATION. Soient K un complexe simplicial fini de dimension < n,
L un sous-complexe de K, U un recouvrement ouvert de X, k un entier > 1
et f une fonction continue de K dans X telle que f(L) C Xy. Il existe une
fonction continue g de K dans X et un entier k' vérifiant

(i) g|L = fIL,
(i) g(K) C X,
(iii) pour tout x € K, il existe U € U contenant {f(x),g(x)}.

Nous prouverons cela par récurrence sur la dimension m de K \ L, le
résultat étant trivial pour m = 0. Soit 1 < m < n, et supposons I'affirmation
vraie quand la dimension de K \ L est < m — 1. L’hypothese (H, ) nous
permet de trouver un recouvrement ouvert V de X tel que, pour tout V€ V,
il existe U € U contenant V et tel que, pour tout entier k, il existe g > k tel
que l'inclusion de V' N X}, dans U N X, soit n-inessentielle.

Soit W un recouvrement ouvert de X tel que, pour tout W € W,
StW, W) = U{W e W | WnNW # 0} soit contenu dans un élément
de V. Triangulons K de fagon que, pour tout simplexe o de K, f(o) soit
contenu dans un élément de W. Notant K™~ 1 le (m — 1)-squelette de K,
I’hypothése de récurrence nous permet de trouver un entier kg et une fonc-
tion ¢/ : K™ Y UL — X tels que ¢'|L = f|L, ¢ (K™ 1 UL) C Xy, et que,
pour tout z € K™~ U L, il existe W € W contenant {f(z), ¢’ (x)}. Notons
que, si o est un m-simplexe de K \ L de bord & et si W, est un élément
de W contenant f(o), alors f(o) U ¢'(¢) est contenu dans St(W,, W). Soit
V, un élément de V contenant St(W,,V). Nous pouvons trouver U, € U
contenant V, et un entier k, > ko tels que V, N Xy, — U, N X} soit
inessentielle. 11 existe donc une fonction g, : 0 — Xj_ prolongeant ¢'|d.
Posant k' = sup,, k., et définissant g par g|/K™ ' UL = ¢ et g|lo = g, pour
tout m-simplexe de K \ L, nous constatons que les conditions (i)—(iii) sont
vérifiées.

3. Description de I’exemple. Fixons un point de base dans la 1-
sphere S! et notons A(S!) le groupe topologique abélien libre sur 'espace
pointé (S, ). Algébriquement, c’est le groupe abélien libre de base S*\ {*}.
Pour k > 0, notons Ay le sous-ensemble de A(S') formé des points de la
forme Y _n,x ot x parcourt S*\ {x} et ou les entiers n, sont presque tous
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nuls et vérifient Y |n,| < k. L’espace A(S') est un CW-complexe qui est
réunion de la suite croissante de sous-complexes finis Ay (voir [3] pour plus
de détails). S! s’identifie naturellement & un sous-espace de A;. Le résultat
suivant est un cas particulier de 'affirmation II du théoréme 6.10 de [3].

LEMME 3. L’inclusion de S' dans A(S) est essentielle.

Soit 1 un plongement de S dans ¢2 tel que () = 0 et que (S* \ {*})
soit linéairement indépendant. La fonction 1 se prolonge en un homo-
morphisme continu et bijectif ¢ de A(S') sur le sous-groupe H de £? en-
gendré par ¥(S'). Pour k > 0, soit A; = ¥(Ay). Pour ¢ > 0, posons
B(e) = {x € H | ||z|| < €}. La proposition suivante sera prouvée au para-
graphe 4.

PROPOSITION. [ est possible de choisir ¢ de fagon que H ait les pro-
priétés suivantes :

(A)  Pour0 <6 <1/2 et pour tout k >0, B(6) N A} est C=.
(B)  Pour tout € >0, B(e) est connexe par arcs.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons que ¥ et H vérifient

(A) et (B).
LEMME 4. H est LC™.

Démonstration. Soit x € H, et soit m tel que A/, contienne z. Soient
0<d<1/2etk>1. Soit f:S™ — B(z,§) N A} une fonction continue. La
fonction g(y) = f(y) — x envoie S™ dans B(0)NAj ,,,; d’apres (A), elle a un
prolongement g : B"*! — B(8) N A},,,,. Alors la fonction f(y) =g(y) +«
est un prolongement continue de f & valeurs dans B(x,d) N A}, . Cela
montre que H et les A) vérifient la condition (H,,) du lemme 2 pour tout
n > 0, d’ou le résultat.

Soit H le complété de H, et soient ¢ et " les fonctions de S dans H
et H induites par .

LEMME 5. ¢’ et ¢" sont essentielles.

_ Démonstration. D’apres les lemmes 1 et 4, l'inclusion de H dans
H est une équivalence homotopique faible, donc il suffit de considérer le
cas de ¢’. Comme v/ est la composée de ¢ et de l'inclusion de S! dans
A(SY), il suffit, d’apres le lemme 3, de montrer que ¢ est une équivalence
homotopique faible. Mais A(S!) est la réunion des complexes connexes
Ay, donc m;(A(SY)) = limm;(Ay) pour tout i > 0 et, comme 1) envoie
homéomorphiquement Ay, sur A;, il suffit de vérifier que m;(H) = ling 7;(Ay),
ce qui résulte du lemme 2 et de la démonstration du lemme 4.

Pour i > 1, soit L; une copie de I'espace de Hilbert, et soit L = @,. L;
la somme hilbertienne des L;. Nous notons r; la projection orthogonale de L
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sur L;. Soit X = \/;2,(S;, *) un compact métrisable qui est un bouquet de
1-spheéres, i.e. chaque (S;,*) est une copie de (S, %), X =J;=, S, S;NS; =
{x} si i # j et le diametre de S; tend vers zéro quand ¢ tend vers I'infini.
Pour tout 4, soit ¥; : S; — L; une copie de 9, i.e. ¥; = 1 o j; ou j; est
un homéomorphisme de (S;, *) sur (S, *). Prolongeons 1; & X en posant
Pi(x) =0 si x ¢ ;. Définissons une fonction continue ¢ : X — L par

— 1

pla) = Tuie).

i=1

Alors, ¢ est un plongement de X dans L tel que ¢(x) = 0 et que p(X \
{*}) soit linéairement indépendant. Soit G le sous-groupe de L engendré
par ¢(X). Evidemment, G est o-compact.

Soit K; le sous-groupe de L engendré par ¢(S;), et soit I?Z son complété.
K; est une copie de H multipliée par 1/i, donc le lemme 5 entraine que
I'inclusion de ¢(S;) dans K; ou I?Z est essentielle. Remarquons que la res-
triction de r; a G rétracte G sur K;; r; rétrz}\cte donc aussi G sur I?,, Par
conséquent, 'inclusion de ¢(S;) dans G ou G est essentielle. Comme tout
voisinage de 0 dans G contient ¢(.S;) pour i assez grand, cela montre que G
et G ne sont pas LC.

Utilisant le lemme 1, il suffit, pour prouver que G et G sont localement
connexes par arcs, de vérifier que, pour tout € > 0, la boule ouverte Bg(e) =
{z € G| ||z|]| < €} est connexe par arcs. Pour ¢ > 0 et i > 1, soit B;(e) =
{r € K; | ||lz|| < €}. Remarquons que tout élément = de G s’écrit = =
oo w; ot x; € K;, x; = 0 pour presque tout i, et que ||z]|? = Yoo, ||z
Si ||z]] < &, nous pouvons trouver des nombres £; > 0 tel que ||z;]| < &;
et que Y .o €7 < 2. La condition (B) nous permet de trouver un chemin
w; : I — By(e;) tel que w;(0) = z; et w;(1) = 0. Si z; = 0, nous supposons
w;(t)=0 pour tout ¢. Alors le chemin w : I — G défini par w(t)=> o, w;(t)
relie x a 0 et, pour tout ¢t € I,

[ee] [ee]
lo@I? = lws®I® <Y _ef <&
=1 =1

4. Démonstration de la proposition. Soit E le bord du carré I?,
et soit D le sous-ensemble de E formé des points ayant au moins une coor-
donnée nulle. Nous identifions S au quotient E/D, avec le point base {0},
et, le carré I? étant muni de la mesure de Lebesgue, nous construirons
comme une fonction de E dans £2(1?) nulle sur D.

Pour z = (2',2%) € E, soit R(z) = {(y*,y?) € I? | 0 < y* < 2* pour
i = 1,2}, et soit ¥(z) la fonction caractéristique du rectangle R(z). Il est
évident que v est une fonction continue de E dans £2(1?), que ¢p~*(0) = D
et que Y(E \ D) est linéairement indépendant.



152 R. CAUTY

Pour simplifier les notations, nous représenterons les points de H sous la

m . m . .

forme z =} ° ngzg aulieude z = ° ) ngp(z,) (ng entiers, z, € E). Si
z # 0, il a, a I'ordre pres, une unique représentation de cette forme ou les z,
sont des points distincts de E'\ D, et nous identifierons z, élément de £2(1?),
a la combinaison linéaire correspondante de fonctions caractéristiques z =

Z;n:l nq(zq) qui le représente.

LEMME 6. Pour k > 1 et 0 < € < 1/2, il existe une homotopie hj, :
Al x I — A} vérifiant
(i) hi(z,t) =z sit=0 ou si z € Aj,_4,
(i) |h% (2, )| < ||z|| + € pour tout (z,t) € A}, x I,
(i) AE((B(1/2 — ) 0 A) x {1}) € 4]_,.

Démonstration. Fixons k£ > 1. Soit P I'ensemble des couples d’en-
tiers > 0. Pour m = (p1,p2) € P, posons w(mw) = p; + pa. Nous associons
a chaque élément z de Aj \ A),_; un couple 7(z) = (p1(2),p2(2)) € P
comme suit : z s’écrit, de fagon unique a lordre pres, z = ZZ;I ngTq ol les

zq = (2},x2) sont des points distincts de E'\ D et les ny des entiers non nuls
Vér'iﬁant Z ue1 Ing| = k. Pour i = 1,2 soit p;(z) le cardinal de I'ensemble
{z%,...,2%,}. Puisque, pour tout ¢, 'un au moins des nombres xé, xg est

égal & un, nous avons 2 < w(n(z)) <m+2 < k+2. Pourm € Petr < k+2,
posons

My ={z€ A\ Ay, |w(z)=m}, Ny=A4;_ U J{M; |w(m) <7}

Il est facile de voir que N, est fermé dans Aj. En outre, Ny = A, _,.
Posant B(1/2) = {z € H | ||z|| < 1/2}, nous allons construire, pour 0 < & <
1/2 et 2 < r <k + 2, une homotopie hiﬂ, c Al x I — A} vérifiant

(') hi .(z,t) =2sit=0ousiz€ N1,
(i) 155, (2, £)]| < [12]] + & pour tout (z,1) € 44 x I,

(i) b5, ((B(1/2) 0 N,) x {1}) € Ny,

Supposons les hj ,. construites. Posons 6 = ¢/(k + 1) et définissons
hs : Al x I — Aj, par

hi(z,0) = z

€ € Z
hi(z,1) = hi,(k+2)—1; (hk (2'7 k——l-1> (k+1)t - 2)
z—|— 1
]{3+1 k+1

Alors (i) résulte de (i’). Par récurrence, on constate que [|h%(z,t)| <
2|l +ic/(k+1)si0<t<i/(k+1),dou (ii). Si ||z|| < 1/2 — ¢, alors, pour

pour (0<i<k).
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0<i<k,
1 1 i€ 1 €
hlz,—— ||| <= —¢ < s - —
‘ ’“(Z k:+1> 2 " TRF1 2 kr1
donc (iii’) entraine par récurrence que hi(z,i/(k + 1)) € N(jy2y—; pour
0 <i<k+1. Puisque Ny = A} _,, (iii) en résulte.

Fixons r < k+2et 0 < e < 1/2. Soit P, = {m € P |wm =r}
Les ensembles M, m € P,., sont deux a deux disjoints et, comme on le voit
facilement, fermés dans A} \ N,_;. Nous pouvons donc trouver des ensembles
Ur, deux a deux disjoints et ouverts dans A} tel que M, C Uy C A} \ N,_4
pour tout m € P,.. Il nous suffira donc de construire la restriction h, de hg .

A chaque ensemble U, x I de facon que h,(z,t) = z si 2 € U, \ Uy, et de
poser hy (2,t) =z si z ¢ U, Us.

Pour obtenir A, nous construirons une fonction auxiliare g : Aj xI — A}
vérifiant

1) g(zt)=zsit=0o0usizé€ N,_q,

la restriction de g a (A}, \ N,_1) x I est continue,

la restriction de g & (N,—1 U M) x I est continue,

llg(z,t)|| <|z|| + € pour tout (z,t) € My x I,

g((B(1/2) N My) x {1}) € Ny,
Supposons g construite. En utilisant (2), (3) et (4), nous pouvons alors
trouver des voisinages {W;}2, de M, dans A, \ N,_; tels que M, =
ﬂfilVVl, que W; € W,y € W;_; C U, pour I > 1 et que les conditions
suivantes soient vérifiées :
6) gz t)| <zl +esizeW et 0<t<1-1/(1+1),
(7)  pour tout z € Wy, il existe 2’ € M, tel que

(
(2
(3
(4
(

~— — — —

5

1
llg(z,t) — g(z',t)|| <2d(z,N,_1) pour0<t<1-— i1

Prenons alors une fonction continue A : A} \ N,_1 — I telle que A71(1) =
My, A7H0) D AL\ (Npop UWh) et 1= 1/1 < Mz) < 1 -1/ 4 1) si
z € W, \ W;_;. Définissons enfin h, par

ho(2,8) = 9(z,tA(z)) size A} \ Ny_q,
TN 2 siz€ N,_1.

Notons que hy(z,t) =zsit=0ousize€ A, \ Wy D (U, \ Uyr) UN,_1.
D’apres (2) et (3), pour prouver la continuité de h,, il suffit de vérifier que
si {(zs,ts)} est une suite de points de (W7 \ M) x I telle que {z;} converge
vers un point zo de N,_1, alors {h,(zs,ts)} tend vers zy. Soit I tel que
zs € Wi, \W;_41. D’apres (7), il existe z, € M, tel que ||g(zs,t) —g(zL, t)|| <
2d(z,N,—1) pour 0 < ¢t < 1 —1/(ls +1). En particulier, ||z, — z| =
llg(zs,0) — g(2%,0)|| < 2d(zs, Ny—1), donc la suite {z.} tend aussi vers z.
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Puisque g(zo,t) = zo pour tout t, il résulte de (3) que {g(z.,tsA(zs))} tend
vers zg. Mais

17 (25, ts) — g2, ts A (2)) | = l9(2s, tsA(25)) — g(z5, ts A (25))
< 2d(zs, Ny—1)

d’apres (7) puisque A(zs) <1 —1/(ls + 1), ce qui entraine que {hr(zs,ts)}
converge aussi vers z.

La condition (ii’) résulte de (4) et (6) car si hy(z,t) # z, alors h;(z,t) =
gz, t')yout < Az) <1-1/(1—1)size€ W\ W_1. Enfin, si z € M,,
hx(z,t) = g(z,t), donc (iil’) résulte de (5).

Soit U I’ensemble des sextuplets u = (uy,)> _, de réels vérifiant 0 < ug <
up <wuz <wus <1, up < ug < ug < us, Uz = Ug Sl U = U, Uz = Ug S
u] = ug et uy = us si ug = us. Pour u € U, soit a(u) la fonction de I dans I
qui est 'identité sur [0, ug] et [us, 1], envoie uy sur ug, us sur uy et est linéaire
sur [ug, u], [ul,U3] et [U3, us]. Définissons des fonctions ay(u), as(u) de E
dans E par ax (u)(z,2%) = ((u)(z), 22) et as(u)(z",2%) = (21, alu)(z)).
Comme «;(u)(D) C D7 a;(u) se prolonge en un endomorphisme @;(u) de
H si lon pose, pour z = ZZ;l NgTq, 0;i(u)(z) = ZZ;l ngoy(u)(xg). Il est
facile de voir que, pour tout £ > 1, @;(u)(A},) C A}, et que @;(u)(z) dépend
continiiment de (u, z) € U x A} (mais cette fonction n’est pas continue sur
UxH).

Pour construire g, nous distinguerons deux cas.

PREMIER CAS : 7 = (1,1), donc r = 2 et N,_; = A} _,. Alors tout
point de M est de la forme z = +kx on z € E'\ D. Pour 0 <t < 1, soit
u(t) =(0,1/2,(1 —¢)/2,1,1,1) € U. Définissons g par

g(z,t) = {Sl(u(t)) o ag(u(t))(2) 21 i g ﬁ;_\lz‘lk 19

La condition (1) est évidemment vérifiée. La continuité sur (A} \ Aj_;) X
I résulte du fait que @;(u)(z) dépend contintiment de (u,z) € U x Aj.. 11
est facile de vérifier que, si z = +kx, alors ||g(z,t)|| < ||z|| pour tout ¢, d’oil
(4). Pour voir (3), remarquons que si z, = kx, € M, et si la suite {2z}
converge vers zg € Aj_,, alors {z} tend vers D, donc zp = 0, et la suite
{9(zs,ts)} tend vers 0 quels que soient ¢4 puisque ||g(zs,ts)|| < ||zs||. Enfin,
si z = +kz, ot x = (2!, 2?), vérifie ||z|| < 1/2, alors celui des nombres z?,
qui est différent de 1 est < 1/2, donc g(z,1) =0, d’ou (5).

DEUXIEME CAS : 7 = (p1,p2) # 1. Supposons par exemple p; # 1. Si
z = ZZL:1 ngr, est la représentation d’un élément z € M telle que les z,
soient des points distincts de E'\ D, soient 0 < 01(2) < ... < 0,.(z) <1
les p; points dQ Pensembles {zf,..., 2} (i = 1,2). Il est facile de voir que
les fonctions 0;- sont continues sur M, donc peuvent se prolonger en des
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fonctions continues, encore notées 9;, sur A \ N,_1. Nous supposerons ces
prolongements choisis de facon que, pour i = 1,2, 0 < §i(2) < ... < H;i(z)
< 1 pour tout z € Aj \ N,_1, et nous poserons 64(z) =0, 0], ,,(z) =1 et
5;(2) = 9;+1(z) — 9;-(2) pour 0 < j < p;.

Pour z € A}, \ Ny_1, posons pu(z) = inf{€}(z) i =1,2, 0<j <p; —1}.
Pour n > 0, soit

V(n) ={z € Mx | u(z) <n}.

11 est facile de voir que les ensembles N,_; UV (n), n > 0, forment une base
de voisinages de N,_q dans N,_q U M.

Pour z € H et 0 <t <1, posons

Xzt = [ (6 2)7 da®, XP(z,0) = | (22, 1)) da,
0 0

ce qui a un sens puisque nous identifions canoniquement z a une fonction

combinaison linéaire de fonctions caractéristiques. Si z€ M, et 0 <j <p;,
1 1 1 1 1

alors x'(z,t) est constante sur ]0;(2),0;,,(2)[. Nous noterons x;(z) cette

constante (en convenant que x, ,(z) = 0si 6, (z)=0} ,,(z)=1). D’apres

le théoreme de Fubini,

2 =Y & (2)x; (2)-
7=0

LEMME 7. Soient z € My et 0 < j < p1. Six;j(z) < 1/3, alors xj_,(2)
> 2/3.

Démonstration. Siz = Z;n:1 ngxq ou les x, sont des points distincts
de E'\ D et les ny des entiers non nuls, il y a un indice gy tel que z4, =
(0j(2),1). La fonction z est constante sur chaque domaine 16} (z), 0}, (2)[ x
107(2),07,1(2)[ (0 < a < p1, 0 <b < py); soit cqp cette constante. Nous
avons

P2
Xj(2) =Y E(2)c,
b=0

Soit S I'ensemble des indices b tels que ¢, = 0. Puisque les ¢j, sont
des entiers, si xj(z) < 1/3, alors Y-, ¢ &7(2) > 2/3. Remarquons en outre
que ¢;_1,5 = Cjp + Ng,; Puisque ng, # 0, les entiers c;, et ¢;_1, ne peuvent
s’annuler en méme temps, d’ou

P2
1 20,72 2
X;-1(2) = Zfb(z)cj—l,b = Zgb(z) >2/3.
b=0 bes
Soit L = p; + 1 + p? + p3. La fonction g sera construite en L étapes.
Pour simplifier les notations, nous paramétrerons g par [0, L] au lieu de I,
et nous lui imposerons la condition suivante qui, avec (1), entraine (4) :
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(4)  Pour tout entier a < L,
lg(z,a +s) —g(z,a)|| <e/L V(z,8) € My x1I.

La condition (1) définit g(z,t) pour t = 0 ou z € N,_;. Nous construi-
rons, pour tout entier ¢ < L, un entier i, = 1 ou 2, une fonction continue
Ao : A) \ N,_1 — I et une fonction continue v® : (A}, \ N,—1) x I = U, et
noud définirons u® : (A} \ Ny—1) x I — U par u®(z,s) = v*(z, A\,(2)s). La
restriction de g a (A} \ Ny—1) X [a,a + 1] sera alors définie par

g(z,a+s) =a;, (u(z,5))(9(z,a)), 0<s<1.

La condition (2) résultera de la continuité de @;(u)(z) sur U x A;. En
méme temps, nous définirons inductivement des fonctions continues 9; :
(A, \ Ny—q) X [0,L] = 1 (i=1,2, 0 <j <p;+1) comme suit : 5;(2,0) =
0’ (z) et pour a entier < L et 0 <5 <1,

a(u® (z, 5))(0i(z,0)) sii=i,,
0’ (z,a) sii#iq.

Alors, pour tout point z = Z;nzl ngty € My, g(z,t) sera de la forme

§§(z,a+s) = {

ZZ;I nqxq(t) (les z4(t) n'étant pas nécessairement distincts et pouvant ap-
partenir & D) et nous aurons {z¢(t),...,z¢ (t)} = {5§(z,t),...,5;i(z,t)}.
Nous poserons

g;‘(z’t) = §§+1(2,t) - 5;-(2,75),
fi(z,t) = inf{€(z,t) | i=1,2, 0<j <p; —1}.

Soit § =¢*/(2k*L?). Pour z € My, soit J(z)={j € {0,...,p1} | & (2) >
26}. Puisque (p1 +1)0 = (p1 + 1)e?/(2k*L?) < 1/8, J(z) # 0, donc nous
pouvons poser o(z) = inf{xj(z) | j € J(2)}. Pour z € M, N B(1/2), nous
avons

4z 2= Y e 2 o) Y g =e@)(1- Y 6)

jed(z) jed(z) JEI(2)
> 0(2)(1 — (p1 4+ 1)20) > 3p(2)/4,

ce qui donne o(z) < 1/3 pour z € M, N B(1/2).

Pour 0 < j < py, soit Fj = {z € M:NB(1/2) | j € J(2) et xj(2) = 0(2)}.
Les ensembles F; sont fermés dans M, recouvrent M, NB(1/2) et, d’apres le
lemme 7, F;NF; = (si|j—j'| =1. Nous pouvons donc trouver des ensembles
G, ouverts dans Aj \ N,_; tels que F; C G, pour tout j, G,NGj =0 si
lj =3l = 1 et que & (2) > 3§ pour tout z € G;.
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Pour 0 < a < p1, nous poserons i, = 1, et nous construirons g sur
A\ Ny_1) x [0,p1 + 1] de facon & vérifier les conditions suivantes :

8) g(M, x {t}) C M, pour 0 <t <pj+1,

) g(V(9) x {t}) C V(6) pour 0 <t <py +1,

10)  siz € V(§/2), alors g(z,t) = z pour 0 <t <p; + 1,

11)  size Fj,0<j <py,alors g(z,t) € V() pour j +1 <t <p; + 1.

Ne)

(
(
(
(
(

Pour cela, nous choisirons la fonction A, de fagon qu’elle s’annule sur
[AL \ (Ny21 U Go)] UV (6/2) et soit égale a un sur F, N (M, \ V(9)), et
nous définirons inductivement v%(z,s) = {v%(z,s)}>_, comme suit, pour
zeA;\Nr,l et 0<s<1:

v)(z,s

= vg 2,8)=0._(z,a) sia>1,

) (
W(z,8) = 01(2), v¥(z,5)=0.(z0) sia>1,
vh(2,5) = max(6;(2), (1 — 5)01(2) + s(03(2) — 9)),
08(25) = min(BL (2, ), (1 — 5)8L(2,0) + 5@y (2,0) +6)) sia>1,
0o (2,8) = 03(2), % (z,8) =0%.,(z) sia>1pourm=34,5.

Quels que soient z et s, aj(u®(z,s)) est un homéomorphisme de (E, D)
sur (E, D), ce qui entraine (8). Pour obtenir (9), il suffit de montrer que
si z € V(0) et sii,j sont tels que £4(z) < 4, alors g”(z t) < &i(z) pour
0<t<p;+1. Soit 0 <a < pq, et supposons cela vrai pour 0 <t < a. Par
construction de u®(z, s), nous avons, pour 0 < s < 1, £Z(z a+s) < £Z(z a) si
(1,7) # (1,a), et si (4,5) = (1,a), alors {}(z,a +s) = 53-(2, a) car sinon nous
aurions u§(z,s) # uf(z,s), donc A\,(z) # 0; alors z appartiendrait a G,
donc vérifierait £1(z) > 24, ce qui est absurde, donc (9) est encore vérifiée
pour a <t <a-+ 1.

Siz e V(§/2), alors A\,(2) = 0 pour tout a, ce qui entraine (10). Compte
tenu de (9), il suffit de vérifier (11) quand z € F; \ V(5). Alors \j(z) =
Si j = 0, la définition de u° montre que E (2,1) = §. Puisque Go NGy =0,
nous avons g(z,t) = g(z,1) pour 1 < ¢ < 2. La définition de u? pour
j > 2 montre alors que 01 (z,t) = 0}(2,2) et 0i(z,t) < 63(z,2) pour t > 2,
d’ott £X(z,t) < fl(z 1) pour t > 1. Sij > 1, alors 5] 1(z,j +1) =9 et,
pour t > j +1, 6?] (z,t) = HJ (2,7 + 1) et Gl(z t) = 91(2 Jj+1), dou
£j(z,t) = £j(z,] + 1), ce qui donne (11).

Puisque N,_1 UV (§/2) est un voisinage de N,_; dans N,_y U M, (10)
garantit que g est continue sur (N,_1 U M) x [0,p1 + 1]. Il ne reste plus
qu’a choisir A\, de facon que (4) soit vérifiée. Pour cela, il suffit de montrer
que
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e (v(z,5)(g(z,a)|| < |lg(z,a)|| +e/L pour z€ F, et 0 <s <1,

car on pourra alors trouver un voisinage G/, de F, contenu dans G, tel
que cette inégalité soit vérifiée pour z € G/, et 0 < s < 1, et il suffira de
prendre A\, nulle hors de G/,. Remarquons que, puisque nous ne touchons
pas la deuxieme coordonnée, nous avons, pour z € M,, 0 < j < p; et
0<t<pi+pi+1, xj(g(z1)) = xj(2). Pour z € F,, les fonctions g(z,a) et
g(z,a+ s) = @1 (v*(z,s))(g(z,a)) ne different que sur une bande [a, 5] x I
ou [a, 3] est contenu dans un intervalle [gl(z a),9]1+1( a)] avec |j —al = 1.
Pour y € Jov, B[, xj(9(2,a),y) = xj(2) et X' (9(z,a+5),y) = x4(2) = 0(2) <
1/3. D’apres le lemme 7, xj(z) > 2/3, d’ot [|g(z,a + s)||* — [|g(z,a)[]* =
o = Bl(o(2) — x;j(2)) < 0.

Pour z € M, posons po(z) = i(z,p1 + 1). Il résulte de (11) que po <9
si 2 € M, N B(1/2). Nous construirons g|(A} \ N,._1) X [p1 + 1, L] de facon
qu’elle vérifie

(12) |§§(z,a—|— s) — gé(z,a)| < pp(z) pour z € My, p1+1<a<L—1et
0<s<1, _

(13)  pour z € M, N B(1/2), &(z,L) = 0 pour tout couple (i, ) tel que
£ (z,p1 +1) = po(2).

Evidemment, (13) entraine (5). La condition (12) entraine la continuité
de g sur (N,_1 UM;) X [p1 + 1, L]. Pour s’en convaincre, il suffit de vérifier
que si {(z;,%)}72, est une suite de points de M, X [p1 + 1, L] convergeant
vers (zo,tp) € Ny—1 x [p1 + 1, L], alors cette suite a une sous-suite dont
I'image par g converge vers zg.

Soit z; = Zgl(ll) ng(D)zq(l). Puisque m(l) et les [n(l)| sont majorés par
k, nous pouvons, quitte a passer a une sous-suite, supposer que m(l) = m
et ng(l) = ny ne dépendent pas de [ et que, pour tout g, la suite {z,(l)}
converge vers un point x, de E. Alors zp = Z;’;l nqexqe. Comme chaque x4(1)

est de la forme (6’1 (z1), 932( z1)) avec 1 < j; < p;, nous pouvons supposer que

z4(1) = (6], (q)(= ),9]22( )(21)) ou j;(q) ne dépend pas de [, et que les suites

{(Héi(q)(zl)}jﬁl ont des limites Géi(q); alors z, = (6} 6]2@) Par construc-

Ji(a)’
tion de g, g(z1,t)=3",1 ) ngq(l,t1) ot z4(l, 1) = (91 (q )(Zl,tl),ej (q)(zlatl))'
Puisque {z;} tend vers zyp € N,_1, {1(z)} tend vers zéro. D’apres (10),
pour [ assez grand, g(z;,t) = z pour 0 < t < p; + 1, donc 9§(zl,t) =
0 Ezl) quels que soient i et j et po(z) = /i(zl) Alors, (12) implique que
{]Q;(zl,tl) — 0%(21)|} tend vers zéro, donc {6%(z;,1)} a la méme limite que
{05(21)}, ce qui entraine que {z,(/,#;)} a la méme limite que {z,(l)}, donc
que {g(z;,t;)} tend vers Z;n:l NgTq = 2.

Soit 77 Pensemble des couples ordonnés 7 = (j1,j2) d’entiers distincts
vérifiant 0 < j; < p; —1et 0 < jo < p;. Tp contient p? éléments. Soit
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T ~ a, une bijection de 77 sur {p; +1,...,p1 +p?}. Pour 7 = (j1,j2) € T1,
posons
Ky = {z € My B(1/2) | € (2.pn + 1) = pio(2) et &, (5,01 +1) > 26},
Q. ={z € M, N B(1/2) | €, (z,p1 +1) < 30/2}.
Les ensembles K et (), sont disjoints et fermés dans M. Notons que si
z € M. N B(1/2) et 8"l existe j; < py tel que po(z) = &} (z,p1 + 1), alors
il existe 7 € T7 tel que K, contienne z. En effet, comme (p; + 1)26 < 1, il
existe ja tel que f;g(z,pl +1) > 20, donc z € K, avec 7 = (j1, Jo2)-
Pour p1 +1 < a < py —i—p%, nous poserons i, = 1 et si a = a, avec
7 = (j1,j2), nous prendrons ), telle que \;1(1) = K, et que A\,(2) = 0 si
2 € Q; et nous définirons v(z, s) = {v2(z,5)}>,_, comme suit :

(a) si j1 < ja2, alors

vi(2,5) = 0,11 (2, 0),

vi(z,8) = 0}, 11 (2,0) — s7a(2) min(po(2), €}, (2, a)),
vg(z,8) = 5}2(2, a),

v§(2,5) = 0,(2,0) — s7a(2) min(po(2), &}, (2,0)),
vi(2,8) = 0,11 (2, 0),

(b) si jo < j1, alors

vg(z,8) = 5}2(2, a),

vi(2,8) = 0],14(2,0),

v3(2,5) = 01, 1 (2, a) + s7a(2) min(po(2), €, (2, a)),
vg(z,8) = 5}1(2,(1),

vi(z,5) = 0}, (2,0) + s7a(2) min(po(2), €L, (2,a)),

ve(z,s) = H}IH(Z,CL).

Dans ces formules, 7, est une fonction continue de A} \ N,_; dans [
égale & 1 sur K, et a zéro sur R, = {z € A}, \ N,_1 | 5]12(2,&) = 0}, dont
la présence est destinée a garantir que v§ = v§ si vy = v{ et que v§ = vg si
v§ = vg. Pour qu’il existe une telle fonction, il faut que les fermés K, et R,
de Aj \ N,_; soient disjoints. Mais si z € M et si 5]1-2 (z,a) = 0, on déduit
de (8), de la définition des v et du fait que AL (1) = Ky pour tout 7/
quil existe un 7" = (j,73) tel que ji = ja, ar < a et A, (2) = 1, donc
z€ K, C M,NB(1/2), dou gjl-z(z,pl +1) = po(z) <6, donc z n’appartient
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pas a K.

La condition (12) est évidemment vérifiée. Concernant (13), remarquons
que si z € M, N B(1/2) et s'il existe jo < p; tel que pg(z) = 5]10( z), alors la
fonction t ~ E}O (2,t) décroit sur [py+1, p1 +p3+1] et sannule en p; +p? +1.

En effet, si a = a, avec 7 = (j1,72), le seul intervalle ]gl(z a),Hjl_H( a)l
que a(u®(z,s)) peut allonger est celui d’indice jo, mais cela n’arrive que si
Aa(z) # 0, donc si 5}2 (z,p1 +1) > 36/2; alors jo # jo, car pg(z) < § d’apres
(11), donc la fonction décroit. Comme nous I’avons remarqué, il existe j tel
que 7 = (Jo,j) € T1. Mais alors 7,_(z) = Aq.(2) = 1 et, d’apres le choix des
v, & (2,0, +1) =0> &5 (2,p1 +p7 +1) > 0.

Reste a choisir A\, de facon a vérifier (4'). Pour cela, prenant d’abord A\,

arbitrairement, il suffit de montrer que
lg(z,a + s)|| < |lg(z,a)|| +&/L pour z € M;NB(1/2) et 0 < s < 1.

Cette inégalité sera alors vérifiée pour 2 dans un voisinage de M, N B(1/2)
et 0 < s <1, et il suffira de multiplier la fonction initiale par une fonction
nulle hors de ce voisinage et égale & 1 sur M, N B(1/2) pour obtenir la
fonction )\, cherchée. Remarquons que, pour ¢t < p; +p? +1, 2 € M,
et 5}(2’,15) <y < 5}“(2',15), nous avons x;(g(z,t),y) = xj(z), d’ot, pour
z e M, ﬂ§(1/2) p+l1<a<p +piet0<s<l,

lg (=, a)ll* = Z& za)x;(2),  llg(za+9))* = Z& (z,a+ 8)x;(2)-

a

D’apres le ChOlX de v, sia = a, avec T = (]1,]2), alors fj(z,a +s) =

£ (z.a) pour j # ji,jz et §)(2.a + ) = £}(z,a)| < po(2) < 85 j = ji ou
ja2. Comme 0 < X} (2) < k2, il en résulte que

lg(z,a + )1 < llg(z, )|* + 20k = ||g(z, a)l|* + /L2,
d’ou 'inégalité souhaitée.

Pour p, —|—p%—|—1 < a < L—1, nous posons i, = 2 et procédons comme nous
I'avons fait pour p; +1 < a < p; +p?, mais en utilisant la deuxiéme variable,
de facon que si z € M,NB(1/2) et si jo < po est tel que po(z) = 5?0 (z,p1+1),
alors E?O (z,L) = 0. Pendant ces opérations, les nombres g}(z,t) ne varient
plus, donc aussi %(Z,L) = g}(z,pl +p?+1)=0si 2z € M, N B(1/2) et
& (z,p1 +1) = po(2), d’otr (13).

Ceci acheve la démonstration du lemme 6.

Preuve de la proposition. (A) Il faut montrer que, pour 0 < § < 1/2,
E > 1 et m > 0, toute fonction continue f de S,, dans B(d) N A} est
inessentielle. Posant n = $(§ — sup{||f(z)|| | z € S™}) > 0, il suffit pour
cela de construire une homotopie g : (B(6 —n) N A}) x I — A}, vérifiant
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(1) 9(2,0) ==
@) gzl < =l +n/2,
3)  g((B(6 —n)nAy) x{1}) = {0}

Pour cela, posons ¢ = n/k. Le lemme 6 nous fournit, pour 1 < j < k,
une homotopie h5 : A} x I — A vérifiant

(1) h;(Z,O) =z,
(i) [[n5(z, )l < [l + &,
(iil) h2((B(6 — ) N AY) x {1}) € A",

Il est alors facile de voir que 'on peut définir g par

9(2,0) = 2,

oy .
g(z,%) :hi_i<g<z,%>,t> pour 0<i:<k—1let0<t<I1.

(B) 1l suffit de montrer que, pour tout z € H, il existe un chemin w :
I — H tel que w(0) = 0, w(l) = z et [|w(t)]| < ||z|| pour tout ¢; cela
peut se faire par récurrence sur le nombre m(z) = m dans la représentation
z =300 gy (Tq = (z3,x2) € E). Sim =1, z = nx avec z = (1, 22).
Si, par exemple, 22 = 1, il suffit de prendre w(t) = nz; ou z; = (txy,z2).

Si m(z) > 1, soit gy tel que z4, # (1,1); par exemple :Céo < 1. Pour
—xp <t <1 -, soit y(t) = (xg +t,x2), et soit z(t) = ngy(t) +

q0’
D gtqo Ma%q- 1l est facile de voir que |2()]|? est une fonction linéaire sur
1

tout intervalle [«, 8] tel que Ja + xéo, B8+ xéo[ ne contienne aucun des z,
avec q # qo. Se déplagant vers la gauche ou la droite selon le cas, on peut
donc relier, sans augmenter la norme, z & un point 2z’ = z(tg) tel que ou
bien y(ty) = 0, ou bien y(ty) = z, avec ¢ # qo, ou bien y(tp) = (1,1). Si
m(z') < m(z), 'hypotheése de récurrence s’applique. Si m(z’) = m(z), le
méme procédé, appliqué & z’, permet de le relier, sans augmenter la norme,
a un point 2" tel que m(z") < m(z’).
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