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Le but de cette note est de montrer que le principe du maximum, méme
dans une version affaiblie, n’est pas vérifié pour la classe des opérateurs
paraboliques du type d/dt + L, ou L est un opérateur différentiel ellip-
tique d’ordre 2 sous forme divergence a coefficients complexes mesurables et
bornés en dimension supérieure ou égale a 5. Le principe de démonstration
repose sur un résultat abstrait de la théorie des semi-groupes permettant
d’utiliser le contre-exemple présenté dans [MNP] a la régularité des solutions
faibles pour cette classe d’opérateurs elliptiques.

Soit A(x) = (ai;(x))1<i,j<n une matrice a coefficients complexes, mesu-
rables définis sur R, n > 1, (uniformément) accrétive et bornée au sens ou
il existe § > 0 tel que

(1) VEeC" ReA(x)é-€>6lE pp.,

(2) [A]loo < 671

On a posé |[Allec:=sup{|A(z)¢ -7 : z € R", {n € C", [¢] = [n] =1}, la
borne supérieure en x étant comprise au sens de L°.

Considérons le probleme parabolique

(P) { Oyu — 22]‘:1 0z, (aij0y,u) =0 sur Q = R"x]0,T7,
ou les égalités sont prises en un sens approprié. Pour cela, nous prenons le
point de vue abstrait des semi-groupes.

Pour A vérifiant (1)-(2), on appelle L = —div A V 'opérateur maximal-
accrétif sur L?(R") dont le domaine D(L) C H'(R") est le plus grand
sous-espace de H'(R") tel que

(3) (Lf,g9)=\AVf Vg, feD(L), gcH'R").

uo = f sur R™,
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L’inclusion ci-dessus est dense (cf. [K]). D’apres le théoreme de Hille-Yo-
sida, —L engendre un semi-groupe contractant S; = e~ '’ sur L?(R").
Alors u(t) = Sif est l'unique solution du probleme (P) dans la classe
C([0,T]; L3(R™)) N C1(]0, T]; L?(R™)) lorsque f € L?(R™). De plus, u(t) €
D(L) pour tout ¢ > 0 ([Y]). Remarquons que cela entraine que u est une
solution faible sur @) de la premieére équation dans (P).

Lorsque les coefficients a;; sont réels, S; se prolonge en un semi-groupe
contractant sur tous les espaces LP(R™), 1 < p < oo (avec les précautions
d’usage si p = 00). En particulier,

(4) sup [u| < sup|f|.
Q R

C’est le principe du maximum. La premiere preuve sous ces hypotheses
semble étre dans [AS] (voir aussi [Ar2]). (Merci & L. Saloff-Coste pour cette
information.)

On peut se demander ce qu’il advient si les coefficients sont complexes.
Le probleme est I'existence d’une constante c, en général plus grande que 1
([0]), indépendante de f et u solution de (P) telle que

(5) sup [u| < ¢ sup|f].
Q R”

Ceci constitue un principe du maximum faible. De telles inégalités appa-
raissent dans les travaux de Miranda et d’Agmon (cf. [Ke]).
L’inégalité (5) est connue dans les cas suivants :

(i) sin =1 ou 2 avec ¢ = ¢(n,d), ou 0 est définie par (1)—(2) ([AT1],
[AMcT]);

(ii) si n > 3 et si A est une perturbation L> d’une matrice elliptique
réelle Ay (non nécessairement constante ni symétrique) : [|A — Apllec <
e(n, Ap) et ¢ =c(n,d,¢e) ([A]);

(iii) si A posséde un module de continuité w et ¢ = ¢(n,d,w,T) ([A]).

Le but de cette note est de montrer que S; n’est pas nécessairement
borné sur tous les LP(R™). En particulier, ceci fournit un contre-exemple
a (5).

THEOREME 1. Soient n > 5 et T > 0. Il existe L = — div AV vérifiant
(1)~(2) et, pour tout k > 0, f € L*(R™) N L>®(R") avec ||f|loo = 1 tels que
la solution u du probleme (P) vérifie supg |u| > k.

Dans [AT2], un contre-exemple & 'estimation gaussienne pour le noyau
du semi-groupe est présenté lorsque n > 5. Remarquons qu’une telle estima-
tion entraine (5). La réciproque naturelle est : étant donné L = — div AV
vérifiant (1)—(2), est-il vrai que (5) pour les solutions de (P) et celles du
probleme adjoint entraine une estimation gaussienne pour le noyau du semi-
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groupe e~ 'L? La réponse est positive lorsque ¢ = 1 dans (5) ([C1]), mais si
¢ > 1 nous n’en savons rien.

Nous procédons différemment. La démonstration repose sur 'interpola-
tion complexe et la théorie des semi-groupes holomorphes combinées a des
méthodes assez classiques pour les EDP paraboliques. On utilise notamment
une inégalité de Caccioppoli parabolique.

On désigne par ||R||,,, la norme d’un opérateur borné R de LP?(R™) dans
Li(R™). Le résultat suivant est la clef de votte.

THEOREME 2. Soientn > 3, T > 0,2 < q < oo, et L = —divAV
vérifiant  (1)—(2). Supposons que Sy soit borné sur L1(R™) avec
supgoi<r [|Stllg.q = M < oo. Alors pour tout p € [2,q[, toute solution

p
loc

faible u de L appartient a Ly et [lul|pr < c(n,d,M,p,q, ||u||H11 ).

Rappelons qu’une solution faible de L sur un ouvert {2 de R™ est une
fonction u € HL (1) telle que

(6) {AVu- Ve =0
pour toute ¢ € C§°(£2).

Preuve du théoréme 1. Dans [MNP], les auteurs construisent
pour chaque n > 5 un opérateur L comme ci-dessus, ou A est homogene
de degré 0 (i.e. A(Ax) = A(z) pour tout A > 0 et tout = € R™) et une
solution faible de L sur R™ qui est de la forme u(x) = |z|"*G(x/|x|), ou
s € Cavec 0 < Res < 1/2 et ou G est lipschitzienne sur la sphére unité.
En particulier, u ¢ LY (R™) si pRes > n. On déduit alors du théoréme 2
que le semi-groupe associé n’est pas uniformément borné sur L?(R™) pour
qRes > n, i.e. pour chaque T > 0,

(7) sup {|St(lq,q = 00
0<t<T

Observons, en outre, que ||St|/4,4 est indépendant de ¢t > 0. En effet, par
un changement de variable, il vient pour s > 0, S;s = e ¥l = V- le ths

S

ot Ly = —div A,V avec A,(z) = A(s'/?2) et ot V est défini par Vi f(z) =

f(s/2z). On a donc ||Sislg.q = lle7t¢[l4.q- De plus, 'homogénéité de A
implique Ls = L et |[e"*2||,.4 = |St]l4.q- Par suite, (7) devient
(8) 1Stllq.q =00, ¥t >0.

Finalement, fixons ¢ > 0. Comme L?(R") N L>°(R") est dense dans
L1(R™) et que ||Sef|l2 < || fl|2, le théoréme de Riesz—Thorin et (8) entrainent
que

sup{||S¢ flloo : f € L2(R™) N LP(R™), || f|lsc = 1} = oc.
Ceci démontre le théoréme 1.

On a en fait montré un énoncé plus fort dont voici une forme possible.
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PROPOSITION 3. Soit n > 5. Il existe L = —div AV vérifiant (1)—(2)
tel que |le || .00 = 00 pour tout t > 0.

On a déja remarqué que l'inégalité

sup He*tLme < ¢(n,d)
t>0

est vraie pour la classe des opérateurs L = — div AV vérifiant (1)—(2) si la
dimension est 1 ou 2. Le cas des dimensions 3 et 4 est ouvert.

Il reste & démontrer le théoreme 2. Par commodité d’écriture, on suppose
que T = o0, la preuve étant identique dans le cas T < co. La preuve se
décompose en plusieurs étapes, la premiere étant un résultat abstrait sur les
semi-groupes analytiques que l'on trouve dans [C2].

PROPOSITION 4. Soit (T}) un semi-groupe analytique borné sur L*(R™)
de générateur B, et borné sur L"(R™) avec 1 < r < 2, tel que

9) I£ll2 < CIAIRKBS, HIT072, ¥feD(B)N LT (R™),
ot a=(1+n(l/r—1/2))"t. Alors
(10) [Tl < Ct=/DA/=1/2) -y 5,

En effet, il découle de (9) appliqué a T} f et des hypotheses que
IZifll2 < CIFIRECD2f 17", Ve >0, Vf € LAR™) N LT(R™),
et 'on conclut avec le lemme d’extrapolation de [C2], section 3.

Cette proposition s’applique a S}, dont le générateur est —L*, avec r =
q/(q —1). En effet, la continuité sur L"(R™) est I’hypotheése du théoréme 2.
De plus, S; admet une extension holomorphe contractante sur L?(R"™) en
vertu de la remarque suivante. Il existe un angle w € ]0,7/2][ tel que e*% A
soit uniformément accrétive et bornée si || <y < w. Donc

On applique alors les résultats de [K] par exemple : I'extension holomorphe

, . _ 4,10 .
S, est définie par S, = e~ "L pour z = te?’ dans le secteur |argz| < w

et ||S;]l2,2 < 1. Enfin, I'inégalité a la Nash (13) est une conséquence de
I'inégalité de Gagliardo—Nirenberg

£l < CIFIZIV I,
et de (11) ou § = 0. On a donc
(12) 1St ]lq,2 < Ct=(/DA/2=VD -yt >,

L’étape suivante consiste & localiser (12). Pour cela, suivant 'idée de
Davies [Da] pour I'estimation gaussienne du noyau de S, on introduit

S2 = {8 {eM),
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ou A € C et ol 9 est lipschitzienne, a valeurs réelles et telle que [|[Vi||o < 1.
On a noté {m} lopérateur de multiplication ponctuelle par m.

Remarquons que [|S2|,.q = [|SF¢*||,.4 car la conjugaison par des expo-
nentielles complexes e*¥| 1 € R, ne modifie pas la norme d’un opérateur
agissant sur les espaces de Lebesgue. On tire donc de (12) que

(13) ||5tw\|q,2 < ot~ /2A02=1/9) -y s, Vi € R.

D’autre part, S2 est un semi-groupe holomorphe sur L?(R") pour chaque
A et il dépend analytiquement de (z, ). Pour en estimer la norme d’opéra-
teur sur LZ(R"), on suppose A € R. Pour z = te?¥ avec || < w, S est le
semi-groupe engendré par

_eiGL(A) _ _{e—)\q,b}eieL{e)u,b}‘
Soit v < w. Pour une constante o ne dépendant que de n, 9, et v, I'inégalité
de Garding
Re(e"LNVf, f) > 6,V fI3 —aX?|fI3,  feDELW), |6] <,

que l'on obtient par un calcul a partir de (3) et par I'inégalité de Cauchy—
Schwarz, entraine

(14) ||S§‘||272 < eo“z‘(ReA)g, VA eC, Vz, |argz| < 7.

Fixons p € ]2, ¢[ une fois pour toutes. En appliquant & partir de (13) et
(14) le théoréeme d’interpolation de Stein [SW], une premiere fois & z = ¢
fixé et une deuxieme fois & A € C fixé, on voit que S} admet un prolonge-
ment analytique comme opérateur de L?(R™) dans LP(R™) dans un secteur
larg z | < w, indépendant de A avec I'estimation suivante : pour tout v < wy,
il existe des constantes strictement positives (dont la valeur n’est pas im-
portante) a, 3, ¢ ne dépendant que de n,p,q,d, M, telles que

(15) 152 ],z < el PN vz, Jargz| < v, ¥AER.

Le résultat suivant s’inspire du lemme de Gaffney [Dal]. Si E,F C R"
sont deux ensembles, leur distance de Hausdorff est définie par

dE,F)=inf{lzr —y|:z € E, y€ F} =inf{d(z,F) : x € E}.

LEMME 5. Soient E, F C R"™ deux ensembles mesurables tels que d =
d(E,F) > 0. Alors pour tout f € L*(R™) avec supp f C F,

(16) 1S. fllo(e) < cla|Pem /Gl £y, Jarg 2| <,
ol ¢, 3,y sont les constantes de (15).

Preuve. Posons ¢(z) = d(z, F) et soit A > 0. Comme (x) = 0 pour
r € F,ona

S.f=8.(e"Wf)=e M f
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et donc

152 fll Loy < €lz]Pe#N sup e =20 @) £,
xeFR

— 2 —
< cfz| PN e £

Il ne reste qu’a optimiser le choix de .

L’inégalité (16) est la version locale annoncée de (12). L’étape suivante
consiste a en déduire une autre estimation locale.

COROLLAIRE 6. Sous les hypothéses du lemme 5, si 0 < t < d? et
g €LV (E),

(17) IVStgllcemy < et 2 gl L gy,

ot p' est l'exposant conjugué a p, et a > 0 ne dépend que de n et de
dans (15).

Pour démontrer ce corollaire, on s’appuie sur une inégalité de Caccioppoli
parabolique. Soit g € LP (R™) supportée dans E et supposons que ||g,» = 1.
Posons u, = S}g. Soit F = F + B(0,d/2), ou B(z,r) désigne la boule

euclidienne de centre = et de rayon r. Comme d(E, F) = d/2 > 0, il vient

(9ut . 2
(18) el 2 7 + Htﬁ <ctPemed/t >0,

L2(F)

L’inégalité pour u; se déduit de (16) avec t = z par dualité et celle pour
tOu /Ot est une conséquence de (16) et de la formule de Cauchy
ouy 1 S dz

" = - ut N
ot 2mi L
|z|=¢t

€ > 0 étant choisi convenablement, ou I'on regarde u, comme une fonction
holomorphe. Les constantes ¢ et a vont changer de ligne en ligne mais ne
dépendent que des constantes dans (18), et de la dimension.

De I’équation parabolique du; /0t + L*u; = 0, on tire

(19) (A*Vuy, Vup?) = —(0uy /0t ui0?) — 2(A*Vuy o, Vou,),

ol ¢ est une fonction réguliere, supportée par F , constante sur F' et telle que
[lloo < 1 et [Vl < 1/d. Posons M = ({¢|Vu|>¢?)/? et remarquons
que

M? < \t|Vu|* < o0

puisque u; € D(L*) € H'(R™). Aprés multiplication par ¢ dans (19), on
tire de (1)—(2) et de l'inégalité de Cauchy—Schwarz

M? < eM|[t 2w,V g2 + cllugpl|2[|tDpurpl|2,
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d’ou
M? < |t PuVl3 + cllurpllz | t0rusello,
qui est I'inégalité de Caccioppoli recherchée.
Les propriétés de ¢ et (18) impliquent

_8 —ad?
lucpllz + [[tOrurpll2 < cllipfloot™ Pt /*

et
[0 Veollz < et/ Vipl| ot =P /"
< Ct—,@(tl/Q/d)e—ad2/t < Ct—ﬁe—adQ/t’
puisque t < d?, ce qui entraine M2 < ¢t—? e=a9°/t ot démontre le corollaire.

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théoreme 2.
Soit u une solution faible de L. Par changement de variable affine, quitte
a modifier L dans la classe des opérateurs vérifiant (1)—(2), on peut se
ramener a u € H'(B(0,4)) vérifiant Lu = 0 sur B(0,4). On estime (u, ¢),
ou ¢ € C§°(R™) a support dans E = B(0,1), en fonction de ||¢||,7, ou p’
apparait dans (17). On pose E = B(0,4).
On appelle F' = B(0,4) \ B(0,2) et on choisit x € C3°(R"™) a support
dans B(0,4) et égale a 1 sur B(0,2). Observons que d(F, F) = 1.
Remarquons que S;p € H'(R"). Comme uy € H!(R"), a support
compact, il vient
1
(u,0) = (ux, ) = (ux, Si) + | (AV(ux), VSi¢p) ds
0
apres une intégration par parties. D’une part,

s ST < Il 3 17l < elixlloollul o 5,1
d’apres (14). D’autre part,
(AV(ux), VSSp) = (AVu, V(xS;p)) + (AVxu, VSip) — (AVu, Vx S{p)
=141+ III.

Le terme I est nul car u est une solution faible de L et xS*¢ € H'(R"),
a support dans B(0,4) (il suffit d’approximer xS*y par des fonctions C'*°
pour appliquer la définition d’une solution faible, puis de passer a la limite).
Ensuite, les propriétés de support de x et ¢ impliquent
| < [[Alloo IVXllsc lull L2(my IV SS @l L2 ()
et de (17) on tire |II| < cs™/20(s)||¢]|,, avec O(s) = s~Pe=a/s.
Enfin, on tire de la forme duale de (16) que

(| < [|Alloo X llo IVull L2 () 1S5l L2 () < €B(8)l 2]l
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Comme Sé(8*1/2+1)0(8) ds = ¢ < 00, on a donc S(l) [T+ I+ 11| ds < |||l -
Donc

[(u, )| < cllellprs  suppy € B(0,1), ¢ = c(n,p,q,6, M, ||ul g1 (B(0,a)))

ce qui entraine que u € LP(B(0,1)). En remplagant B(0,1) par une boule
arbitraire contenue dans B(0,4), une adaptation immédiate de I’argument

montre que u € LY (B(0,4)). Ceci termine la preuve du théoréme 2.
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