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COoROLLARY. If 8 is a locally compact Housdorff space of %, elements,
then the first countability awiom holds true at cach point of a dense subset
of 8.
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SUR LES GROUPES METRIQUES COMPLETS
PAR
7. SEMADENI (POZNAN)

Le but de cette note consiste & présenter une méthode de la théorie
des groupes; on y trouve certains théorémes, en partie connus, qui résul-
tent facilement du théoréme suivant de Mazur et Sternbach ([13], p. 50):
tout sous-groupe Gy d’un groupe métriqgue complet est fermé. Ce théoréme
est une conséquence immédiate de deux théorémes connus, d’aprés les-
quels chaque ensemble Gy est de 2° catégorie relativement & sa fermeture
(voir [12], p. 49) et chaque sous-groupe borelien non-fermé est de 1° ca-
tégorie relativement & sa fermeture (voir [2], p.21). Remarquons qu’il
peut étre exprimé comme il suit: tout sous-groupe dense G5 d’un groupe
topologique de 2° catégorie est fermé (ef. [11], p. 486).

Les théorémes énoncés dans ce travail peuvent étre prouvés par une
méthode différente et plus directe; toutefois, la méthode $’appuyant
sur le théoréme de Mazur et Sternbach sert en méme temps & illustrer
des relations existant entre les théorémes. Celle-ci fut appliquée par
V. L. Klee pour démontrer que tout groupe métrisable, qui est un Gy absolu,
est complet par rapport & la métrique imvariante (dans le cas oll une telle
métrique existe). IL’existence d'une métrique invariante (c’est-d-dire
invariante des deux c6tés) est équivalente au ,,Metrisierungsaxiom” de
van Dantzig: @, — ¢ entraine y, a,y, — ¢ quels que soient les vy,, e dé-
signant l'unité du groupe (voir [5], p. 616). On connait des exemples qui
ne satisfont pas & cet axiome (voir [9], p. 84, [6] et [10], p. 210).

Voici une généralisation de ce théoréme de Klee (ct. [10], p. 212),
exprimée d’une mamiére modifiée:

TEBEOREME 1. & dtant un groupe topologique, métrisable et topologi-
quement complet (c’est-a-dire homéomorphe & un espace métrigue complet),
pour que & satisfasse au ,,Komplettierungsaxiom” de van Danizig

Ty — € € YpYm' — € entrainent y, @,y, — €,

il faut et il suffit que & soit complet par rapport & toute métrique Jauche-
-invariante (ow bien, par rapport & toute métrique droite-invariante).
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La suffisance étant évidente, admettons que g(x,y) est droite-in-
variante. Alors, p(a,, #,) — 0 est équivalente d @,w," — ¢; d(gno,, d’aprés
le théoréme de van Dantzig ([5], p. 614), le compldtement & de @ par
rapport & p est un sur-groupe de ®. D’autre part, ® (étant homéomorphe
& un espace complet) est un Gy absolu (voir [12], p. 337), d’out G = &.

8i Pon admet seulement que o(x, y) est une métrique déterminant
1a topologie de B, le théordme n’est pas vrai; par exemple, le groupe des
nombres réels n’est pas complet par rapport & la métrique

Itjel 14l

Q*(wy y) =

D'autre part, J. Dieudonné a démontré que le groupe &5 des homdbo-
morphies de Dintervalle fermé <0, 1), muni de la convergence uniforme,
n'est pas isomorphe (au sens algébrique et topologique) avee un sous-
groupe d’un groupe complet par rapport & une métrique gauche-invariante;
cependent, @p est G, dans 'espace complet composé de toutes les transfor-
mations continues de {0, 1) en soi méme, muni de la métrique o(z, y) =
sup{|#(t)—y(#): 0 <t < 1}, ce qui veut dire que By poeut 8tre métrisé
de fagon compléte.

Autrement dit, tous les groupes topologiques, métrisables et topolo-
giquement complets peuvent étre divisés en deux clagses digjointes comme
il suit:

1° Les groupes satisfaisant au ,,Komplettierungsaxiom’ (ou bien,
les groupes complets par rapport & une métrique gauche-invariante),

2° Les autres (ou bien, les groupes non-complets par rapport & n'im-
porte quelle métrique gauche-invariante).

Pour les groupes de la classe 2° le complétement cantorien par rapport
& une métrique gauche-invariante quelconque n’est pas un groupe.

LemMe. 8 9, est wn sous-groupe métrisable @un groupe topologique
9, Do est aussi métrisable.

Ceci résulte du théordme de v. Dantzig - Birkhoff - Kakutani, d’aprés
lequel la m3trisabilité d’un groupe est éguivalonte & lexistence d'une
base dénombrable de Dunité (voir [5], p. 616, [4] ot [9]).

TetorBME 2. 8 @ est un groupe métrisable et topologiquement complet,
isomorphe avec un sous-groupe $, d'un groupe topologique H, D, est fermé
dans 9. .

Oe théoréme résulte du théoréme de Raikov que voici (voir [14],
. 254, b [7], p. 27):1a condition nécessaire et guffisante pour qu’un groupe
soit absolument fermé, c’est-a-dire fermé dans tout groupe topologique

icm
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qui le contient, est qu’il soit complet au sens de Raikov, c’est-a-dire que
chaque suite de Moore et Smith satisfaisant & la condition de Cauchy ala
fois de droite et de gauche soit convergente. Evidemment, pour les groupes
métrisables cela revient & ce que le groupe soit complet par rapport & la
métrique

Q*(w7 y) = o(z, y)+ E(m_l7 '.’/_1)1

o désignant une métrique gauche-invariante. Cette condition étant équi-
valente & celle que le groupe métrisable en question soit topologiquement
complet (cf. [10], p. 212), Ia thése du théoréme 2 apparait, si 'on se serb
du théoréme de Raikov dans le cas du groupe 9,.

Voici 4 présent une démonstration immédiate du théoréme 2: $,
étant métrisable, H, I'est aussi en vertu du lemme. De plus, $, est de 2°

A

catégorie relativement & soi-méme, donc 9, I’est aussi (voir [12], p. 50).
Comme le sous-groupe 9, est un G, dans 9,, il est fermé d’aprés le théo-
réme de Mazur-Sternbach.

Remarquons que dans le cas ot 9, est complet par rapport b une
métrique gauche-invariante, le théoréme 2 est trivial (ef. [10], p.210).

THEOREME 3. Aucun groupe méirisable et topologiquement complet,
non localement compact, n'est isomorphe avec un sous-groupe dun groupe
topologique localement compact.

En particulier, aucun espace de Banach de dimension infinie w'est
contenu dans un groupe topologique localement compact (1).

THEOREME 4. Aucun groupe méirisable, topologiquement complet et
non-compact n’est isomorphe avec un sous-groupe d'un grouwpe topologique -
compact. :

En particulier, ceci entraine le théoréme connu d’aprés lequel la
transformation (continue) compactifiante de Bohr dun tel groupe m'est pas
bicontinue.

Les théorémes 3 et 4 résultent immédiatement du théoréme 2.

THEOREME 5. Toute isomorphie h entre deuw sous-groupes demses
®, et D, situés dans deum groupes métriques complets ® et D se laisse prolon-
ger dune fagon biconiinue sur ® et O tout entiers (2).

Démonstration. D’aprés le théoréme de Lavrentieff i peut &tre
prolongé sur deux ensembles G situés dans & et 9, respectivement (cf.

(?) Ce théoréme fut démontré (de maniére différente) par M. 8. Hartman [8].

(%) Ce théordme n’est gu’une généralisation d'un théordme de M. S. Mazur
(non-publié) concernant des opérations linéaires dans les espaces métriques linéaires.
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[12], p. 335). Puisque ces G, sont les ensembles de prolongement maximum
de & (¢’est-a-dire 1"homéomorphie A est prolongée sur Pensemble des points
2, ® tels que les limites

lim h(z) == hiz) et lim )

g e
existent), ils sont des sous-groupes, done ils sont fermds; de plus, la fone-
tion prolongée est aussi une isomorphie.

Te théoréme sur le prolongement des homomorphies (lorsque les
valeurs appartiennent & un groupe $ complet) est aussi vrai; cepondant,
la, démonstration bien connue de ce théoréme (s'appuyant sur la conbinuité
upiforme de %) n'exige pas d’hypothése de métrisabilité de &, ot Ia mé-
thode g’appuyant sur le théoréme de Mazur-Sternbach west pas avanta-
geuse.

Remarquons que si 7 est une homomorphie biunivoque et non bicon-
tinue entre deux sous-groupes denses G, et D, situds dans deux groupes
métriques complets et séparables ® et 9, respectivement, et si kb est une
extension continue de & sur ® tout entier, alors ou (x) 5(®) #H ou bien
(B) & west pas biunivoque. Ceei résulte du théoréme de Banach sur I'in-
version des homomorphies biunivoques (voir [3]). On connait des exemples
établissant que tous les deux cas (a) et (B) sont possibles.

8. Hartman a remarqué qu’il y a des groupes métriques compacts
® et H qui ne sont pas isomorphes (au sens algébro-topologique), quoi-

qu'ils contiennent des sous-groupes denses @, et 9,, respectivement, dont

le premier admet une transformation continue et isomorphe aw sens
algbbrique sur le second. En voiel un exemple: soit ® le groupe dual au
groupe additif R* des nombres rationnels et $ le groupe dual au
groupe Rj;!des nombres rationnels, dont les dénominateurs ne sont pas
divisibles par p, p étant un nombre premier. & et $ ne sont pas isomor-
phes (méme au sens algébrique); néanmoins, ils contiennent des sous-
-groupes denses &,'et 9y, respectivement, qui sont algébriguement
isomorphes au groupe additif des nombres réels, et I’homomorphie na-
turelle ® — H ~]@/2A (A désignant Pannulateur de Rf) transgforme &,
en 9, de fagon biunivoque et continue.

L’extension des homomorphies dans des groupes munis d’une con-
vergence .£* de Fréchet n’est pas toujours possible. A. Alexiewicz en a donné
Pexemple suivant: soit X un espace linéaire .2* de Fréchet et soit X,
un sous-ensemble lindaire de X tel que P’ensemble des limites des suites
convergentes d’éléments de X, n’est pas ferms, ¢’est-a-dire que X, + X,
(ef. [127, pp- 23 et 85). Soit y,e X\ X, et soit X, Pensemble des dléments
de la forme x-- Ay, ol weX, Posons &(z - Ay,) = 4; puisque Lengemble
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(yeX,: &(y) = 0} = X, est fermé dans X, & est confinue dans X,; cepen-
dent, & (w’étant pas indentiquement zéro) n’admet pas d’extension con-
tinue sur X, tout entier (ef. [1], p.129).

Quil me soit permi de remercier M. Stanistaw Hartman pour ses
conseils utils au cours de ce travail.
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