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genre étant évidemment fermé, soit x le ,plus petit” point du type
envisagé. Il Vy a au moing deux ensembles E; et Z; (¢ #j) tels que
chaque voisinage de z rencontre une infinité de composantes de Z; et
de E; (car entre deux composantes quelconques d'un ensemble E; il
y @ toujour s au moins une composante d’un autre F;). Or, si a; > 0,
les composantes de E; et celles de B; si ay < 0, devraient posséder un
point d’accumulation situé 4 gauche de x; il y aurait contradiction.

Congidérons le cas I = (0,1) et choisissons la notation de sorte
qu'on ait 0 = infH;. On voit aisément que H, posséde une composante
de la forme (0, &). De méme, si 1 = supH,, K, possdde une composante
de la forme {(1—7,1) (0 < &< 1—75 < 1). Congidérons toutes les com-
posantes des F; fermées de gauche et so0it a la plus petite des extrémités
gauches de ces composantes. On a évidemment 0 4 a ¢B,, done un
ensemble B, (i # 1) posséde une composante de la forme (a', a), d’od B,
en posséde une de la forme (a'+ ay, a+ ay), ol a+a; < a, ce qui est
impossible, puisque a+ a; ne peut pas étre extrémité ganche d’une com-
posante fermée de gauche.

On raisonne de méme si I = <0, 1). En ce cas ¥, posséde une com-
posante de la forme <0, ¢), B, une de la forme (1—7, 1>. On désigne par a
la plus petite extrémité gauche des composantes ouvertes de gauche,
on a 0 #aeh,, done un E; (¢ % 1) posséde une composante {d, a),
E, en posséde une <{a'+ a;,a+ay), quoique a+ay; < @ ne peut pas
étre extrémité gauche d’une composante ouverte de gauche.

Nos hypothéses aboutissent done & une contradiction.
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UBER UMORDNUNG VON REIHEN
VON
B. JASEK (WROCLAW)

Eine Folge {N,} natiirlicher Zahlen, in der jede natiirliche Zahl
genau einmal vorkommt, werden wir kurz eine Permutation nennen.

Das Ziel dieser Arbeit ist fiir eine Klasse von Reihen § a, mit komplexen
Gliedern, eine Klasse von summentreuen Permutatqibglien auszusondern,
d. h. von solchen, daf g [ ="§; ay, gilt.
SArz. Hat man 'u'rn&;e Qlieder einer konvergenten Reihe
(1) liinn-a,,zo,
und erfillt eine Permutgtion {N,} die Bedingung
(2) limn-ay, =0,
so ist {N,) summentreu. i
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf die Funktionen

(3) f@) = D an-e
und ‘
(4) g(z) = D ay, -2

fiir ¢ = 1 endliche Werte haben und f(1) = ¢(1) gilt. Es sei R der Kon-
vergenzradius von (3). Da f(1) = ' a,, so ist R >1. Da die Reihe (3)
n=1

fiir |2| < B absolut konvergiert, so hat man

(3) f2) =gl fir |of <R.
Es gilt
(8) H{fjﬂf(M) =f),
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wa§ im Fall R = 1 durch den Abelschen Satz gewihrleistet ist. Daher
folgt aus (b)

(7) lim g(z) = lim f(z) =f(1).
Zsl—0 Z->1—0
Mithin geniigt es die Gleichheit
(8) lim g(x) = g(1)
—1—0
zu beweisen. Zu diesem Zweck schreiben wir fiir £ =1,2,... und
0 <l .
3 o k )
) n=1 n=1 n=1 n=l41
k o
o ya 1 1 —-{—Q'Nm*I + Z . .wNﬂ,
=| > av,-=a)- kot n-ay,
n=1 n=k+1
k oo‘ mN?l
<(1—~’0)'Z |, | - No+ 2 'n'!aN,J'_ﬂ'
n=1 N=k+1 .

Die Folge {|ay,| N,} entsteht aus der Folge {nja,|} durch eine
Umordnung, und daher,-auf Grund von (1), hat man |ay, |- ¥, — 0. Somit
gibt es fiir jedes &> 0 eine solche Zahl K,, daB fir alle k> K,

k

Z’an-]aNni < &k ist. Nach (1) gilt n-|ay,| < e fiir n > K,. Setzen wir
Nn=

k > K = max(K,, K,), so schlieBen wir aus (9)

- > mN7)v
ST S A NG
" " -+l
n=1 n=1 ekl
& 1
<(l—a)ekp— ot
(A=aek-t a7

Wird hier # = 1—1/k gesetzt, so kommt die Abschitzung
k
1
> o1 )

N=1

< 28,

3

worans (8) folgt.
Beispiel. Die bedingt konvergente Reihe

1
(11) a, mit a,=(—1"———
7"’2: =D nlogyn

icm®
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transformieren wir folgenderweise: wir bilden die Reihe
(ag+ )+ (@ + a5+ a6+ a7) o A (A to o Ay ).,

ordnen die Summanden in einzelnen Klammern beliebig um und besei-
tigen nachher die Klammern. Die erhaltene Permutation {¥,} von (11)
erfiillt folgende Bedingung:

n+1—28 <N, <n—1+2F fir k=1,2,... und 2° << n < 2FH!

oder, anders geschrieben,
n n n

< < .
(n—142%log,N,,  N,log, N,  (n+1—2%log,N,

Aus der letzten Ungleichung folgt n-ay, — 0. Also sind alle Voraus-
setzungen des Satzes erfiillt, und daher ist die Permutation {N,} der
Reihe (11) summentreu.

Die Umkehrung des bewiesenen Satzes wire falsch, wie es das fol-
gende Beispiel zeigt: es sei fiir die Reihe (11)

n,  wenn n 7% 2 fir k=0,1,2,...,
N, =1 2%  wenn n = 2% fiir 1 =0,1,2,...,
28+ wenn n = 22 fir 1 =0,1,2,...

Die von dieser Permutation betroffenen Glieder bilden eine absolut
konvergente Reihe. Daraus schlieft man miihelos, daf die Summe
von (11) unveréindert bleibt. Dennoch ist die Bedingung n-ay, — 0 nicht
erfiillt, weil die durch n = 22"*! bestimmte Teilfolge von {nay,} nach
Unendlich Strebt.
Folgende Probleme liegen nahe:
o0

¥ [P 300. Bs sei na, -0 und nay, — 0. Die Reihe 3 a, sei divergent.

n=1
Gilt dann
et L,

N0 a/.Nl + .. + a“Nn
P 301. fM an soll die Klasse aller Permutationen charakterisieren,

0
die fiir jede Reihe 3 a, mit n-a, — 0 summentrew sind.
N=1

Regu par la Rédaction le 20. 1. 1959
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