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SUR LES FAMILLES COMPAOTES DE FONCTIONS
MESURABLES

PAR
J. KISYNSKI (LUBLIN)

Une famille E de fonctions mesurables, définies dans lintervalle
{a, f>, est dite compacte au sens de la convergence en mesure si toute
suite formée d’éléments de famille R contient une suite partielle con-
vergente en mesure dans l'intervallle (a, 8> vers une fonction qui peut
d’aillenrs ne pas appartenir 4 R. Certaines conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’une famille de fonctions définies sur un ensemble mesu-
rable borné dans l'espace & n dimensions soit compacte dans ce sens
ont été établies par Fréchet [2). Ces conditions ont été généralisées par
W. L. Smulian [6], qui a traité le méme probléme au point de vue de la
théorie abstraite de la mesure. En particulier, les conditions dues & Smu-
lian g’appliquent & certaines familles de fonctions mesurables, définies
sur des ensembles non bornés.

Nous nous proposons d’établir dans cet ordre d’idées d’autres condi-
tions nécessaires et suffisantes et de mettre en relief certaines analogies
entre elles et les conditions pour qu'une famille de fonctions continues
soit compacte au sens de la convergence uniforme (théoréme d’Arzeld).
Nous nous bornerons & une famille de fonctions d'une variable définies
sur un intervalle fini. On rameéne aigément & ce cas celui d’une famille
de fonctions d’une variable défiries sur un ensemble E quelconque me-
surable et borné: il suffit de prolonger toutes les fonctions de cette
famille & un intervalle fini 7 D F en admettant qu’en dehors de ’engemble
E elles sont identiquement nulles. Les généralisations des théorémes
de ce travail anx fonctions de plusieurs variables ne présentent ancune
difficulté.

Dang le chapitre I, nous allons envisager quelques condltlons dégignées
par (a), (b), (e} et (d) et dont chacune est nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction f(x) définie sur l'intervalle (a, 8> soit mesurable. Ces
conditions ressemblent & la condition bien connue qui figure dans la dé-
finition d’une fonction continue.
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Dans le chapitre II, il sera question des familles compactes de
fonctions mesurables. Les conditions ecorrespondantes, désignées par
(4), (B), (C) et (D), sont en simple rapport aux conditions (a)-(d), par
exemple (A) signifie que la condition (a) est setisfaite également pour
toutes les fonctions d'une famille R. Les conditions (A), (B) ou bien (0)
joueront dans nos raisonnements un role analogue & celui de ’hypothese
que toutes les fonctions d’une famille sont également continues et bor-
nées dans leur ensemble dans le théoréme d’Arzeld. Quant aux conditions
(D) et (F), elle n’expriment que le fait que les fonctions d’une famille
sont également ,,presque continues”. Clest pourquoi nous y ajouterons
encore une condition supplémentaire (E), analogue & celle que les fone-
tions de la famille considérée soient bornées dans leur ensemble. Nous
montrerons que les conditions (D) et (E) prises ensemble, ainsi que (I')
et (B), sont équivalentes & chacune des conditions (A), (B) et (C) et
qu’elles sont nécessaires et suffisantes pour que la famille R soit compacte.

L. La mesure linéaire de Lebesgue de l’ensemble linéaire B sera dé-
signée par m(E). La mesure plane intérieure de Lebesgue et la mesure
plane de Lebesgue de l'ensemble plan # seront désignées respective-
ment par m{? (B) et m® (B).

Considérons une fonction f(«x) définie dans lintervalle {a, 8). Cha-
cune des conditions suivantes est équivalente & la megurabilité (au sens
de Lebesgue) de cette fonction:

(a) pour tout & > 0, il existe un ensemble fermé # C (a, > et une
suite finie de nombres o =g <y <@ <...<a, = f tels que
m(F) > p—a—e et que

(1) sup  f(z)— inf  f(w) <e
(1,0 F aj—1,ap) ~F

pour i=1,2,...,n;

(b) pour tout ¢ > 0, il existe un 6 > 0 et un ensemble fermé F' C {a, B>
tels que m(F )>ﬁ——a-—.s et |f(x)—f@") <e pour z'eF,a" <F et
que |z'—z"| < §;

c) pour tout &> 0, il existe un ensemble fermé F C (a, B> tel que

) > B—a—e¢ et que la fonction f(x) est continue sur ensemble F;

(d) pour tout &> 0, il existe un 6 > 0 pour lequel on a

) mP{ (@, y); (@, y) <Py, |f(@)—Fy)| < b}
m(z)(P) &
ol
Ps; = {(w,y); 2 <phoe<y <8, lo— yl < 8}

La condition (c) s’exprime aussi sous la forme équivalente:

icm
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(c*) pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble fermé F C <a, > et une
fonction g(z) continue dans l'intervalle <(a, p> tels que m(F) > f—a—e
et f(x) = g(x) pour xF;

tandis que la conchtion (d) peut étre interprétée comme il suit:
pour tout ¢ > 0 il existe un 6 > 0 tel que si l'on sait que |x—y| < 4,
la proba;bilité pour que lon ait
[f(@)—fly)] < & dépasse 1—e.

‘ Dn vertu du théoréme de Lusin, la £
condition (e) est équivalente & la mesura-
bilité de la fonction f(z); il suffit donc
pour démontrer qu'il en est de méme des
conditions (a) et (b), de vérifier les o+d
implications (a) — (b) — (¢), les relations o
inverses (¢) — (b) — (a) étant manifestes.

Nous allons montrer d’abord que 52
(a) - (b). En effet, la condition (a)
étant supposée satisfaite, prenons un e > 0 quelconque. Alors il existe
un engemble fermé F*C (a, f> et une suite finie de nombres

Y

o o0

=g < < ay<...<ay=2§

satisfaisant aux inégalités m(F*) > p—a—e/2 et (1). Soient a; et b,
ot 4 =1,2,...,n, des nombres assujettis aux conditions

g <o<bh<eg powr i=1,2,...,n

et

E

&
(b~ a;) > ,3—«&——5.
=1

Nous constatons facilement que la condition (b) est satisfaite pour

23
F=FnJ<a,b) e 6= min (g—b;,_,).
i1

i=23,., .,

Ensuite, nous allons prouver que (b) — (¢). En effet, si 'on admet
(b), il existe, pour tout » =1,2,..., un engemble fermé F,C <a, >
et un nombre §, > 0 satisfaisant aux conditions suivantes:

1° m(F,) > p—a—1/2",

2° 8 &' eFy, ", o |@'—a''| < §,, on a [f(2')—f(a")] < 1/2™

Prenons un ¢ > 0 quelconque et un entier positif m agssez grand pour

que l'on ait 1/2™ < e. L’ensemble F = U F, est fermé, m(F

N=M41

et 8l n>m, o'cF, "' <F et |2'—z"'| < §,, on a |f(z’

) > pf—a—e,
)—Ffl@") < 1/2%,
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c’est-a-dire que la fonction f(x) est continue sur I’ensemble ¥ et on a la
condition (e¢).

Nous avons ainsi démontré que les conditions (a) et (b) sont nécessai-
res et suffisantes pour que la fonction f(z) soit mesurable (L). I1 nous
reste & démontrer que la condition (d) est équivalente & la mesurabilité.
Pour démontrer qu’elle est suffisante, nous allons nous appuyer sur le
deuxiéme des théorémes suivants:

(TI) Soit Z wun ensemble linbaire. Si, pour presque tous les weZ, on a

limsup (2h) - my(Z~ (@~ h, 2+ hd) > 0,

h—0+4

ol my désigne la mesure intérieure (L), Vensemble Z est mesurable (L).
(I1) Etant donnée wne fonction f(z)
Z, si pour tout & > 0 linégalité

définie sur un ensemble linéatre

3) limsup (28) ™" -mily; yeZ, lo—y| <k, fy) > fl@)—e} > 0
A0

est satisfaite pour presque tous les weZ, Vensemble Z et la fonction f(x) sont
mesurables.

Ce ne sont que de légéres modifications de deux théorémes énoncés
par Kamke [4] pour la limite inférieurc et dans lesquels Vinégalité (3) est
supposée pour tous les xeZ. Le théoréme I résulte du bien connu
théoréme de Lebesgue sur les points de densité, en partageant ’ensemble
Z en un ensemble ¥, et un ensemble de mesure intérieure nulle. Pour
établir le théoréme II, nous allons prouver que, pour tout nombre A,
P’ensemble

B(4) = (x;0eZ, f(2) > A}
est mesurable. Posons en effet pourttout n = 1,2, ...
Z, = {m;mez, lim (2h)! mi{y,JJ l—y|< by fly) > f(o )—-}-} == 0}.
R0+ n

D’aprés (3), tous les ensembles Z,,, ot n = 1,2

y-»+y 8006 de mesure
nulle. Considérons un point

&z EE(A)_ U Z,l
A==]

quelconque. Tl existe un entier positif n, tel que f(@)—~1/n, > 4 et, puis-
que z n’appartient pag i Zyyy ON 8

ﬁmllp(zh)—l.mi{y; yeZ, lz—y| <h,f(y) >f(w)~i} >0,

icm

FAMILLES COMPACTES DE FONCTIONS 225

done
limsup (2h) ™"y (B(4) ~ o—hy @+ b)) > 0
h—0-

pour tous les el (4)—

résulte du théoréme I.

Nous allons maintenant démontrer que la condition (d) est suffisante.
Supposons la condition (d) remplie et prenons un &> 0 quelconque.
Alors, pour tout n = 1,2, ..., il existe un §,¢(0, f—a et un ensemble
plan fermé Fy C P,z tels que

U Z,. Aingi, la mesurabilité de 'ensemble E(4)
N=1

1
@ p*  m® (P
m®(Fy) > (1 (B a)) m (Pyxy

Ifle)—fy)l <e powr (v,y)eF,.
Admettons que

6*

=" F,=Fi~P, .
b, "(ﬁ_a): n Ly,
Nous aurons 0 < 4, < 1/n, 'ensemble T, sera fermé, F, C 13,,”,
Ifim)—fly)l <e pour (@, y)eF,,
et de plus
o 1 1
m® (Po, — Fu) < mlv)(Po;';“F‘;) < :'b;‘—(ﬁ— ) (Pax) < "y ’m(z)(P‘,”),
d’ont
(4) m® (F,) > (1— l) mO (P, ) = (1~ l) 26, (,3— a— ﬁ) .
) " n n n, 2
Soit

Pn (@) = (267»)—1'”"(1){:95 (,9) ‘Fﬂ}
pour zela,f) et n=1,2,... On a alors

Senlr) <1
et d’aprés (4)

f%.(m) (28,)71-m® (F,) > (1~%)(ﬂ—a— —1—),

d’ol
0 < sup g ux(e) <1
ke=12,,..

et
p
f(k s%p Paip(@)de = f—a pour  m=1,2,...
a =12,...

Colloguium Mathematicum VII. ’ 15
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En vertu du théoréme de Lebesgue sur ’intégration terme 4 terme
des suites de fonctions bornées dans leur ensemble, il s’ensuit que

n—00 & meso0 k=1,2,...
I3
—lm [ ( sup ¢u.x(@)do = p—o

ns0q k=12,

s 8
f(limsupkpn(w))dm:flim( SUD s (@) Ao

d’ol, en tenant compte de l’inégalité 0 < limsupe,(x) < 1, valable pour

tout zela, B, il vient e
limsupe, (¢) = 1 pour presque tous les wela, .
f—00

Mais (26,)7" mily; o <y < By le—yl < 6, If (@) —F(0)] < e} = pa(2)
pour zela, >, done

lmsup (26,) " mly; a <y < By lo—y| < 6,y [ (@) —F(y)| < e} =1
N—00

presque partout dans lintervalle {a, f>. La mesurabilité de la fonction
f(z) en résulte immédiatement en vertu du théoréme II.

Nous allons maintenant prouver que la condition (d) est ndécessaire.
Dans ce but, admettons que la fonetion f(») est mesurable dans
Pintervalle {a, 8> et prenons un ¢> 0 arbitraire. D’aprés la con-
dition (b), il existe un 4, > 0 et un ensemble fermé F, C {a, > satis-
faisant aux conditions suivantes:

m® (Fy) > (1_2) (B—a),

fl@)—fla') <e pour &'eF,a"cF et |o'—a"| < 4.
Admettons que
6 =min(61,(/3—a)-e), F =Py~ (F,XF),

(@) = mO(Fy~ e, @y)  powr @ >a,
/.L &€r) =
0 pour & << a.
La fonction u(x) est non-déeroissante et satisfait & la condition de
Lipschitz avee la constante de Lipschitz égale & 1, done

B+o
2

§2 . 0
p(@)dw > 20u(F) — — = 28mO (F)— > > (2—5) 8(f— a),
P a &
e & 1
[ wayi <= < Sedf—a. .

a—§
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I s'ensuit que
m(F) = [(u(w+ 6)—plz— o)) d

By
#
= f(,,t(aur 8)— p(r— 8))dz—26m® ({a, f5—F,)
A
> (@ 8)— ulo— 8))de— }ed(f—a)

/l-|:15 atd
= [ pleyde— [ u(@)do—}-es(f—a)
A—6 a-§

> (1—e)28(f—a) > (1—eg)-m® (Py);

la condition (d) est done remplie, puisqu’on a évidemment |f(z)—f(¥) <e
pour tous les (x,y)eF.

II. Fréchet [2] a donné certaines conditions nécessaires et suffisan-
tes pour qu’'une famille de fonctions soit compacte au sens de la conver-
gence en mesure. Ces conditions peuvent étre formulées comme il suit
en ge bornant aux fonctions d’une seule variable parcourant un intervalle
borné et fermé:

Pour qu'une famille R de fonctions définies sur un intervalle fize
{a, B> et mesurables (L) soit compacte au sens de la convergence en mesure,
il faut et il suffit que la condition swivante soit satisfaite:

(A) powr tout & > 0, il ewiste une suite finie de nombres

=0y < < Uy < e <ty = f

et un nombre positif M pour lesquels il existe, quelle que soit la fonction
feR, un ensemble fermé Fy; C (a, f> tel que

m(Fy) > f—a—e, suplfle)) < M
et wely
sup  f(e)— inf f@)<e powr i=1,2,...,n.
{aj-1,0>n Fy {aj—y, 0>~ Fy

En déduisant de la condition générale, nécessaire et suffisante pour
qu'un engemble contenu dans un espace métrique complet soit compact,
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une famille de fonctions
80it compacte au sens de la convergence en mesure, Hanson [3] a modifié
un peu le théoréme dé Fréchet. Dans le cas des fonctions d’une seule va-
riable, définies dans un intervalle fini et fermé, le théoréme de Hanson
peut s’énoncer comme il suit:
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Pour que la famille B de fonctions mesurables, définies sur un intervalle
fize (a, B, soit compacte an sens de la convergence en mesure, il faut, et il
suffit que cette famille de fonctions satisfasse & la condition suivante:

(B) pour tout & > 0, il existeun 6> 0, et un M > 0 tels qu’il existe,
pour toute fonction feR, un ensemble fermé F; C {a, f> jouissant des pro-
priétés swivantes:

m(Fy) > p—a—e, sup|fz)| < M,
sceF,

fle)—f@") <e pour o'eFy, o' cFy et [2'—a"] < d.

Ajoutons y encore trois autres propositions du méme genre.

TugoREME 1. Pour qu'une famille R de fonctions définies sur un
intervalle {a, f> et mesurables (L) soit compacte aw sens de la .convergence
en mesure, il faut et il suffit que cette famille B satisfasse & la condition
suivante:

(C) pour tout ¢ > 0, il existe une famille C, de fonctions bornées dans
leur ensemble, équicontinues sur (a, ) et lelles qu’d chagie fonction feR
on pwisse faire correspondre une fonction g;eC, pour laquelle

miz; o <o < B, f(2) # gpla)} <

Dans la démonstration de ce théordme, nous aurons besoin du lemme
suivant: ,

Levme 1. Soit X un eepace métrique, la distance de dewx points z'
et &' étamt désignée par d(x', "), et soit F une famille de fonctions définies
sur un gnsemble Z; C X et prenant des valeurs véelles f(x). Si -

sup [f(@) < M < o0
fﬁF,er[

(1]
[] @@, o) <6 |f@)~fa") <el,

&>0 >0 feF =, z“qu
il existe une famille F* de fonctions f*(z) bornées dams lewr ensemble e
bquicontinues dans Vespace X tout entier, telle que
[] Y wez,~ f(@) = f* ()]
JeF  frel
BEn effet, les hypothéses du lemme étant supposées vraies, il n’est
pas difficile de montrer qu'il existe une fonction w(8) continue, non dé-

croissante et bornée (done uniformément continue) pour {0, - o),
¢t telle que

w0 =0 et [] ] [fle)—fa")| < wld@,a").
TeR a:l,:r"azl

icm®
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La fonction .
Q(8) = sup |w(8;)— w(8,)|
31,82 0
. 181~8sl < 6
jouit des mémes propriétés. En suivant Banach [1], nous définirons dans
lespace X tout entier, pour toute fonction, une nouvelle fonction
(@) = sup (f(y)— o(d(z, ).
YeZy
Nous aurons f(x) = f*(«) powr weZ;, puisque f(x) > f(y)— w (d(z, y))
8i weZy ot yeZy. Do plug, pour tout welX,

If* (@)] < M+ supw( ) < A-o0;

les fonctions f* () sont donc bornées dans leur ensemble dans l’espace X
tout entier. Prenonb I'une quelconque des fonctions f*(z et deux pomts
arbitraires 2" et o’ de I’espace X. Si 'on suppose que f* ) =f* (o) par
exemple, il existe pour tout &> 0 un yeZ; tel que

@) <fly)—wld@,y)+e
et puisque, en méme temps,

@) = fy)—eld@’, ),

f@)—f"@") < old@”,y)—old@,y)+e
< (@, y)—d(@”, y)l)+e
< Q@ o) +e.
La derniére inégalité étant vraie pour tout & > 0, il vient
If* (@) —f*(@")| < 2(d(a’, ),
mais cela prouve que les fonctions f*(x) sont équicontinues dans I’espace
X tout entier et le lemme est démontré (1).
La convergence en mesure peut tre métrisée en définissant la distance

d(f, g) de deux fonctions f et ¢ comme borne inférieure des nombres ¢
tels que

on a

mi{z;a <o < B, [fl@)—g(@) > e} <e ().

- En profitant de cette métrisation en s’appuyant sur la condition,
due & Hausdorff, de compacité dans les espaces métriques et sur le
théoréme d’Arzeld, on obtient deux lemmes suivants:

() Ce lemme permet d’étendre, sans dlfhculté la démonstratlon du théo-
réme 1 aux fonotions de plusieurs variables.
(?) Cette définition a été utilisée par Hanson [3].
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LEMME 2. Pour quune famille B de fonctions meswrables défimies
dans un intervalle (a, B soit compacte au sens de la convergence en mesure,
il faut et il suffit qu'il ewiste, pour tout & > 0, un systéme de fonctions

91(®), g2 (@), -+ -y (@),

continues dans Vintervalle {a, B> et telles que Pon ait

sup( inf d(f,g0) <o
feR ©=1,2,...,7
LEMME 3. Pour qu'une famille R de fonctions mesurables dans un inter-
valle {a, B) soit compacte au sens de la convergence en mesure, il faut et il
suffit qu'il existe, pour tout & > 0, une famille C de fonctions équicontinues
et bornées dans leur ensemble dans Vintervalle {a, B>, qui satisfont & Viné-
galité

sup(infd(f, 9)) < e
feR geC

Ceci posé, nous pouvons passer & la démonstration du théoréme 1.
Remarquons d’abord que la condition (C) est suffisante en vertu du lem-
me 3. Pour montrer qu'elle est nécessaire, supposons qu’une famille R
soit compacte au sens de la convergence en mesure. Or il existe d’aprés
le lemme 2 un systéme de fonctions

gw,l(m)ygn,2($)7"'7gn,k(n)(m)7 oh n=1,2,..,

continues dans lintervalle {a, 8> et satisfaisant aux inégalités

sup (ot @(f, gua)) <

pour n=1,2,...
feR i=1,2,..,kMn) 2n T

I1 résulte des derniéres inégalités qu’il existe, pour tout feR et
n=1,2,..., un entier positif ¢(n, f) et un ensemble fermé ¥, , C (a, >
tels que
1
in, ) < kn) m(. > f—a— 5

(8= g sonn (@] < =

o powr wel, ;.

Prenons un ¢ > 0 queleonque et un entier positif m assez grand
pour que l'on ait 1/2™ < ¢ et posons

F = (\ F,; pour tout feR.
n=m+1

FAMILLES COMPACTES DE FONCTIONS "31

Alors, pour toute fonction feR, on a

m(Fy) > f—a—e,

1
Sllp If(w)l < W "" max max l(]m +1, 1(‘”)1
mst & i=12 .. ntl) e < B
et
1
sup |f(@)—f(a")| < Gz + max  max g, (@) — g, i(a")]

!z g I, 4 i=1,2,...,k») a’, @ 'e(u B>
oz <8 T [ —zr] & &

pour tout 60 et p =m+1,m+42,... La condition (C) en résulte en
vertu du lemme 1. La démonstration du théoréme 1 est ainsi achevée. 11
est & remarquer qu’en s’appuyant sur le lemme 1, on peut déduire le théo-
réme 1 du théoréme cité de Hanson.

Voici encore deux autres caractérisations des familles compactes de
fonctions mesurables:

THEOREME 2. Pour quw’une famille R de fonctions mesurables définies
dans un intervalle (a, B soit compacte au sens de la convergence en mesure,
il faut et il suffit que Pon ait pour tout & > 0

. (@, ); (@, )Py, If (@) —F(y)] < e}) _
(D) lim (i’if O (B,) =
o
Py={z,ya<o<p,a<y <8, lo—y| < 9},
et
(BE) lm (supmi{z; a <o < B, |f(@) > n}) = 0.

Nert-00 felR

THEOREME 3. Powr qu’une famille R de fonctions mesurables définies
dans un intervalle {a, §) soit compacte aw sens de la convergence cn mesure,
il fout et 4l suffit que cette famille satisfasse auw conditions (B) et
(F) lim(nfmizje <o <B, a <ot < B, If(@)—flotd) <ef) =

-0 JeR
=f—a pour tout &>0.

Remarque. C. Ryll-Nardzewski a remarqué que la condition (F)
peut étre mise sous la forme équivalente

limgup d(f (@), f(z+ 6)) =

350 feR

Les fonctions f(x) doivent alors étre prolongées en admettant qu’elles
sont nulles en dehors de Dintervalle <{a, ). Les conditons (B) et (IF')
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rappelient celles de compacité dans les espaces L,, établies par M.
Riesz [5].

Pour démontrer les théordémes 2 et 3, remarquons d’abord que

(i) la condition (B) est nécessaire pour que lo familie R soit compacte.
ce qui résulte du théoréme 1. On peut aussi le démontrer par la réduc-
tion a l’absurde, en s’appuyant sur le fait que si une suite de fonections
{fe(@)}, k = 1,2, ..., est convergente en mesure dans lintervalle {a, >,
on a

lim ( sup  miz; a0 <z < B, |fela)l > n)) = 0.

n—>to0 k=123,,.

(ii) La condition (F) est nécessaire pour que lo famille B soit compacte.

En effet, supposons que la famille R soit compacte et premons un
&> 0. En vertu du lemme 2, il existe, pour # = 1,2, ..., un systéme de
fonctions

92,1(®) s Gn2 (@), ..., Gy (%)

continues dans Vintervalle {a, §) ot tel que, pour tout feR, il existe un
indice (n,f) pour lequel on a
ot 1 <in, f) < k(n)
€ 1
‘m{mi a <m < ﬂ’ ]f(w)—gn,i(n,l)(m)] > _“} < vt
3 2n

11 s’ensuit que
mlo; 0 <o <y <ot < By o+ 0= usuplot 3 > Ao
"
pour tout d; par conséquent
B mizie<o<ha<atd <P, [fl@)—Fflat8) >e)
1
< P’ + m’{m; ez fa<atd <, |gn,i(n,7')(w)"‘gn,t(n,/)(m+ 8) > *2—‘"}
pour tout J et n =1,2,..,
D’autre part, les fonctions gns 6tant continues, il existe pour tout
n=1,2,... un 8,> 0 tel que

€
max max g, (') — Ini(8)] < =y
i=1,2,.. kM) %% e,y 3
[ =] < by

icn®
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d’olt en vertu de (6)

sup (sup m{z; o <@ < B,a <w +6 < B, [f(@—fl@+0) > el) <
18] << 6y, feI2

y

B

ce qui entraine la condition (F).
(iii) L’implication (F) — (D) résulte immédiatement des formules

m® (P,y) = 26(f— a)— 82
et
,m(z){(m’ 'l/); (my ?/)E-de if(m) '“f(y)‘ < 8}

+8
= [ mMoje <o <B,a<att <P, |fl@)—flati) < edt.
-8

Nous allons maintenant démontrer que

(iv) 8 les conditions (D) et (E) sont remplies, la famille R est compacte.

En effet, supposons vérifiées ces conditions et prenons un &> 0
quelconque. D’aprés (B), il existe un n > 0 tel que

(6) sup d(f:fn) <”£7
JeR 2
ol
—n, si flo) < —n,
fo@ =1 flo), si [|f@) <nm,
N, i f(@) >mn.

Puisque |fu(#)—fa(®)] < If(@)—f(y)], il existe d’aprés (D) un ¢
tel que

82
(7) 0< o< —=,
6n
1 £?
8 @ &
(8) SUD55 ™ @ < Y™

ol .
Q= {(wjf‘/)i (@, y) ePyy |fa(@)—Ffuly)] = mg:*a—)}

Prolongeons toutes les fonctions f,(x) swr lintervalle {a— ¢, S+ )
tout entier, en admettant qu'elles s’annulent au-deld de lintervalle
{a, #>. Posons pour tout feR

1 7
F@) =5 [faarna pow oo, .
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Alors, pour tout felR,

8

4 s fxf —tonas < [ fiato

—é

——fn(m+t)|dt) dw

a8 3

S -t 4 [l

;lgf( [ o)y o

A-d 8

I

/Al

1 rr nd
o8 |fn(m)_.fn(!/)|dwdy+,_
26»}[5] 2

et par conséquent, en vertu de (7) et (8),

1 e? mS

(f )P < 277' ,m(z) (@1 + 5 W m® (Ps)+ -

e? &® &% &*

St +om=—
1 +—=+
done supd(f*, f,) < e/2 et d’aprés (6)
JeR
supd(f*, f) < &

JeR
Les fonctions |f,(x)| étant, pour feR, bornées dans leur ensemble
par le nombre » dans lintervalle (a— 8,568, les fonetions If*(@)] le sont
dans l'intervalle <{a, f) et les fonctions f*(x) y remplissent également la
condition de Lipschitz avec la constante n/5. Done, pour achever la
démonstration de la proposition (iv), il suffit de faire appel au lemme 3.
Les propositions (i), (i), (ili) et (iv) prises ensemble comprennent
déja les théorémes 2 et 3. Remarquons aussi que (i) et (iif) donnent une

autre preuve de ce que la condition (d) du chapitre I (p.222) est né-
cessaire pour la mesurabilité (I).
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