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SUR UNE PROPRIETE DESCRIPTIVE
ANALOGUE A LA PROPRIETE N DB LUSIN
PAR
S. MARCUS (BUCAREST)

Cette communication™ concerne les fonctions continues réelles d'une
variable réelle qui transforment chaque ensemble ayant la propriété
de Baire (au sens large) en un ensemble Payant également. Rappelons
qu'un ensemble & la propriété de Baire (au sens large) il est de la forme
(—P) v R, olt @ est ouvert, tandis que P, R sont de premiére catégorie.

1. D’aprés le théoréme de Rademacher ([11], p. 196 et 200; [3],
P. 354 et 355), pour qu’une fonction f continue réelle d’une variable réelle
transforme fous les ensembles mesurables en ensembles mesurables, il
faut et il suffit que 1’image f(F) d’un ensemble F de mesure nulle soit
toujours de mesure nulle.

On sait que la propriété descriptive analogue 3 la mesurabilité au
sens de Lebesgue est la propriété de Baire (au sens large). Nous n’avons
rencontré dans la littérature aucun théoréme descriptif analogue i celui
de Rademacher, & savoir aucune condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction continue réelle d’une variable réelle transforme tout
ensemble ayant la propriété de Baire au sens large en un ensemble l’aysant
également.

Le théoréme 1 qui suit établit une telle condition. La démonstra-
tion en est simple, mais elle fait intervenir les ensembles analytiques (au
sens de Souslin et Lusin) et leur réle semble essentiel.

TrtoREME 1. Pour qu'une fonction f borelienne réelle d’une variable
réelle transforme tout ensemble B ayamt la propriété de Baire au sens large
en ensemble f(B) ayant la méme propridié, il faut et il suffit que, pour tout
ensemble D de premiére catégorie, Iensemble (D) le soit aussi.

Démonstration. La condition est nécessaire. Tous leg sous-ensem-
bles d’un ensemble de premiére catégorie D ont la propriété de Baire au

*Je tiens & remercier M. E. Marezewski dont les conseils m’ont permis d'en
améliorer la rédaction.
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sens large; done, tous les sous-ensembles de f(D) I'ont également, confor-
mément & hypothése. Par conséquent, Uensemble f(D) est de premiére
catégorie (cf. par exemple [15], p. 230). ‘

La condition est suffisante. D’aprés un théoréme de [4], p. 56, B est
la réunion d’un ensemble borelien E étant un @ et d’un ensemble P de
premiére catégorie. L'ensemble f(P) est donc de premiére catégorie par
hypothése. La fonction f étant borelienne, l'ensemble f(F) est analy-
tique (cf. [4], p.365) et jouit par conséquent de la propri¢té de Baire
au sens large (cf. [5] et [4], p. 391). Lensemble f(B) = f(E) v f(P)
a donc aussi cette propriété.

Remarque 1. L'hypothése que la fonction f est borelienne a dté
utilisée seulement pour montrer que la condition est suffisante.

Remarque 2. Evidemment, le théoréme 1 subsiste en prenant,
au liew d’une fonction réelle d'une variable réelle, une fonction définie
dans un espace S métrique complet séparable et ayant les valeurs dans 8.

Remarque 3. Un exemple de fonction continue réelle dune va-
riable réelle et ne satisfaisant pas aux conditions du théoréme 1 est la
fonetion scalariforme de Cantor qui transforme l’ensemble parfait non-
-dense en segment tout entier.

2. On dit selon Lusin qu'une fonction jouit de la propriété N lors-
qu’elle transforme tout ensemble de mesure nulle en un ensemble de me-
sure nulle. Par analogie, nous divons qu’une fonction jowit de la propriété
N descriptive lorsqu’elle transforme tout ensemble de premiére catégorie
en un ensemble de¢ premidre catégorie.

On dit selon Banach gu’une fonction jouit de la propriété T, lors-
que les valeurs prises par cette fonction une infinité indénombrable de
fois forment un ensemble de mesure nulle. Nous dirons, par analogie,
qu'une fonetion joust de la propriété T, descriptive lorsque ’ensemble des
valeurs qu’elle prend une infinité indénombrable de fois est de premiére
catégorie. :

D’aprés un théoréme classique, dit & Banach, la propriété N entraine
la propriété T, pour toute fonction continue. Nous avons rencontré daus
la littérature trois démonstrations de ce théoreme ([1], [14], p. 284,
et [2], p. 195-197), mais c’est seulement celle de [2] qui parait se préter
4 ¢tre imitée dans la démonstration d’un théoréme descriptif, analogue
4 celui de Banach.

LeMME (Y). Btant donnée wne fonction f réelle continue, définie sur
[0,1], et B étant 'ensemble des valeurs que f prend une infinité indénombra-

(1) Ce lemme et sa démonstration m’ont été communiqués, dans une lettve,
par M™® Nina Bary. Qu'il me soit permis de lui exprimer ici mu reconnaissance.
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ble de fois, il ewiste une famille indénombrable (B} densembles disjoinis
B,C[0,1] tels que f(E,) = E et dont chacun résulte par réunions et inter-
sections finies ou dénombrables & partir des ensembles analytiques et com-
plémentaires analytiques.

Démonstration. Nous allons considérer des intervalles ouverts
Oy .y, Situés sur [0, 1], chaque indice n; étant égal 4 0 ou & 1; on aura
done 8 = (0, %), b, =(3,1), & =1(0,3), 8= (3 1)y 01 = (%‘:%)’
62 = (1, 1) et ainsi de suite. Soit H,,, , l'ensemble des valeurs de y
pour lesquelles I’équation y = f(x) a une infinité indénombrable de so-
lutions z telles que ®ed, n,. D’aprés un théoréme de [7], tous les ensem-

bles H,,  », sont des ensembles 4 (ensembles analytiques). Posons

Q‘n,lng,,,nk = H111n2,,,n,cu a Hnlng...nkl-

En désignant par B, ,, . un ensemble qui est égal soit & Qnyng.. g,
s0it & son complémentaire GQ,,,I,HM%, posons

M('"‘la"'7"10;1917"'71)7'):E f\Enan/\,,.f\E

ny nyng...my 3

ol les nombres p;,...,p; (j < k) sont des entiers positifs croissants qui
indiquent les nombres d’indices pour les ensembles By, n, coincidant
avec les ensembles in‘,_% correspondants (par exemple, si p; =1,
Pr=4 et py;=25 on a Em.l = Qm ) Eﬂ]nz = Oinw_” 'Enl'ngns
= 0@"v1)b27l37 Enlnzn;,n‘t = innzﬂvan,‘ et Enln,zngﬂ.,lns = Qn,nznan,tns respective-
ment).

Les suites 7y, ..., n; et py, ..., p; étant fixées, considérons l'indice
b5 = Ny,,. Par conséquent, E, = in.,.np entraine 4, = 0 ou iz = 1

. 8

L‘,_,nps
suivant que U'on considére dans l'intervalle 8, ., lintervalle o, ., o 0u
8 &
Sn..g 1
Posons encore (X désignant la multiplication cartésienne)

U(”l; sy Mgy Puy ooy pi) = 6111”.1%0 X ﬂl(nlv vy Mgy Payovey p!)y
V(g ooy s Dry - ony By) = 6n1...nk1>< MRy, oony T Pay ooy Pihy
Gil.,.nij__l o= Uy, ooy; Poy ooy Pio1)s
Gil...i,-_ln = UV (Mg ooy Me; Pry ooy Dica)y
la réunion s'étendant & toutes les suites #nq, ..., 7y (00 kb =7,j4+1,...)
et Py, ..., pj; telles que @5 = ny ;.
Faigsons correspondre & chaque valeur de t = 0, y4,... (oW 4 =0
ou 1) T’ensemble G"’l m G'i]’:z [ I G.,;li2,j3 [T
Chacun des engembles Q"1~~"k étant un ensemble 4, chacun des en-

sembles G résulte des ensembles 4 et CA par une suite d’opérations de
réunion et d’intersection finies oun démombrables.
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Soit K;, 4 la projection de G i, sur T'axe Oz. Cette projection est
une homéomorphie entre une courbe continue et 'axe Ox; chaque K‘il...ij-
est donc topologiquement de méme nature que Gil,__if. 8i lon fait corres-
pondre & t I’ensemble

B, =I{iani1i2r\‘..,

on concoit que ’ensemble F; est obtenu encore a partir des ensembles A
et OA par des réunions et intersections finies ou dénombrables.

Ta démonstration du lemme s’achéve en remarquant que, pour deux
valeurs irrationnelles de %, les ensembles X, correspondants sont disjoints
et que D'égalité f(B;) = F résulte de la définition méme des ensembles K.

THEOREME 2. Toute fonction continue réelle f définie sur [0, 1] ei
y jouissant de la propriété N descriptive y jowit aussi de la propriété T,
descriptive.

Démonstration. Désignons, comme dans le lemme, par I len-
semble des valeurs que f prend une infinité indénombrable de fois. Tl
faut montrer que ¥ est de premiére catégorie.

Tout ensemble 4 ou CA ayant la propriété de Baire ot cette pro-
priété subsistant par réunions et intersections dénombrables ((41, . 55),
tout E; du lemme jouit de la propriété de Baire. Or toute classe d’ensembles
de deuxidme catégorie, disjoints et ayant la propriété de Baire est au plus
dénombrable (voir par exemple [15], p. 233 et 234). Par conséquent,
il existe dans la famille {#,} un ensemble F; de premiére catégorie. En
vertu de la propriété N descriptive, il s’ensuit alors que l’ensemble
E = f(EB,,) est aussi de premiére catégorie.

TeSOREME 3. 8¢ une fonction continue réelle f définte swr [0, 1]
y jouwit de la propriété N descriptive, tout intervalle contenu dans [0, 1]
contient un sous-intervalle dans lequel la fonction f est monotone.

Démonstration. D’aprés le théoréeme 2, la fonction f jouit sur
[0,1] de la propriété T, descriptive, et d’aprés un théoréme de [8], l'en-
semble des valeurs qu'une fonction continue qui n’est monotone sur
aucun intervalle prend une infinité indénombrable de fois est de deuxiéme
catégorie. -

Remarque 4. La réciproque du théoréme 3 n’est pas vraie, comme
le montre ’exemple envisagé dans la remarque 3. Or cet exemple est
dépourvu non geulement de la propriété N descriptive, mais aussi de la
propriété N de Lusin. Nous allons prouver qu’aucune de ces deux pro-
priétés n’est une conséquence de l'autre, méme pour les fonctions f con-
tinues.

TrEOREME 4. Il emiste ume fonction @ comtinue et jowissant de la
propriété N de Lusin sur [0, 1], mais qui y est dépourvue de propriété N

PROPRIETE N DESCRIPTIVE

217

descriptive. De méme, il existe wne fonetion w continue ot jouissant de la pro-
priété N descriptive sur [0, 1], mais qui y est dépourvue de la propriété
N de Lusin.

Démonstration. Considérons une fonetion continue réelle p, dé-
finie sur [0, 1], ayant la dérivée bornée sur [0, 1] et qui n’est monotone
sur aucun sous-intervalle de [0,1] (pour une telle fonction, voir par
exemple [9]). En vertu du théoréme 3, la fonetion ¢ est dépourvue de la
propriété N descriptive sur chaque sous-intervalle de [0,1]. Or ayant
une dérivée bornée sur [0, 11, ¢ est lipschitzienne, donc absolument con-
tinne sur [0, 1], et d’aprés un résultat clagsique, une fonction absolu-
ment continue jouit de la propriété N de Lusin (voir par exemple [14],
. 225). . B

Jonsidérons maintenant une fonetion continue réelle p, définie sur

[0, 1], strictement croissante sur ce segment et dont la dérivée 8’y annule
presque partout (pour une telle fonetion, voir par exemple [12], p. 48
et 49).
" La fonction y n’est pas absolument continue sur [0, 1], car d’aprés
un résultat classique, une fonction absolument continue et dont la dé-
rivée s'annule presque partont se réduit & une constante ([14], p. 226);
la monotonie stricte de y serait alors contredite. Or d’aprés un théoréme
de Banach (voir [14], p. 227), une fonetion continue et monotone jouit
de la propriété N de Lusin si et seulement si elle est absolument
continue. Il s’ensuit alors que la fonction v est dépourvue de la propriété
N de Lusin sur chaque sous-intervalle de [0, 1]. Cependant y est une ho-
méomorphie entre deux segments; elle satisfait done évidemment la con-
dition N descriptive.

Remarque 5. En tenant compte du théoréme de Rademacher,
préeité p. 213, on constate que Iexistence d’une autre fonetion v, affirmée
dans le théoréme 4, est une conséquence de l'existence d'une homéomor-
phie non mesurable. ’

3. Nous avons envisagé les cas d’analogies entre la propriété N de-
scriptive et la propriété N de Lusin; envisageons & présent certains cas
importants concernant la propriété N de Lusin dans lesquels la proprié-
té descriptive analogue est en défaut.

Rappelons d’abord le théoréme suivant:

(x) Une fonetion continue, jouissant de la propriété N de Lusin et
dont la dérivée est nulle partout ol elle existe, se réduit & une constante
([2], p. 200).

Il est aisé de voir que le théordme descriptif analogue & («) est en
défant. En effet, reprenons la fonction v utilisée dans la démonstration
du théoréme 4. Cette fonction est continue sur [0, 1], strictement croissante
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et y jouit de la propriété N descriptive. Or il est démontré dans [12] que
la fonction w peut étre choisie de fagon que sa dérivée soit nulle partout
o elle existe.

Rappelons maintenant une notion due & Banach [1]: une fonction
continue f jouit de la propriété T; lorsque l'ensemble des valeurs que f
prend une infinité de fois est de mesure nulle. On a le théoréme suivant,
dft & Nina Bary ([2], p. 211 et 216):

(@) Il existe une fonction continue sur [0, 1] qui y jouit de la propriété
T,, mais qui est dépourvue de la propriété N. Il existe une fonetion con-
tinue sur [0, 1] qui y jouit de la propriété N, mais qui est dépourvue de
la propriété T,.

Définissons maintenant la propriété T, descriptive en remplacant,
dans la définition de la propriété T, de Ba,nach, la mesure nulle par la
premiére catégorie. On a alors le

TuEOREME 5. Toute fonction continue f, définie sur [0, 1] et y jouissant
de la propriété N descriptive y jouit aussi de la propriété T, deseriplive;
il existe cependant des fonctions continues jouissant de la propriété T, de-
seriptive sans jouir de la propriété N descriptive. L

Démonstration. D’aprés le théordme 3, il existe sur [0, 1] un en-
semble non dense @, tel que f est monotone sur chague intervalle contigu
4 Q. D’aprés Phypothése, Pimage f({) est de premidre catégorie. D’autre
part, les intervalles ol f est constante fournissent un ensemble au plus
dénombrable de valeurs prises par f une infinité de fois. Pour montrer
que f jouit de la propriété T, descriptive, il suffit donc de prouvef que
toute valeur prise par f une infinité de fois dans les intervalles de sa mono-
tonie stricte appartient & f(Q). En effet, si une valeur £ est prise par f
dans chacun des intervalles d’une suite Iy, I,,...,I,,... dintervalles
contigus a @, on trouve sur [0, 1] un point d'accumulation de cette
suite d’intervalles, done un point de @ et dans lequel la fonction
f prend, en vertu de sa continuité, la valeur & On a par conséquent
£ef(Q). '

Evidemment, la fonction scalariforme de Cantor, citée damns la re-
Em,rque 3, a la propriété T, descriptive sans jouir de la propriété N descrip-
ive.

Banach a établi dans [1] le théoréme suivant:

(v) Les points de dérivabilité dune fonction continue et jouissant
de la propriété N de Lusin forment un ensemble de mesure posmve

Or, le théoréme descriptif analogue est en défaut:

TutoREME 6. IL existe une fonction continue, jouissant de la propriéié

N desomptwe et dont les points de dérivabilité forment un ensemble de pre-
miére catégorie.

icm
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Démonsgtration (3). On sait (voir par exemple [12], p. 6) que
ECI0,1] étant un ensemble de mesure nulle, il existe une fonction
continue @, monotone non-décroissante sur [0, 1] et telle que ¢ n'est
dérivable en aucun point de I. '

Choisissons B, en outre, de facon qu'il soit partout dense sur [0, 1].
11 Yensuit alors, du mode de définition de la fonetion ¢ (voir encore [12],
p. 6) que @ sera, dans ce cas, strictement croissante et continue sur [0, 1],
et par conséquent ¢ jouira de la propriété N descriptive. Enfin, B peut
otre choisi parmi les ensembles résiduels de mesure nulle, car le segment;
[0, 1] est réunion d'un ensemble de premiére catégorie et d’un ensemble
de mesure nulle.

N. Bary a établi le théordme suivant (voir [2], p. 199, ou [14],
. 286):

(3) Toute fonetion continue f qui jouit de la propriété N de Lusin
ot dont la dérivée est non-négative presque partout ol elle existe, est
monotone croissante.

Vu le théoréme symétrique pour le cas ot la dérivée est non-positive,
on a le théoréme suivant:

Toute fonction continue f qui jouit de la propriété N de Lusin et dont
la dérivée est nulle presque partout on elle existe, est une constante.

Le théoréme descriptif analogue est en défaut:

TutoREME 7. Il ewiste une fonction conlinue et sirictement croissante
dont la dérivée est nulle sur un ensemble résiduel.

Démonstration. Pompein [10] a établi I'existence d'une fonction
w continue et strictement croissante dont la dérivée est bornée et s’annule
pour un ensemble partout dense de valeurs de . Toute dérivée étant
une fonetion de la premiére classe de Baire, ses points de continuité for-
ment un ensemble résiduel. Or Iensemble Z des zéros de y' étant dense,
chaque point de continuité de y' est contenu dans Z, qui est done & plus
forte raison un ensemble résiduel.

Remarque 6. Le théoréme 7 est comtenu dans notre travail [6]

" contenant une série de propriétés de la fonction de Pompeiu utilisée dans

la démonstration ci-dessus. Ce théoréme 7 nous & été communiqué orale-
ment par P. Brdés avec une autre démonstration.
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SUR LES FAMILLES COMPAOTES DE FONCTIONS
MESURABLES

PAR
J. KISYNSKI (LUBLIN)

Une famille E de fonctions mesurables, définies dans lintervalle
{a, f>, est dite compacte au sens de la convergence en mesure si toute
suite formée d’éléments de famille R contient une suite partielle con-
vergente en mesure dans l'intervallle (a, 8> vers une fonction qui peut
d’aillenrs ne pas appartenir 4 R. Certaines conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’une famille de fonctions définies sur un ensemble mesu-
rable borné dans l'espace & n dimensions soit compacte dans ce sens
ont été établies par Fréchet [2). Ces conditions ont été généralisées par
W. L. Smulian [6], qui a traité le méme probléme au point de vue de la
théorie abstraite de la mesure. En particulier, les conditions dues & Smu-
lian g’appliquent & certaines familles de fonctions mesurables, définies
sur des ensembles non bornés.

Nous nous proposons d’établir dans cet ordre d’idées d’autres condi-
tions nécessaires et suffisantes et de mettre en relief certaines analogies
entre elles et les conditions pour qu'une famille de fonctions continues
soit compacte au sens de la convergence uniforme (théoréme d’Arzeld).
Nous nous bornerons & une famille de fonctions d'une variable définies
sur un intervalle fini. On rameéne aigément & ce cas celui d’une famille
de fonctions d’une variable défiries sur un ensemble E quelconque me-
surable et borné: il suffit de prolonger toutes les fonctions de cette
famille & un intervalle fini 7 D F en admettant qu’en dehors de ’engemble
E elles sont identiquement nulles. Les généralisations des théorémes
de ce travail anx fonctions de plusieurs variables ne présentent ancune
difficulté.

Dang le chapitre I, nous allons envisager quelques condltlons dégignées
par (a), (b), (e} et (d) et dont chacune est nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction f(x) définie sur l'intervalle (a, 8> soit mesurable. Ces
conditions ressemblent & la condition bien connue qui figure dans la dé-
finition d’une fonction continue.
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