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SUR LES DERIVEES D’ORDRE SUPHRIEUR
D’UNE FONCTION INVERSE

PAR

A. B. TUROWICZ 0SB (TYNIEC)

1. 11 parait surprenant que la formule explicite pour caleuler la dé-
rivée d’ordre n de la fonction inverse d'une fonction donnée d’une va-
riable ne soit pas encore connue. Pourtant nous n’avons pas pu la trouver
ni dans les manuels d’Analyse, ni dans les recueils de formules. Nous eroy-
ons donc utile de publier une formule probablement inconnue. Nousl’avons
établie & Taide d’un théoréme démontré en 1793 par H. A. Rothe (1).
Ce théoréme étant peu connu, nous en donnerons une démonstration par
induetion, qui n’exige pas du lecteur de connaissances spéciales.

2. Soit # = g(y) 1a fonction inverse d’une fonction y = f(). Nous

supposerons que les dérivées ¥',y"', ..., 4™ existent et que y' £ 0. On
sait que:
g _ P

w o~ T
ot P, est un polynome en y', 9", ..., y™ guwon peut caleuler de proche
en proche & l’aide des égalités
(2) Py=1, Puyp=@2k—1)y" Ppr—y P

Soit
(3) Py= D Agliyy -y i) (). ()

La formule (2) impligue pour » >2 que P, n’a qu'un seul terme
contenant y™ et ce terme est (—1)"(y)"*-y™. Il n’y a done que deux
éventualités:

a) Gp = 1 ot alors Ay(4y, ...y %) = 4p(n—2,0,...,0,1) = (—1y",

4 . . . .
@ b) i, = 0 et alors A,(iy, ..., %) = Ap(ts, .-y R )

(1) Cf. E. Netto, Lehrbuch der Oombinatorik, Leipzig 1901, p. 939-242.
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Nous établirons une formule de récurrence pour les coefficients
Ap(iy, -.., B). Cos coefficients sont définis pour les suites finies des indi-
€68 iy, ..., i, entiers, non négatifs. Siun des indices 4, ..., i, est un entier
négatif nous mettrons par définition Ag(éy, ..., %) = 0.

D'aprés (2) on obtient le terme contenant le produit (y)1-(y")2...
cor (@ Dyn—1.(4™)0 par une des opérations suivantes:

1° en multipliant par (2n—3)y"" le terme A, _1(iy, fa~1, i, ..., )"
)BT e

2° en multipliant par (—y') la dérivée des termes qui correspondent
aux suites des indices:

{il) '52“_“17 i;,, AARE] i‘ﬂ—l}? {":1“‘17 ');2"‘1’ 7:3”‘1: AR 7;”—1}7
{7;1_“177;2:/53“'1’7:4'_17 '--7'£n—1}y trer {il—laizv‘”aiﬂ—z’f"l: ";n—1—1}-
Nous avons done la formule:

(B) Anllyyen-yin_1,0) = (2n—3)Ap_y(31, 1—1, &, B Y
_ilAn—l(ily iZ_lﬂ 7;33 [ARN] iﬂ-—l)"‘”
— (Gt 1) Ay (B —1, g1y dg—1, Gy oovy Upy) —
o= (et L) Ay (8 —1 80y ooy Gyg 1, Gy —1);
-An(":u""yiﬂn—lyo) = (2%*—3—-’[31)117,_1(4;1, 'LZ”"17 7:37 ceey in—l) -
n—2
= ) (1) Ay (=1 6y oy et L g =1, oy ).
k=2
Pour 4, = 1 la formule (5) devient d’aprés (4):
A, (n—2,0,...,0,1) = —4, ;(n—3,0,...,0,1).

3. Nous désignerons par Z, pour # 2> 2 Pensemble des suites finies

4 n termes des nombrey entiers non négatifs {¢,, ..., 4,} qui satisfont aux
conditions
K3 n
(6) DD =n—1, i=n—1— Y.
k=2 k=2

Z, sera V’ensemble composé du seul nombre 0: Z, = {0}. Nous avons
par exemple: Z, = ({0, 1}), Z, = ({1, 0,1}, {0, 2, O}).

Nous démontrerons que la sommation dans la formule (3) g’étend
4 Tenserable Z,. ‘
) Nous procédons par induction. On vérifie facilerent notre propo-
sition pour # = 1 et n= 2. Supposons qu’elle soit vraie pour n = s. Pour
calculer P,,, on effectue les opérations suivantes:
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1° on multiplie P, par (2s—1)y"'; cela augmente 4, de 1 tandis que
iy, i3y ...y 15 D@ changent pas; on 2

i+l D) (h—1)3 = 1+ D=1y = 14s—1 =3,
k=2

Fo=
: 8 s
s (ia+1+ i) =s—1— Diy =iy
k=3 k=2

2° on dérive P,, ce qui fait remplacer i, Par i, —1 et iy, par i, +1,
et Ion multiplie par (—y’), ce qui augmente i, de 1; on &

p—1 s
3 (k1) (01 llp— D)+ lippa+ 1)+ Y (b=
k=2 kZpte
= DD p+1t+p =s—1+l=s;
k=2
p-1 8 8
s— 3 i (=) — (igyat1)— D) G =8— D = h+1.
k=2 k=p+2 =

Noug voyons donc que si les termes de Pg correspondent aux suites
de Pensemble Z,, les suites correspondantes aux termes de P,,; appar-
tiennent & Zg,;-

4. Nous démontrerons maintenant la formule:

D A o @n—2—i)I (D) 1
(7) w(fiyeny tn) = AN {‘1!)1:1.(2!)1:2“.(;”'!)1.‘71‘

T formule est évidemment vraie pour # = 1 et n =2 (pour n =1
il faut mettre 0 au lien de tous les 4z). On voit aussi qu’elle est vraie
si i, = 1; en effet, on a d’aprés (4)

(27@—2—71,+2)!(_1)n—2 - 1
0!...0!-1! (... (=) Pl (n)

n!(—1)"
= _“(ﬂ,—'-)_ = (—1)" = 4n(n—2, 0,..., 0, 1)f

Dans le eas 4, = 0 nous procédons par induction, et supposons que
(7) soit vrai pour n = s—1.
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Alors
Ag(dyy .oy ts1y 0)
= (28—3—1;) Agey(G1, ta—1, %3y vy fg1) —
§—2
— D1 Ay (=1, Gy ooy Ly gy =, ey o)
k=2
e d V(1)1 g,
— (25— i) — (2.? 4 zl).( 1)1-4,-2 '
Galigly < ey fog !+ (212 (318, [(s—1) I To—1
s—1 ‘ . _
— Moy Zt DN D a4
&= Tl g 1212 L [(s—1) T2 (4 +1) - B!
_ (28—3—iy)!- (—1>”1 v
Tl e l(20) . [(s—1) 11 [ W}Z k1) ”‘“]
=2

3 (28 —3—1y)!-
il Gs_ gl (21 .. [(s 11]%— 27”’“

Les formules (6) donnent pour A, ;(fy, iy—1, G5, ..., b5_y):
81 8—1
i =8—2—(i—1)— D i =s—1— D iy
(8) o k=3 To=2
1 (=14 D' (b—1)i, = s—2;
k=3
8—1
(9) 0 =s—1— > (k—1)i.
k=2
. 8—1 8—1
En ajoutant (8) et (9) on trouve 4, = 28—2— ki, done N ki,
lr=2 =]

= 28—2—1i,.
Puisque 4, = 0, done 4,! =1 et on a:

(28 —2—iy)!(
il e gl (21

—1)

Ay, ...
o (s

’ is»—l; 0) =

ce quil fallait démontrer.

5: Nous pouvons résumer les résultats obtenus comme il suit:
Si @ = g(y) est la fonction inverse d*une fonction y = f(») et Z,
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est lensemble des suites {7, ...,
dérivée d’ordre n de g(y) est donnée par la formule

d"g (2%—1#11 '( —1)yrith Y ":1‘ i,:’*tz ¥
y)Zﬂ:—l —ﬂ 2! b
(@n—2—i,) | (—1)* 10 ﬁ y® )i"
2 ot H% : gy (k!

% condition que y’ # 0.

La formule reste vraie pour # = 1, si I’on remplace tous les i, par 0.

Regu par la Rédaction le 30. 10. 1958

y(")

n!

;

i,} satisfaisant aux conditions (6), la
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