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TOPOLOGIE COMBINATOIRE
ET INVARIANTS COMBINATOIRES

PAR

WU WEN-TSUN (PEKIN)

Un ensemble de points E situé dans un espace euclidien est dit con-
vexe 8i, pour deux points quelconques # et y de H, le segment rectiligne
2y est contenu dans .

Btant donnés dans un espace euclidien p-+1 points linéairement
indépendants @, ..., a,, le plus petit ensemble convexe contenant
tous ces points (c'est-A-dire lintersection de tous les ensembles convexes
qui les contiennent) est un ensemble compact qui s’appelle simplexe
euclidien de dimension p et les points a;, ol 4 = 0, ..., p, s’appellent ses
sommets. Ce simplexe sera désigné par (a, ... @,). Les simplexes eucli-
diens de dimension 7 < p et dont les sommets a;, ..., ;, sont des som-
mets du simplexe (g, ... a,) portent le nom de faces de ce simplexe; il
y en a 2°+'—1 (ou 2%*' si l'on convient de considérer lensemble vide
comme une face de dimension —1 de tout simplexe). Tout espace homéo-
morphe 4 un simplexe euclidien de dimension p s'appelle tout court
simplexe de dimension p. Ses points et ses sous-ensembles eorrespondants
3 ceux du simplexe euclidien par cette homéomorphie sont dits alors
ses sommels et faces respectivement.

On appelle polyédre fini tout espace topologique compact que I’on peut
reprégenter comme réunion des termes d’une suite finie K = {&,} qui
sont ses sous-espaces fermés &, chacun d’eux étant un simplexe et Pinter-
section de deux simplexes guelconques étant une face de chacun des deux
(donc en particulier Pensemble vide), et toutes les faces d'un simplexe
quelconque de K figurant aussi parmi les &, de K. Une telle représen-
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A tout complexe simplicial fini (P, K) un schéma abstrait peut
&tre associs, composé I’ensemble fini 4 = {ay, ..., ay} do tout les sommots
de ses simplexes et de famille des sous-ensembles {a, ..., a,-p} de A tels

que (a,...0;) <K, c'est-d-dire tely que lensemble {a, ..., a;} est celui

de tous les sommets d’un simplexe &, de K. Alors

(1) {aggs vy a3} C{augy ooy 2y} ef (g, .@y) K entrainent (ajq.. ajq) K

et tout a;ed est élément d’au moins un de ces sous-ensembles de A. Le
schéma assujetti & ces conditions s’appelle complewe simplicial fini ab-
strait ou compleve abstrait tout court. Il sera désigné par K = {0y} =
= {(“i.,---@i,,)} et les sous-ensembles de A4 de la forme {ay, ..., “"‘p} dont K
se compose le seront par (a...s,). Pour un tel schéma abstrait, les
éléments a, ..., 4y s’appelleront sommets du simplexe abstrait o, =
= (@ ) de dimension p et tout simplexe abstrait (a,fu,..ajq) el
que {az, ..., a,q} Clag, ...y az,} sera dit une face de dimension ¢ de o,.
On peut ainsi congidérer le couple (P, K), ol P est un espace compact
et K = {0,} est un complexe abstrait, comme correspondant au complexe
simplicial fini (P, K) dont le polyédre P est l'espace et dont K = {@m}
est une subdivision simpliciale. Ainsi, & tout o, = (... o) e K vieny
correspondre un simplexe &, = (%n-(h’p) K étant un sous-ensemble
fermé de P.

La partie de la topologie que 1’on peut nommer topologie du polyddre
fini a pour 'objet précisément I'étude des propriétés topologiques des
polyedres finis en partant des schémas abstraits associés aux subdivisions
simpliciales de ces polyédres.

Soient K = {¢,} et K' = {0,} deux complexes abstraits associés
& deux subdivisions simpliciales @’an mame polyedre fini P. Il peut arriver
que; pour tout simplexe abstrait o, ecK, la réunion des &,<K tels que
5,C &, coincide avee a,. On dit alors que le complexe (P, K') est une
subdivision simpliciale du complexe (P, K). Deux complexes (P, K,)
et (P, K,) ayant le méme espace P sont dits équivalents au sens combina-
toire lorsqu’il en existe une subdivision simpliciale commune. Les pro-
priétés d’un complexe (P, K) qui sont invariantes par rapport i l’équyi'm—
lence combinatoire portent le nom des imwariants combinatoires de co
complexe et on appelle topologic combinatoire la partic de la topologie
qui traite des invariants combinatoires des complexes simplic,imli finis.

Une présomption fondamentale de la topologie combinatoire ot qui
n'est pas démontrée jusqu’s présent (elle est connue sous le nom allemand
de ,,Hauptvermutung”) veut que deux complexes simpliciaux finig dont
Pespace commun est un méme polyddre soient toujours équivalents au
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sens combinatoire. §’il en est ainsi, 1'étude de la structure topologique
des polyédres finis se ramenerait & la topologie combinatoire. En parti-
culier, les invariants topologiques dun polyédre fini P (c’est-a-dire ses
propriétés invariantes par rapport aux transformations biunivoques
ot bicontinues) coincideraient avec les invariants combinatoires d'un
complexe quelconque (P, K) associé & ce polyédre de la maniére décrite
plus haut. Quoi qu'il en soit, les invariants topologiques d’un polyédre
fini sont en tout cas des invariants combinatoires de tout complexe
qui lui est associé. C’est I'une des raisons qui justifient lintérét & la
topologie combinatoire.

Or, la notion de complexe se laissant formuler d’une maniére aks-
traite, il en est de méme des notions de subdivision simpliciale et d’équi-
valence combinatoire. Considérons en effet un complexe abstrait
K, = {0,,} dont A; = {a,, ..., ay} est D'ensemble de tous les sommets.
Soit (a;ay) K, un simplexe de dimension 1. Ajoutons & l'ensemble A,
un nouveau sommet a et considérons la famille K, des sous-ensembles
de 4, = 4, v (a) définie par deux conditions suivantes:

(2) les simplexes de K, n’ayant pas (a;az) pour face appartiennent
& K,.

(3) s (ai%“io---%,,) <K, (ou bien si 'ensemble {ay, ..., afp} est vide),
les sous-ensembles de 4, de la forme (a;amy...a:), (BGxd.. () et
(ag,. . az) appartiennent & K,.

On vérifie aisément que K, satisfait & la condition (1) et qu’il est par
conséquent un complexe abstrait, 4, étant l'ensemble de ses sommets
ot les sous-ensembles de 4, assujettis & (2) et (3) étant tous ses simplexes.
K, est dit une subdivision élémentaive de K.

D’aprés un théoréme fondamental de la topologie combinatoire
(voir [1] et [4]), si deux complexes (P, K) et (P, K') ayant le méme po-
Iyddre pour l'espace sont équivalents au sens combinatoire, les comple-
xes abstraits K et K’ qui leurs sont associés se trouvent en relation sui-
vante :

(4) il existe une suite finie K = K, K,, ..., K, = K' de complexes
abstraits tels que de deux termes conséeutifs de cette suite I'un est
toujours une subdivision élémentaire de l’autre.

Ta réciproque de ce théoréme étant évidente, on est conduit aux
définitions suivantes:

Deux complexes abstraits K et K* sont isomorphes §’il existe entre
los ensembles 4 et A* de leurs sommets une correspondance biunivoque
ot telle qu'un sous-engemble de 4 est un simplexe de K lorsque, et seule-
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ment lorsque le sous-ensemble correspondant de A* est un simplexe
de E*.

Deux complexes abstraits K* et K'*, sont équivalenis au sens combi-
natoire il existe deux complexes abstraits K et K’ isomorphes & K* ¢t
K'* respectivement et qui sont en relation (4).

Les propriétés des complexes abstraits invariantes par rapport & cetite
équivalence combinatoire s’appellent -les invariants combinatoires des
complexes abstraits.

En vertu du théordme fondamental précité, la topologie combina-
toire peut donc &tre ramende i 1’étude des invariants combinatoires des
complexes abstraits, done de I’équivalence combinatoire entre ces com-
plexes, qui est par définition de nature purement algébrique. Or I'étude
de leurs invariants combinatoires, en tant que propriétés invariantes par
rapport & leurs subdivisions élémentaires, peut nous en fournir trop au
point de vue des besoins de la topologie des polyédres finis, mais — comme
il a été noté —nous fournira en tout cas, & cdté des propriétés

- peut-étre topologiquement non-invariantes, donc inutiles, toutes celles
qui sont en effet des invariants topologiques distinets.

Pasgons en revue les invariants combinatoires d*un complexe abstrait,
les plus connus & 1'état actuel de la science. Donnons-nous & ce but un
complexe abstrait K composé de simplexes abstraits o, et dont 1’ensemble
des sommets A = {a,,...,ay} est supposé ordonné par une relation
d’une maniére arbitraire, mais définitive, & savoir de la manidre suivante:
@y < ... < ay. Soit d(K) la dimension maximum des simplexes de¢ K
et n,(K) le nombre de ceux qui sont de dimension ». Alors,

(I) d(K) est un invariant combinatoire de K ; il s’appelle la dimension
de K,
ag)
(IT) g(K) = Z,; (—1)"n,(K) est aussi un invariant combinatoire de
=

K; il g'appelle la caractéristique d&Euler-Poincaré de K.

Un peu plus compliquée que ces deux invariants numériques est
la notion de groupe d’homologie de K. Soit {of,}, ol meT,, Pensemble
de tous les simplexes de K qui sont de dimension ». tant donné un
groupe abélien @, soit C,(K,&d) le groupe abélien de toutes les combi-
naisons linéaires de la forme 121': g:07, ol g;¢@, laddition étant entendue

A
au sens naturel. Considérons un gystéme d’homomorphismes

[Co(E, 6) >0
"G (K, €) > 0,y (K, &)

pour r =0,

pour 7> 0

icm
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tels que 1’on ait
0e(ga") = kz:u('”l)kg(aio: cony Qg gy Gippysy oo i)

pour tout ge@ et tout simplexe o =(a; ...q;) de K, ol r >0 efb
iy < ... < ip. On & alors 8,8,,; = 0 pour tout » > 0, ot Imd,,, CNoyd,,
et on sait que powr 0 <r < d(K) ‘

(IIT) H,(K,&) = Noyd,/Imd,,; est un invariant combinatoire de
K; il gappelle son groupe @homologie de dimension 7, relatif au groupe
des coefficients G-

Aingi, dans les définitions des invariants (I)-(IIX) n’interviennent
que

(i) la dimension des simplexes de X,

(ii) le nombre. de ses simplexes de chaque dimension,

(ifi) la relation entre deux simplexes de K dont les dimengions ne
different que par lunité et qui s’exprime par 0 lorsqu’aucun de ces simple-
xes n'est une face de Lautre et par —1 ou -1 lorsqu’il en est une.

Tes autres invariants combinatoires connus, par exemple le groupe
tondamental, les groupes de cohomologies, les opérations cohomologiques
¢t méme les groupes d’homotopie de Hurewicz, peuvent 8tre définis en
partant des propriétés analogues, mais parfois plus compliquées, en fai-
sant intervenir encore

(iv) les relations générales entre les faces qui sont simplexes de K.

Il y a done lieu d’envisager le probléme suivant:

Quels sont les invariants combinatoires dun compleve abstrait K . qui
se laissent défimir & Paide de sa structure combinatoire, en particulier & Vaide
de ses propriétés (i)-(iv)? »

TI semble que c’est Mayer [3] qui a été le premier % aborder le pro-
bléme dans cet ordre d’idées, en établissant le théoréme qui peut 8&tre
formulé comme suit:

TrforiME 1 (Mayer). Tout invariant combinatoire de K ayant la

forme
aE)
HE) = D) an,(K)

=0

(IV)

est un multiple de la caractéristique (II) & Buler-Poincaré.
Te but de cette communication (*) est d’envisager le méme prob‘léme
sous un aspect moins général, & savoir limité & ces invariants numériques,

(1) Elle a été faite & Wroctaw, le 30. XII. 1957, au Séminaire de topologie
de I'Institut Mathématique de I'Académie Polonaise des Seciences.
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ot d'indiquer une méthode générale de les définir & Paide des propriébés
(i)-(iv).

En vue d’appliquer (iv), introdwisons les mombres suivants:
(5) s, (K) Ol 0 < () < d(E) et ~1<k<min(r,s),
qui est celui des couples ordonnés composés d'un simplexe de K de dimen-
gion r ¢t d’un autre de dimension s qui ont evactement une face commune
de dimension #;
(6) ey 2y (H) O £ 222,
qui est le nombre des i-tuples (oy, ..., o) de simplexes de K tels que o,
est de dimension r, pour 1 < ¢ <t et qu’aucun sommet n’est commun
& tous les o, d'un méme i-tuple.

On a en particulier

(7) '”'rr,q-(K) == (£},
(8) Hoyrg, —1 () = Npypy (1) .
Posons

4(E)

(V) P (K) = 2 “rs,k”ra,k(l()7
¥,8=0
4(K)

(V1) p(K) = Z Gy, oy ().

P1yeenFg=0

Par analogie au théoréme de Mayer, on a les théorémes de Wu [5]
et de Lee. [2] permettant de trouver les invariants combinatoires qui sont
des combinaisons lindaires de la forme (V) et (VI) des nombres (B) et (6).

Notons d’abord que la caractéristique d’Euler-Poincaré (II) est de
la forme (V), car on a d’aprés (7)

YE)
HE) = D (1) Dy (KD,
#=0
et qu'il en est de méme du carré de cette caractéristique
#K)
(9) PE) = Y (—1) 0, (K).
r,8=0
Quant & (VI), il ¥'agit du suivant
THEOREME 2 (Wu). Les nombres
d(K)
(10) 1K) = (= 1)+t (K)
TLavensff=0
sonf des invariants combinatoires du compleze abstradi K, et méme des in-
variants topologiques du polyédre fini correspondant.
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Pour la genése des invariants (10) et la démonstration de leur inva-
riance, on voudra consulter le travail [5].

Te cas particulier de (10) pour ¢ = 2, ¢’est-a-dire le nombre qui est
égal d’aprés (8) &
4UE)
Z (—1)r+s”’ra,—1<K)7

r,8=0

2 (K) =

est done en méme temps de la forme (V). Or on a le

TERoREME 3 (Lee). Tous les invariants combinaioires de K de la forme
(V) sont des combinaisons linéaires des invarianis 2(K), x2(K), et x5 (K). '

Pour illustrer la méthode employée par Lee dans la démonstration
de son théoréme, je vais citer ici sa démonstration du théoréme 1 qui
est bien plus simple et naturelle que la démonstration originale de Mayer.
e théoréme étant trivialement vrai pour d(K) = 0, procédons par induc-
tion en admettant qu’il est vrai pour tout d(K) < d. Par conséquent,
pour d(K) = d, tout invariant combinatoire de K qui est de la forme
(IV) se laisse représenter par la formule

a—1

|

HE) = a (—1) . (H)+ bng(K) = ay(K)+[b—(—1)"da]ng(K).

N

0

-
I

K’ étant une subdivision élémentaire de K, on a donc la méme for-
mule
HK) = ax(K')+ (b~ (—1)"a]ng(K").

On s ¢(K) = #(K’) par suite de I’invariance admise de 9(K), et
en méme temps y(K) = x(K’) par suite de linvariance de y(K). Les
deux formules entrainent donc

[b—(—1)"2a][ng(E) —ng(K)] = 0

pour tout complexe abstrait K de dimension d(K) < d et pour toutes
les subdivisions élémentaires K’ de K. En particulier, pour K et K’ tels
que ng(K) #ng(K') # 0, on aura par conséquent b = (—1)"a, d’ol
#(K) = ay(K), ce qui achéve la démonstration du théoréme de Mayer.

Auncun théoréme analogue & celui de Lee, mais eoncernant les in-
variants combinatoires de la forme (VI), ne m'est connu jusqu'ds présent.
Tl semble cependant qu'il existe bien des invariants de cette forme, diffé-
rents de y;F (K), et qwils peuvent étre trouvés de la méme manitre. Enfin,
en introduisant d’autres nombres, analogues & (5) et (6), et en cherchant
A établir des invariants combinatoires numériques g’exprimant par leurs
combinaisons linéaires, on se voit bien en possession. d’une méthode gé-
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nérale qui se préte i ley définir systématiquement au moyen des pro-
priétés (i)-(iv) de complexes abstraits.

Ajoutons, pour terminer, deux remarques:

1. Parmi les invariants de nature algébrique (¢’est-i-dire qui s’expri-
ment par des nmombres, groupes, homomorphismes etc.), les invariants
topologigues les plus importants sont, presque tous, en méme temps des
invariants du type d’homotopie. Tels sont les groupes d’homologie, ceux
@’homotopie et autres. Il y a toutefois des exceptions, comme par exemple
la dimension — et, plus généralement, les invariants de la forme (10) -
qui sont des invariants topologiques des espaces de complexes abstraits
sang en étre des invariants du type d’homotopie. On a en effet pour le
segment rectiligne I et le triangle 4, qui sont de méme type d’homo-
topie, 47 (I) = 2 et 47 (4) = 0. Aingi, ce sont des invariants topologiques
‘d’un genre nouveau, promettant d’&tre applicables avec avantage dans
des problémes de nature topologique, mais non homotopique, done tels
que celui de la classification topologique des espaces, de leur isotopie,
du plongement d'un espace dans un autre ete. Oes invariants paraissent
en outre les plus simples dans leur genre (excepté la dimension).

2. La topologie combinatoire, qui concentrait sur elle attention des
topologues pendant la premidére trentaine d’années de ce sidcle, semble
" cesser peu & peu de susciter leur intérét, malgré que fous les invariants
topologiques des polyddres finis se trouvent parmi les invariants combi-
natoires des complexes abstraits. Il est donc peut-étre désirable de pour-
suivre les recherches dans ce domaine. Ce qui vient d’étre exposé ici est
déstiné & montrer quil y a une possidbilité de faire avancer ces recherches
d'une fagon méthodique, en particulier dans lordre d’idées des théordmes
établis par Mayer et Lee pour des invariants numériques particuliers.
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ON CHAINS OF REGULAR TETRAHEDRA
BY

S, SWIERCZKOWSKI (WROCEAW)

In this paper we present the solution of a problem. of Professor
H. Steinhaus (conjecture (1) in [1]). We shall prove the following

TusoREM. If T,,T,, ..., T, arve reqular tetrahedra such that

1° T; and T,,, have strictly one face in common,

2° Ty # Ty,
then Ty and T, are not congruent by translation ().

Proof. Given a rotation of the space, we may represent it by the
pair <a, ¢>, where a is a vector situated on the rotation axis and ¢ is the
rotation angle. We assume that for ¢ > 0 the rotation {a, ¢ has a clock-
wise sense for an observer looking along its axis in the direction indicated
by a. -

Suppose that the vertices of T, are 4, B, ¢, D. We write AB = a,
0D = b. Let @ be the angle between two faces of T,. We define

P =La,p>, Y=<,

We shall prove first that there exists a sequemce of rotations
0y, ..., 0, ratisfying 6,0,...0,(Ty) =T, (i =1,...,n) and such that
0% = & or ¥ for &; = 1 or —1. OQur proof is by induction. The assertion
iy obvious for ¢ = 1. Suppose that it iy true for some 7 < n. Write
6 =0,0,...0,. Observe that T, , = Q(T;), where Q = (O(c),epD,
¢=¢q Or b, ¢ = +1.

We define 0,,, = {¢, ep). Thus @;; = *' or P,

Now observe the formula <{@(c),epd = 0{c,epd>O7 . It implies
Q =600;,07". Thus T;,, = 2(1) = 00,,,070 (T,) = 0,0,...0,1(T)-

‘Let T be the group of translations and 9 the group of all sense-pre-
serving isometries of ES. We consider the duotient group %/T, i. . the
group of rotations of E® around a fixed point O. For x <% let us denote

(") Added in proof: We have been informed that T. J. Dekker generalized this
result to simplices of more than three dimensions.
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