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SUR LES OUVERTS DES CW-COMPLEXES
ET LES FIBRÉS DE SERRE

PAR

ROBERT C AUTY (PARIS)

M. Steinberger et J. West ont prouvé dans [7] qu’un fibré de Serre
p : E → B entre CW-complexes a la propriété de relèvement des homo-
topies par rapport aux k-espaces. Malheureusement, leur démonstration
contient une légère erreur. Ils affirment que certains ensembles (notés U et
p−1U×U) sont des CW-complexes car ce sont des ouverts de CW-complexes.
Ceci est généralement faux, et notre premier objectif dans cette note est
de donner des exemples d’ouverts de CW-complexes n’admettant aucune
décomposition CW. Malgré cela, le théorème de Steinberger et West est
vrai, et notre deuxième objectif est de montrer comment leur démonstration
peut être rectifiée.

1. Décompositions CW des ouverts d’un CW-complexe. Il est
connu que tout ouvert d’un complexe simplicial est triangulable. Dans cette
section, nous étudions le problème analogue pour les CW-complexes : Si U
est un ouvert d’un CW-complexe X, U admet-il une décomposition CW?
Nous donnons deux exemples montrant que ce n’est en général pas le cas.
Le premier est un complexe dénombrable de dimension deux, le deuxième
un complexe de dimension trois ayant une cellule de dimension zéro, une
de dimension deux et une de dimension trois. Ces exemples sont minimaux
pour ce qui est de la dimension et de la finitude locale. En effet, si X est de
dimension un, il est triangulable, donc U aussi; d’autre part, nous montrons
ci-dessous que U est décomposable quand X est un complexe localement fini
de dimension deux. Le lecteur désireux de se convaincre que la géométrie
des CW-complexes diffère de celle des complexes simpliciaux pourra aussi
consulter [6].

Nous ne ferons aucune distinction formelle entre un CW-complexe et
l’espace topologique sous-jacent. Par une cellule d’un complexe, nous en-
tendrons toujours une cellule ouverte.

Exemple 1. Soit I = [0, 1], et soit {xn}∞n=1 une suite de points de ]0, 1[
dense dans I. Pour tout n = 1, 2, . . . , soit B2

n une copie du disque unité de
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R2, de bord S1
n, et soit ϕn : S1

n → I l’application constante ϕn(S1
n) = xn.

Soit X le complexe dénombrable de dimension deux obtenu en attachant B2
n

à I via ϕn pour n = 1, 2, . . . Soit ψn : B2
n → X la projection correspondante.

Notons En = ψn(B2
n\S1

n); la fermeture de En est donc ψn(B2
n) = En∪{xn}.

Pour tout n, soit an un point de En. Soit A = {an | n = 1, 2, . . .}; c’est un
fermé de X. Notons U l’ouvert X \A.

Affirmation. U n’admet aucune décomposition CW.

Supposons le contraire. Pour 0 ≤ i ≤ 2, soit U i le i-squelette de cette
décomposition. Nous avons alors

(a) I est contenu dans U1.

Car aucun point de I n’a dans X un voisinage homéomorphe à un disque
ouvert.

(b) U1 est connexe.

Car U est connexe.

(c) Pour tout n ≥ 1, U1 ∩ En 6= ∅.
Supposons le contraire; alors En\{an} ⊂ U2\U1. Soit e2 une 2-cellule de

U rencontrant En\{an}. Puisque e2 est ouverte dans U2\U1, e2∩(En\{an})
est ouvert dans En\{an}, donc, par invariance du domaine, dans e2. Puisque
la fermeture de En\{an} dans U est égale à ψ(B2

n\{an}) = (En\{an})∪{xn}
et que xn ∈ U1, e2 ∩ (En \ {an}) = e2 ∩ ψ(B2

n \ {an}) est fermé dans e2.
Par connexité, e2 = En \ {an}, ce qui est absurde, En \ {an} n’étant pas un
disque ouvert.

(d) Pour tout n ≥ 1, xn appartient à U0.

Puisque U1∩En 6= ∅ et que U1 est connexe, U1 contient un arc simple J
dont une extrémité est xn et l’autre un point de En. Puisque la frontière de
En est réduite à {xn}, J \ {xn} est contenu dans En, donc l’ensemble I ∪ J
est une triode de sommet xn contenue dans U1. Par suite, xn n’a dans U1

aucun voisinage homéomorphe à une 1-cellule, donc xn appartient à U0.
D’après (d), {xn}∞n=1 est un fermé discret de U , contrairement au fait

que cet ensemble est dense dans I ⊂ U .

Exemple 2. Soit Σ la 2-sphère qui est le bord du cube [−1, 1]× [0, 2]2 ⊂
R3. Soit L le sous-ensemble de Σ défini comme suit : L =

⋃∞
n=0 Ln, où L0 =

[−1, 1]× {0} × {0}, et, pour n ≥ 1, Ln = {(x, y, 0) ∈ R3 | x2 + (y− 1/n)2 =
1/n2}. Soient a = (−1, 0, 0) et b = (1, 0, 0). Il est facile de construire une
surjection continue h de [−1, 1] sur L telle que h−1(a) = {−1} et h−1(b)
= {1}.

Soient B3 la boule unité de R3, S2 son bord et
◦
B3 = B3 \ S2. Soit

π : S2 → [−1, 1] la projection π(x, y, z) = z, et soit ϕ = h ◦ π : S2 → L;
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c’est une surjection continue telle que ϕ−1(a) = {(0, 0,−1)} et ϕ−1(b) =
{(0, 0, 1)}.

Σ peut être considérée comme un CW-complexe ayant une 0-cellule et
une 2-cellule. Formons un complexe X de dimension trois en attachant B3

à Σ via ϕ. Soit ψ : B3 → X l’application caractéristique correspondante.
Soient K = {0}× {0}× [−1, 1] ⊂ B3 et A = ψ(K); A est un fermé de X tel
que A ∩Σ = {a, b}. Soit U l’ouvert X \A.

Affirmation. U n’admet aucune décomposition CW.

Supposons le contraire. Pour 0 ≤ i ≤ 3, soit U i le i-squelette de cette
décomposition. Posons Σ′ = U ∩ Σ = Σ \ {a, b} et L′ = L \ {a, b}. Nous
avons alors

(a) L′ n’est pas triangulable.

Car aucun voisinage du point (0, 0, 0) dans L n’est contractile (chaque
tel voisinage peut être rétracté sur un cercle Ln, n grand).

(b) Σ′ est contenu dans U2.

Puisque U est localement une surface en tout point de Σ′ \L′, Σ′ \L′ ⊂
U2. Puisque U2 est fermé dans U , il contient la fermeture Σ′ de Σ′ \ L′.
(c) Si une 2-cellule de U rencontre Σ′, elle est contenue dans Σ′.

Soit e2 une 2-cellule de U rencontrant Σ′. Alors e2 est ouverte dans U2,
donc e2 ∩ Σ′ est ouvert dans Σ′. Par invariance du domaine, e2 ∩ Σ′ est
ouvert dans e2. Puisque Σ′ est fermé dans U , e2 ∩Σ′ est aussi fermé dans
e2, donc e2 ∩Σ′ = e2.

(d) L′ est contenu dans U1.

Pour −1 < t < 1, soit Ct le cercle S2 ∩ π−1(t). Alors ϕ(Ct) est un point
de L′ et nous devons prouver qu’il est dans U1. Si nous paramétrons Ct de
façon naturelle, nous obtenons un chemin fermé s  Ct(s), s ∈ I, qui est
essentiel dans B3 \K. Soit T un voisinage compact de Ct dans B3 \K. En
utilisant le fait qu’aucun fermé de dimension un ne sépare localement R3, il
est facile de construire une suite de chemins fermés ωn : I → B3 vérifiant

(1) ωn(I) ⊂ (T \ S2) \ U1.

(2) d(ωn(s), Ct(s)) < 1/n quels que soient s et n (d est la distance eucli-
dienne).

(3) ωn est homotope à Ct dans B3 \K.

Alors, ψ(ωn(I)) rencontre U2 car, dans le cas contraire, il serait contenu
dans une 3-cellule e3 de U , laquelle est contenue dans ψ(

◦
B3) d’après (b).

Mais alors, ωn = ψ−1 ◦ (ψ ◦ ωn) serait homotope à zéro dans ψ−1(e3) ⊂
◦
B3 \ K, contrairement à (3). Puisque ψ(T ) est compact, il ne rencontre
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qu’un nombre fini de cellules, donc, quitte à remplacer {ωn} par une sous-
suite, nous pouvons supposer l’existence d’une 2-cellule e2 de U telle que
ψ(ωn(I)) ∩ e2 6= ∅ pour tout n. Si xn est un point de ψ(ωn(I)) ∩ e2, la
suite {xn} tend vers ψ(Ct) d’après (2). Il résulte de (1) et (c) que e2 est
contenue dans ψ(

◦
B3), donc ne contient pas ψ(Ct); par suite ψ(Ct) appartient

à e2 \ e2 ⊂ U1, d’où (d).
Il ne reste plus qu’à remarquer que (a) et (d) sont contradictoires car

tout sous-ensemble fermé connexe d’un complexe de dimension un est trian-
gulable.

Proposition. Si X est un CW-complexe localement fini de dimension
deux , tout ouvert U de X admet une décomposition CW.

D é m o n s t r a t i o n . Soient (ei)i∈J les 2-cellules de X. Pour tout i dans
J , soit B2

i une copie du disque unité de R2, de bord S1
i , et soit ψi : B2

i → ei

une application caractéristique pour ei.
Il est facile de vérifier que si (Ki)i∈J est une famille localement finie de

sous-ensembles fermés connexes d’un complexe K de dimension un, il existe
une triangulation de K dont tous les Ki sont des sous-complexes. Nous
pouvons donc trouver une triangulation X ′ de X1 dont tous les ensembles
ei \ ei sont des sous-complexes. Prenons une triangulation U ′ de U ∩ X1

dont chaque simplexe est contenu dans un simplexe de X ′. Alors, pour tout
i dans J , U ′ ∩ (ei \ ei) est un sous-complexe de U ′.

Il suffit de montrer que, pour i fixé, il est possible d’étendre, sans l’altérer,
la décomposition U ′ de U ∩X1 en une décomposition de (U ∩X1)∪ (U ∩ei).
Soient Ui = ψ−1

i (U) et Oi = S1
i ∩ Ui. Prenons une décomposition cellulaire

de Oi telle que, pour tout sommet v de cette décomposition, ψi(v) soit un
sommet de U ′ (trois cas à distinguer pour la construire:

(a) Oi = S1
i et ψi(S1

i ) est un point : trivial,
(b) Oi = S1

i et ψi(S1
i ) contient plus d’un point; puisque ψi(S1

i ) est un
sous-complexe simplicial non trivial de U ′, il a au moins deux sommets
distincts w1 et w2; prendre une décomposition cellulaire de S1

i ayant deux
sommets v1 et v2 avec vj ∈ ψ−1

i (wj),
(c) Oi 6= S1

i ; la possibilité de décomposer une composante C de Oi résulte
alors du fait que tout sous-ensemble connexe de U ∩X1 dont la fermeture
rencontre X \ U contient une infinité de sommets de U ′).

Il est connu, et facile de vérifier, que toute décomposition CW du bord
d’une surface peut se prolonger (sans subdiviser le bord) en une décomposi-
tion CW de cette surface. Nous pouvons donc étendre la décomposition de
Oi construite ci-dessus en une décomposition CW de ψ−1

i (Ui) pour laquelle
ψi|Oi : Oi → U ′ est cellulaire. Cette décomposition induit donc une décom-
position de ψi(Ui)=Ui ∩ ei, qui prolonge la décomposition U ′ de U ∩ X1.
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2. Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant, dont
la partie (a) est le résultat de Steinberger–West cité dans l’introduction.
Dans le cas particulier où E et B sont des complexes simpliciaux et B est
localement fini, la partie (b) a été démontrée par J. E. Arnold [1].

Théorème. Soit p : E → B un fibré de Serre, où E et B sont des
CW-complexes. Alors

(a) p a la propriété de relèvement des homotopies par rapport aux k-
espaces.

(b) Si le produit E ×B est un k-espace, p est un fibré de Hurewicz.

Nous avons besoin de quelques préliminaires.

Lemme 1. Si U est un ouvert d’un CW-complexe X, il existe un complexe
simplicial K tel que U soit homéomorphe à un rétracte de K.

D é m o n s t r a t i o n. Nous avons prouvé dans [3] que, pour tout CW-
complexe X, il existe un complexe simplicial L et un plongement de X sur
un sous-ensemble fermé de L qui est un rétracte de voisinage de L. Par
suite, U est homéomorphe à un rétracte d’un ouvert de L, d’où le résultat
puisque tout ouvert d’un complexe simplicial est triangulable.

Nous dirons qu’une application p : E → B a la propriété de relèvement
régulier des homotopies par rapport à un espace X si, pour toute fonction
f : X → B et toute homotopie h : X × I → B telles que p ◦ f = h0, il existe
une homotopie H : X × I → E vérifiant (i) p ◦H = h, (ii) H0 = f , et (iii)
le chemin t H(x, t) est constant si, et seulement si, le chemin t h(x, t)
l’est.

Lemme 2. Soit p : E → B un fibré de Serre, et soit X un rétracte d’un
complexe simplicial K. Alors

(a) p a la propriété de relèvement des homotopies par rapport à X.
(b) Si B est séparé, p a la propriété de relèvement régulier des homo-

topies par rapport à X.

D é m o n s t r a t i o n. (a) Soient f : X → E et h : X × I → B telles que
h0 = p ◦ f . Soit r : K → X une rétraction, et soient g = f ◦ r : K → E et
k = h ◦ (r× id) : K × I → B. Alors p ◦ g = k0, donc il existe G : K × I → E
telle que G0 = g et p ◦ G = k. Alors F = G|X × I vérifie p ◦ F = h et
F0 = f .

(b) Si B est séparé et h : In × I → B continue, alors h(In × I),
image séparée d’un espace métrique compact, est métrique compact. Un
raisonnement classique (voir par exemple [8]) montre alors que, pour tout
relèvement f de h0, il existe un relèvement régulier de h prolongeant f .
La méthode habituelle de prolongement squelette par squelette montre que
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p a la propriété de relèvement régulier des homotopies par rapport à tout
complexe simplicial. Il suffit alors de répéter l’argument de (a).

Un espace topologique X est dit ULC s’il existe un voisinage V de la
diagonale de X ×X et une application continue λ : V × I → X vérifiant

(i) λ(x, y, 0) = x et λ(x, y, 1) = y quel que soit (x, y) ∈ V ,
(ii) λ(x, x, t) = x quels que soient x ∈ X et t ∈ I.
Lemme 3. Tout CW-complexe X est ULC.

D é m o n s t r a t i o n. Nous renvoyons à [4] pour la définition des termes
utilisés dans cette démonstration. D’après [4], corollaire 2.4, X a la propriété
d’extension locale par rapport aux espaces stratifiables. D’après [2], X ×
X × I est stratifiable, donc, notant ∆ la diagonale de X ×X, l’application
µ : (X ×X ×{0, 1})∪ (∆× I) → X définie par µ(x, y, 0) = x, µ(x, y, 1) = y
et µ(x, x, t) = x a un prolongement à un ouvert de X ×X × I. Le lemme
en résulte.

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e. Puisque B est paracompact, il
suffit (voir [5], chap. XX, th. 4.2) de construire, pour tout point b de B, un
voisinage ouvert U de b et une fonction ω : U × p−1(U) → E, continue pour
la topologie de k-espace associée à la topologie produit (ces deux topologies
cöıncident dans le cas (b)) et vérifiant

(1) p ◦ ω(b, e) = b quel que soit (b, e) ∈ U × p−1(U),

(2) ω(p(e), e) = e pour tout e ∈ p−1(U).

Le lemme 3 permet de trouver un voisinage ouvert U de x dans B et une
fonction continue λ : U × U × I → B telle que λ(x, y, 0) = x, λ(x, y, 1) = y
et λ(x, x, t) = x quels que soient x, y dans U et t dans I. La fonction
F : U × p−1(U) × I → B définie par F (b, e, t) = λ(p(e), b, t) est continue,
donc les lemmes 1 et 2 permettent de trouver un relèvement régulier G :
U × p−1(U) × I → E, continu pour la topologie de k-espace associée à la
topologie produit (à la différence de λ et F qui, elles, sont continues pour la
topologie produit) et tel que G(b, e, 0) = e quel que soit (b, e) ∈ U ×p−1(U).
Il suffit de prendre ω(b, e) = G(b, e, 1).
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