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Then {@,} induces a map (in an evident sense) of the homology diagram
of {3,} to that of {0}.

As a second example we prove a ‘“3-lemma’, so-called by analogy
with the well-known ,,5-lemma’ of homological algebra. Indeed it is easy
to prove the 5-lemma, in its strong form, from the 3-lemma and the split-
ting procedure described at the end of section 2.

THEOREM 3.6. Given the commutative diagram
A
Vo dv
PR,
n

}

=) T )=

with ulle, »||ln, then

(a) if ¢ i8 right-reqular, v is right-reqular,

(a') if @ is left-regular, 0 is left-regular;

(b) if 0 is right-reqular and ¢ is left-regular, then vy 1is left-reqular,

(b’) if vy is left-regular and @ is right-regular, then 0 is right-regular;

(c) if 0 and y are right-regular, so is @,

(¢") if 0 and y are left-regular, so is g. !

We remark that (a'), (b’), (¢’) are dual to (a), (b), (¢) and thus do not
need separate proof. We prove (a) by remarking that ey == gy, which
is right-regular since ¢ and 7 are right-regular; thus y is right-regular.
To prove (b) we remark that 0 is a unit by (a’); the assertion is thus equi-
valent to the assertion, following (3.4), that g is left-regular. To prove
(¢) let @& = 0; then Gv& = upé = 0, 50 »& = 0, 0 being right-regular.
Thus £ = nx, 50 0 = gyx; bub gy = ey is right-regular, so » = 0, & = 0,
and ¢ is right-regular, :

COROLLARY 3.7. If any two of 0, ¢, v are units, so is the third.
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SUR LES ENSEMBLES DENSES DE PUISSANCE MINIMUM
DANS LES GROUPES TOPOLOGIQUES
PAR
5. HARTMAN =t A. HULANICKI (WROCLAW)

Dans les espaces non métrisables, méme g'ils sont compacts, les
deux axiomes de dénombrabilité, I’existence d’un ensemble dénombrable
dense ou bien la non-existence dun cnsemble indénombrable isolé, ou
encore, par exemple, la, non-existence d*une famille indénombrable de voi-
sinages disjoints présentent des propriétés essentiellement différentes.
Néanmoins, quelques implications mutuelles non friviales ont lieu dans
le cas d’un groupe topologique soumis, §’il y a besoin, & des conditions sup-
plémentaires. Ainsi par exemple, selon le théoréme connu de Kakutani, le
premier axiome de dénombrabilité entraine dans tout groupe topologi-
que Pexistence d’une métrique invariante; dans un groupe compact en
résultent, par conséquent, toutes les autres propriétés mentionnées ci-
-dessus. De plus, on sait que, si ’on admet ’hypothése du continu, un grou-
pe compact abélien de puissance 28 est pourvu d’un systéme fondamental
dénombrable, et A. Hulanicki a démontré récemment [3] que c'est en-
core le cas des groupes localement compacts non-abéliens.

Dans cefte note, nous nous proposons d’établir les conditions qui,
imposées & un groupe topologique, assurent I’existence d’un sous-ensemble
dénombrable partout dense et dont le nombre cardinal est aussi petit que
possible. Parallélement, nous allons considérer I'existence de ,,grands”
gous-groupes isolés.

LEMME 1 ([7], p. 138) (V). Si un sous-groupe invariant fermé H d'un
groupe topologique G- et le groupe quotient G[H contiennent chacun un ensem-
ble dense dont la puissance ne surpasse pas-m = 8,, il en est de méme pour
le groupe G.

LEMME 2. Un groupe topologique comtenant un sous-groupe isolé de
puissance m contient un systéme de puissance m de voisinages disjoints (2).

(1) Co lemmo y est démontré pour m = §o, mais la démonstration est la méme

quel que soit m = No.
(2) Cetto implication ost fausse pour un espace topologiquo quelcongue, lo mot

,,s0us-groupe” étant rTomplacé par ,sous-ensemble™; cf., par exemple, {5], p.-133.
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Démonstration. Soit @ le groupe et D le sous-groupe isolé. Alors,
il existe un voisinage U de 1’élément neutre ¢ de & tel que U ~ D = (e).
Soit W un voisinage de ¢ pour lequel WW='C U. Le lemme‘ sera établ
quand on aura démontré que les voisinages #W (z<.D) sont disjoints. Or
soit @, yeD, & 7 y. Si Pon avait aW ~yW # 0, ily allralt doux &léments
w, et w, de W pour lesquels xzw, = yw,, donc y~ Yy = wywy?. Comme
y'weD et y~'w £ e, on aurait WW=t~ D £ (e) et par suite U ~ D = (¢),
contrairement au choix de U.

Dans ce qui suit (théorémes 1 et 2), Phypothése 8., = 2% gera ad-
mise.

TriorEME 1. Un groupe abélien compact infine G de puissance non
supérieure & 8% contient un ensemble dense de puissance aw plus égale & w.

Démonstration. Tout groupe abélien (discret) infini peut étre
plongé dans un groupe divisible (c’est-d-dire tel que l'équation nz = a
soit toujours résoluble, quel que soit n entier) de mlme puissance ([4],
p. 151). Le groupe discret é‘, dual de @, est de puiisance' au plus égale & 2™,
Soient " un groupe divisible qui le contient et I < 2". D’aprés un thé-
oréme connu de Baer ([4], p. 149), I' est représentable comme une somme
directe de groupes isomorphes & R¥ ou & Cpw, ot R désigne le groupe
additif des nombres rationnels et Oy le groupe quasi-cyclique suivant
le nombre premier p, ’ensemble de tous ses somn}and.es ayant une puis-
sance non supérieure 3 celle de I. Alors son dual I"est un groupe produit
{au sens cartésien) des groupes Rt et Cpeo, duals des sommandes correspon-
dants de I'. Le solénoide R* ef les groupes Cpoo, isomorphes aux grou-
pes correspondants des entiers p-adiques I,, étant métriques séparables,
chacun contient un ensemble dénombrable dense. Comme il y en a aun pluﬁs
2", il g’ensuit en vertu d’'un théoréme de Hewitt [2] que leur produit I’
contient tn ensemble dense de puissance au plus éga}e a4 m. Comme le
groupe ( est isomorphe au sens algébro-topologique & I'/4 @A(Aa désignant
Pannulateur de G:), il représente une image continue de I'. Par suite, il
contient également un ensemble dense de puissance non supérieure & .

Pour les groupes connexes, on peut constater plus encore: un groupe
abélien compact et connexe de puissance non supérieure & 2° est monothé-
tique, c’est-a-dire contient un élément qui engendre un sous-groupe (ey-
clique) dense. Ce résultat, énoncé dans [1] sans démonstration, se dé-

montre & grands traits comme il suit: le groupe dual @ est sans torsion
et I'on a @ < ¢. Par conséquent, ¢ est isomorphe & un sous-groupe de la
somme directe SR (T < ¢; Rf = R™). On en déduit que le groupe multi-

k’plicatif K des nombres complexes de valeur absolue 1 contient un sous-
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-groupe isomorphe & G. Tn tel isomorphisme présente un caractére de- @
de valeurs distinctes. On peut lidentifier & un élément wed, tel que
1(8) # 22(@), 81 g1, xee@ eb gy £ x5 Mais alors y(2) 3£ 1 pour tout
251, ce qui équivant & la densité de la suite nz (n =1, 2, ...) dans @
([17, p. 161). A cette occasion, nous constatons qu’il y a des groupes com-
pacts monothétiques infinis de dimension nulle. Tel est par exemple le
produit (cartésien) des groupes cycliques €, ol p parcourt Pensemble des
nombres premiers.

Nous allons établir maintenant quelques relations entre les cing
propriétés suivantes, concernant un groupe topologique & et un nombre
cardinal m > §;: '

(1) @ contient un sous-groupe isolé de puissance supérieure % m,

(2) il existe plus de m voisinages disjoints dans @,

(3) tout ensemble dense dans @ est de puissance supérieure & m,

(4) @ admet une application homomorphe continue sur un groupe
discret dont la puissance surpasse m,

(4') @ admet une application continue sur un espace isolé dont
la puissance surpasse nt.

D’abord, on a la relation banale (4) — (4). Evidemment, on a aussi
(4) — (2) et (2) - (3), pour des raisons purement topologiques. Le lemme
2 fournit la relation (1) - (2) pour tout groupe topologique.

THEOREME 2. Pour les groupes abéliens localement compacts dont

la puissance ne surpasse pas 2°" (m > o), les conditions (2)-(4") sont équi-
valentes et la condition (1) les entraine.

Démonstration. Soit @ un groupe satisfaisant aux hypothéses
du théoréme. Il ne reste qu’s établir I'implication (3) - (4). Admettons
d’abord que @ puisse étre engendré par un voisinage de I’élément neutre,
4 fermeture compacte. D’aprés un théoréme fondamental ({61, p.274),
G est alors 1a somms directe d’'un groupe compact, d’un groupe vectoriel
et d’'un nombre fini de groupes cycliques. Comme le sommande compact
est de puissance au plus égale & 2%, le théoréme 1 montre qu’il contient
un ensemble dense de puissance non supérieure & m. Il en est de méme
pour ¢ tout entier, les autres sommandes étant séparables. Un groupe
abélien localement compact contient toujonrs un sous-groupe ouvert H
engendré par un voisinage de I’élément neutre, & fermeture compacte.
Si (4) n’a pas liew, le groupe discret G/H est de puissance au plus égale
& m. D’aprés ce qui & été démontré précédemment, le groupe H contient
un ensemble dense dont le nombre cardinal ne surpasse pas m. Ainsi, le
lemme 1 montre qu’il en est de méme du groupe @, done que (3) est
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en défaut, De cette maniére la relation (3) — (4) se trouve établie et la
démonstration est achevée.

On voit bien que la relation (2) — (4), done aussi la relation (1) —
(2) — (4) ~ (4"), a lieu pour tout groupe abélien localement compact,
indépendamment de sa puissance. In effet, le sous-groupe H, dont il
est question dans la démonstration du théoréms 2, contient au
plus &, voisinages disjoints. Si le nombre cardinal du groupe G/H
n’était pas supérieur & m, le groupe @, en tant que rdéunion de
classes ouvertes suivant H, ne pourrait pas contenir plus de m
voisinages disjoints. _ .

Limplication (4) - (1) n’a pas lien méme gi Pon a G = 2"
le théoréme qui le prouve:

. Voici

THEOREME 3. Pour tout nombre cardinal m = 8,, i existe un groupe
abélien localement compact de puissance 2™ qui admet une application
homomorphe continue sur wun groupe discret de puissance m el qui
est dépourvu de sous-groupes 1isolés, sauf le sous-groupe trivial & wun
élément.

Démonstration. Soit T un ensemble de puissance m. Envisageons
P’ensemble & de toutes les fonctions f(¢) définies sur 7', aux valeurs apparte-
nant au groupe compact I, des entiers 2-adiques et soumises & la condi-
tion f(t) €21,, sauf pour un nombre fini de points te7. L’opération f(¢)--g(t)
étant définie pour tout te 7' comme addition 2-adique, ¢ devient un groupe
abélien. On a évidemment G = (2%)" = 2™ TIntroduisons une topologie
dans @ en considérant comme voisinage de I’dlément zéro un ensemble
qui se compose de fonctions dont toutes les valeurs appartiennent & 21I,
et pour lesquelles on a f(#;)e2%I, (k; entier positif, i = 1,2, ..., n), {t.}
étant un systéme fini de points de T. Par suite, ¢ est localement compact.
Cest un groupe sans torsion, done dépourvu de sous-groupes finis == (0).
Pour voir qu’il est dépourve aussi de sous-groupes isolés infinis,
il suffit de vérifier que tout élément / de ¢ engendre un groupe cyclique
infini dont 'élément 0 est un point-limite; en effet, 2'f appartient & un
voisinage quelcongue de 0, si r est suffisa nment élevé. Llensemble N des
fonctions f dont toutes les valeurs appartiennent & 2I, est le produit
cartésien de m exemplaires du groupe 2I,. Il est ouvert dans G le groupe
quotient (/N est donc diseret. On voit sans peine que sa puissance est
m: G/N est la somme directe de m exemplaires du groupe cyeclique C,
vu que I,/2I; ~ (,. Done @ admet une applieation homomorphe conti-

nue sur un groupe discret de puissance m et le théordme se trouve dé-
montré,
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