BEMERKEUNGEN UBER L*I(FHTISOJIIETRIS()'HE ABBILDUNGEN
2 YON )
W.NITKA (WROCLAW) & -

1. Liaut' einem Satze von Freudenthal und Hurewicz ([1], Satz IV,
$.121) gibt es bel jeder niehtisometrischen Abbildung T eines ‘total be-
qchmnkten Raumes "X auf , sich sowohl Punktepaame, demn Abstand
voneinander wichst, als anch Punktepaare, deren Abstand Vonemandm
abnimmt.

.. Dahei heift ein ‘metrischer Raum X iotal beschrinkt,- wenn .ex filr
jedes 6> 0 ‘die Suinthe endleh vieler Mengen ish, deren Durchmesser
die Zahl & nicht iiberschreiten ([2], S.108). Diese Bedingurig ist daniit
dquivalent, daf jeéde Punktfolge eine Cauchysche Folge enthalt ([21,
ihidem), oder auch damit, daf ([3], 1, S. 113)

(1) tLir jedes e > 0 X ehie endliche Punktmenge "F, enthilt, die von
allen Punkten zeX einen Abstand o(z, F,) < & hat.

Jede derartige Menge F, wird hier ein &-Nefz genannt. Insbeson-
dere. ist jeder total beschrinkte Raum beschrinkt und separabel,’ und
jeder kompakte Raum total beschriankt.

Die Voraussetzung, X sei total beschrinkt, ist wesentlich. Dagegen
kann die Voraussetzung 7(X) = X durch eine schwichere, wie z. B. in
Satz I bzw. Satz 1, ersetzt werden. Auflerdem kann fiir f irgendeine
(auch mehr-mehrdeutige) Relation zwischen den Punkten von X stehen.

Die Arbeit der am Anfang genannten Autoren schliefit mit folgendem
Problem: Lift sich etwas Schirferes aussagen tiber die ... Kompensation
von Dehnungen durch Verkiirzungen und umgekehrt?

“In der vorliegenden Mitteilung wird das so gestellte Problem beja-
hend geldst, und zwar durch eine quantitative — obwobhl noch nicht die
feinste — Abschidtzung des Kompensationsvorganges, was ja offenbar
etwas Schirferes ist, als dessen rein qualitative Feststellung. Bs wurde
hier allerdingg ein anderer Beweisgedanke zugrundegelegt, der im wesent-
lichen. auf (1) beruht.

2. Im folgenden sei f(w) irgendeiner der Bildpunkte von @, also —
der erweiterten Dentung von f geméf — irgendeiner der Punkte, zu denen
in der Relation f steht. Ferner sei # = n, die kleinstmogliche Anzahl
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der Punkte eines e-Netzes im total beschrankten Raume X, der selber oty
mehr alg 2 Punkten bestehen soll. Tst #,.= 1, so fiigen wir dem Netz noch
einen Punkt hinze und setzen n == 9.

¢ Stz . Tt J(X) C X, -wobei aber X € [(X) (d . }X) ist - dicht
m X) wd gilt. fiir* ein Priiktepaar &b von X und Filr-ein ledpzmltepaai
f(a), F(b) dw Glewhung :

@ T eley ) = elia), 1B 12,

30 gibt es on X auch Punkte a', b’ wn(l Bqldpunkte ;f( "), F(b"), welche folgen-
der Unglewhung genugefn : S L :

®) ola, V) < gl (@), FOY]—efn—1).

Beweis. 8ind K, und K, Vollkngeln' um a und b mit dem Radius
Je, 80 gﬂt offenbar fur Je zwel Punkte pel, und qub

@ S ey = olay B)—de.

Nehmen wir der Behauptung quLder an, daB y‘ die Entfernungen in
X hochstens nur um Do :

(5) d = ¢efn(n—1)
vergrofert. Dann ergibt mich aus (2)
e[f(p), 1)) < e[f ()i Ha)lelf(a)s F(b
< 2e+-d+o(0,b)

woraus, der Ammhme wegen, fiii die i-te.- Itemtion_vj“ OB .f... .

VI+-elf 0}, F(g)]
—12e+42e+4-d == p(ay b)~8e+2d, :

e[f{(p), (@)1 < el =N(p) fz-l(q)]Td ol B)—Be(i+1)d. " -
folgt, Tant (5) gils aauer; shesondere! Tiik 1 < o e
© e[f(p)f J<g(a by se+[() ]a_/.n(n;l;)_;_-: o

"< 'pla, b)—8e+t& < g(a, by—4de.

. Daraus erhalten -wir wegen (4) folgenden Schlu8: :
(T)" Es ist nicht. moglich, daB einer der. Punkte f{p);. f’(q in dié Kugel
K, und zuglemh der andere in. die- Kugel K, fillt., )
Nun werde mit N, ein aus. etiwa n Punkten gy, 2y, ..., pn bestéhendes
&-Netz in X bezelc]met das nach Voraussetzung vorha,nden 1at; wihrend
mit N, eine aus ebensowelen -fen” Bildpunkten: Flod i ey . ,f(p,,
bestehende Punktmenge bezeichnet wird, wobei atich im: Falle: der.Mehx-
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deutigkeit von j-die Beziehung -

8) Ni CHHY

rekursiv beachtet werden soll. Von nun an soll fi(p) fir peN, denjeni-
gen N,-Punkt bezeichnen, der in obiger Konstruktion aus p hervorgegan-
gen ist.

Zuniichst wird mittels der Induktion gezelgt, daf N, ein (z-}-2id)-
-Netz in X ist.

Fiir ¢ = 0 stimmt dies mit der Definition von N, tiberein. Nehmen wir
also an, N,_, sei ein [s-+2(i~—1)d]-Netz in X und betrachten irgendeinen
Punkt xeX. Die Voraussetzung X C f(X) hat das Vorhandensein eines
Punktes 2’ mit der Bigenschaft
9) Celo, f@) 1< d

zur Folge, Zugleich, gemil der Annahme iiber N;_;, kommt unter den n
Punkten f(p,), - 1(1;9), .+ p,) dieses Netzes mindestens ein Punkt
fYp;) vor, fiiv den

el 71 (p))] < e+2(i-1)d,
algo fiiv den nach (4)
elf@), Fp)] < e+2(—1)d+d
gilt. Nach (9) ergibt sich daraus tatsichlich
elw, (o)1 <ela, f(@)]+elf (@), f(p)] < d+e+2(i—1)d-+d = e-+2d.

Insbesondere, da sich fir i <C(5) wegen (5) die Ungleichun ‘
Py g

s--2id < 2¢ ergibt, ziehen wir folgenden Schlufi:
(10) N, sind fir »=0,1, ..., (72”) lauter 2e-Netze.

Demnach gibt es in jedem dieser N, mindestens einen Punkt aus XK,
und einen anderen aus K,. Bs sei etwa f'(p,)e K, und f(p,)eK,, wobel
p, und p; zu N, gehoren. Danp lehrt (7), auf die zu N, (fir ¢ = 1,2, ...

, ';) —r) gehorenden Punkte f*i(p,) und f*¥(p,) angewendet, daB die
gleichzeitige Inzidenz die.sér “Punkte in je eine der Kugeln K, und Kl,
unmoghich ist. Diéae Unmoghchkelt betrifft msbesondere Tt =

Da es jedoch in N, als in einer n-punktlgen Menge, uberhfmpt
( ) Punktepaame gibt, schheﬁen Wll', da N (o keine zwei Punkte ent-

halten kann, deren einer in. K, und der andere in K, hegt Das wider-
spricht aber dem SchluB (10):
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Ist X CHX), A XYC X und
ela, b) = off(a), f(b)]—~12¢

fiir ein Paar a,b von Punlien des Raumes X, so gibt es in X ein Punktepaar
a',b’ mit der Bigenschaft

(11) (e, ¥') > e[f(a’), f(¥' ) +e/m(n—1).

Beweis. Es geniigh sich auf den Satz 1 zu berufen, wobei die inverse
Relation (Abbildung) ! statt f gesetzt wird, und zu beachten, daB sowohl
jede Teilmenge als anch die abgeschlossene Hiille einer total beschrink-
ten Menge total beschrinkt ist.

3. Folgende Frage bleibt zunfichst offen:

P 194. Gibt es eine schirfste Abschitzung der’ Kompensatmn von
Verkiirzungen durch Dehnungen, bzw. umgekebrt, und inwieweit 1a13t
gich insbesondere die Abschatzung (3), bzw. (11), verbessern?

Die totale Beschrinktheit von X ist zwar eine hmrelchende, mcht;
aber eine notwendige Bedingung fiir die betrachtete Kompensations-
erscheinung: diese Erscheinung bleibt ja otfenbar bestehen, wenn man
alle positiven Entfernungen in X um 1 vergrofiert (eine Bemerkung von
A. Lelek).

Es bleiben also auch folgende Fragen (von B. Knaster) offen:

P 195. Wie laBt sich die Metrik ¢ derjenigen Riume X charakteri-
gieren, in denen eine Kompensation von Dehnungen und Verkiirzungen
auftritt? Ist insbesondere folgende Eigenschaft dafiir charakteristisch:
zu jeder Punktfolge p, mit der Eigenschaft ¢(pn,pn) > 8> 0, die fir
alle » und m gelte, gibt es einen Punkt p e X, fiir den: die Folge o(pa, p)
konvergent ist ohne stationdr zu sein? . \

Sarz 2.
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