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la premidre intégrale s’annule, car Pexpression entre crochets est un po-
lynéme de degré moindre que »; la seconde intégrale s'annule aussi, la
fonetion intégrée étant impaire.

L’intégrale de la fonction f(p) s’annulant sur une sphére de rayon va-
riable, il en résulte gque intégrale de cette fonction prise sur la surface
sphérique s’annule aussi lorsque cette sphére contient Iorigine des coordori-
nées dans son intérieur ou sur elle-méme.

Dans le cas du plan, il est aigé de démontrer d’une facon analogue
que la fonction f{p) ¥’annule en moyenne sur chaque cercle contenant
& Dintérienr ou sur sa circonférence l'origine des coordonnées ot

= 2 Wale) (Aqcosnp+B,sinng),

n=0

fle, »)

Wo(p) désignant la fonction rationnelte

1 dVa(a)
T H

Walo) =
(o) P

Val0) = 0,

et V,(g) étant un polyndme arbitraire de degré moindre que %, pair ou
impair selon que # est pair ou impair, finalement 4, et B, des coefficients
arbitraires, pourvi que la série soit presque uniformément convergente
dans tout le plan.

Begu par la Bédaction lo 13. 8. 1956
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FORMULBES GENBRALES DE QUADRATURE MECANI QUH
DU TYPE DB GAUSS

PAR
L. TCHAKALOFPF (SOFIA)

On entend par formule générale de quadrature mécanique une for-
mule approchée de 1a forme

(1 jf dm—ZZAmfwak —co<a<h< oo
K=

m >0 et ¥, > 0 désignant des mombres entiers donnés. Les arguments

ay de 1a fonction f(x) sont des nombres différents que I"on suppose ordinai-

rement donnés d’gvance ou déterminés d’une fagon convenable pour

gue la formule roit plus exacte ou plus commode pour les applications.
ne

Quant aux coefficients A, (dont le nombre est égal &4 M = D)),
k=1 ’

on tAche de les déterminer de maniére que la formule (1) soit exacte pour
chaque polynéme de degré < M. Comme j’ai montré dans un travail
antérieur, cette derniére condition est suffisante pour gue les coefficients
Ay, solent complétement déterminés; leur détermination se réduit essen-
tiellement & la décomposition en fractions simples de la fonction rationnelle

W

P) = [] e—an™.

k=l

Je me propose dans la présente communicaﬁon") de déterminer
aussi les arguments a;, dans la formule (1), de maniére quelle soit

ancte pour des polynémes algébriques de degré aussi élevé que.

possible. D’une fagon plus précise, le probléme que je me propose

de résoudre peut étre formulé ainsi: Etant donnés les nombres entiers

Y

*) Présentée an VILIC Congrés des Mathématiciens Polonais (Varsovie, le 6-12
septembre 1958). Voir aussi [2].
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m>0 et 7, >0, k=1,2,...,m, déterminer le plus grand entier N
auquel on puisse faire correspondre m nombres réels a; et M coeffi-
cients A;,, ol

kz

M= 3 (1)
k=1

de fagon que la formule (1) soit exaete pour chaque polyndme
o) de degré < N; aprés avoir déterminé le nombre N assujetti
aux conditions ci-dessus, trouver une méthode pour la détermination
des nombres a; et 4.
On voit immédiatement que Péquation (1) ne powrrait &tre satisfaite

par un polynéme de la forme

m

f@) = [ ] @—a),

k=1
ol les exposants pairs 2s; sont plus grands que les nombres correspon-
dants 7, et cela quels que soient les arguments réels a; et les coefficients
Ay,. Les inégalités 2¢, > ;. étant vérifides pour s = 1-4[7/2], il en
résulte la relation

.
N < g (2-+2[7/2]) -
Nous allons montrer gue c’est le signe d’égalité qui reste en vigueur
dans cette relation.
Congsidérons d’abord le cas ot tous les nombres 7, sont pairs. Le nombre
total des arguments a; et des coefficients 4, étant égal &

n n
=m+ 3 (net+1) = 3 (n+2),
T k=l K==l
il est bien naturel que I’on tiche de déterminer les inconnues aj et 4,, de
sorte que I’équation (1) soit vérifiée lorsquon remplace f(x) successive-
ment par 1, &, a2, ..., 4", c’est-?x—djre quelle soit satisfaite par chaque
polyndme f(z) de degré < Z(rk+2)

fo=1
Désignons par P(z) le polynéme
. m
() P(@) = [] w—a)s+
k=1

de degré

B

w= *2(1‘1;4—1) = L, '

iom

P(z) étant le polynéme défini par (2) et Ly(w), Ly(w),
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Pour que l'équation (1) soit vérifiée pour chague polyndme f(w )
de degré << L = M-m, il faut que Pon ait
b
(3) [P(x)atde =0

P

pour I=10,1,...,m—1.

On obtient ainsi le systéme (3) de m équations algébriques aux incon-
1S @yy gy -+ -y Gy . POUr démontrer que ce systéme a une solution réelle,
nous proﬁterons du lemme suivant:

LemME. Flant donnés m mombres pairs non négaiifs vy, Toyerey rm' il
cwiste m nombres réels différents ay, ay, ..., a, dans Dintervalle ouvert
(@, b), tels que le polyndme (2) soit orthogonal dams cet intervalle & chagque
polyndme algébrique de degré < m.

Démonsgtration. Congidérons la fonction

) = | []@arevan

des variables réelles @, ;. ..., #,. Les exposants r,--2 étant pairs, cette
fonction est toujours positive. On démontre facilement qu’il existe

(4) Flwy, a,, .

- un cube —R < o, << B dans l’espace & m dimensions, tel que les valeurs

de cette fonction en dehors de ce cube soient supérieures &4 F (0, 0, ..., 0).
Il g’ensuit qu’il existe un point (a, ¢, ..., &,) & Dintérienr du cube ol
la fonction f(z) atteint son minimum abgolu. On peut aussi démontrer
que les coordonnées a,, a, ..., a, de ce point sont toutes différentes,
c’est-a-dire que @ # a@; pour k % I. On doit done avoir

b om
—- = (I +2) f [](m_w')rl“ a:zfm
& I=1

b
[P(@) Lyw)ds = 0,

ou hien

L, (o) désignant les
polyndmes fondamentaux de Lagrange correspondant aux noeuds a,,as,...
- vy . Chaque polyndme de degré inférienr & m pouvant étre représenté
comme combinaison linéaire des polyndémes I,{z) il est évident que le
polynéme P (x) est orthogonal 4 chaque polyndéme de degré inférieur a m.
Il nous reste encore & démontrer que les zéros a de P(x) sont si-
tués 4 Vintérienr de lintervalle (a,b). Dans ce but désignerons par
b1y byy ...y b, leg zéros de ce polyndme situés entre o et b. Si leur nombre
w était infévieur & m on devrait avoir
b

jP(w —by) (@~b,) ... (w—bydw =0,
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ce qui est impossible, le polyndme sous le signe d’intégration ne chan-
geant pas de signe lorsque x varie entre a et . On doit done avoir u == m,
ce qu’il fallait démontrer.

Les raigsonnements ci-dessus conduisent done aun résultat suivant:

Ttant donnés m nombres Pagrs ot non NEGatifs ¥y, Ty, ...y T, le systéme
(3) aux m inconnues a,, Gy, ..., &, pPosséde toujours une solution réelle,
composée de nombres différents situés & Vintériewr de Vimtervalle (a, b).

D’autre part, comme j'ai déja remarqué an début, on peut ddétermi-
ner les coefficients 4;, dans la formule (1) (et cela d’une manitre univo-
que) de fagon qu’elle moit exacte pour chaque polynéme f(x)
inférieur &

"

M=) (n+1).

Tzl

Les nombres a, et 4, étant déterminés comme nous l'avons expli-
qué, il est facile de vérifier que la formule (1) est exacte pour chague po-
lynéme f(x) de degré << M-+m = L. Soit en effet f(z) un tel polyndme,
que l'on peut représenter sous la forme

H@) = P(e)Q (@) +R(2),

les degrés des polynémes @(x) et R(x) étant respectivement inférieurs
A m et & M. D’aprés les équations (3) on a

IP(W)Q(m)dm =0;

d’autre part, d’aprés le choix des coefficients 4;,, on a

W e

b
JE@d = 3 D 4uRa).

k=1 A=0
Or, en tenant compte du fait que a; est un zéro de P‘(m) @ordre de
multiplicité r;, 41, il est évident que /¥ (ay) = RM(a,) pour A = 0,1, ..., 7y,
de sorte que

l: e T
Jiwas = 3 3 4,/ a,).
° k=l Ae=0

Pagsons ma,mtenant aun cas out les nombres », sont de parité quel-
congue et posons 7 = 2[7,/2]. En déterminant les arguments réels
et les coefficients A4, de sorte que, la formule

mo g

J'f(w)dw= 2 D At )

K=l sl

) de degré

iom®
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w

goit exacte pour chaque polynéme de degré < I’ = Z’(rk --2) et en posant

Ay, = 0 chaque fois que r, est impair, la fommle (l) sera exacte pour
chaque polyndme f(x) dont le degré est infériemr &

W

/ Tk .
T _;(2[2] +z).

Au contraire, elle ne peut &bre exacte lorsque I'on remplace f(x) par
un polyndme de degré L, comme nous "avons déji remarqué au début.
On a donc dans tous les cas N = L',

11 serait aussi important pour les applications d’avou une expression
commode pour Perreur que l'on commet en appliquant la formule (1) 4 une
fonction arbitrairve, c’est-a-dive une expression pour la différence des deux
membres de la formule (1). En supposant gue f(x) a des dérivées continues
jusqu’s Vordre

- SblEl -

2

k=1 : .
on peut démontrer la formule

mo g

f/ v)de = F ZAMf“) &) +j

w(w) désignant une fonction continne indépendante de f(x
pag de signe dans l'intervalle (a, d).

()™ z) dz

) et ne changeant

TRAVAUX CITES

[1} P. Tuvran, On the theory of mechanical quadrature, Acta Sci. Math. Szeged
12 (1950), p. 30-37.

[2] . Yaunanon, Obwyu xeadpamypru dopauysu om Iaycos mun, Mancerus
1na MaremaTHuecKW MHCTUTYT, Bwur, axam, ma maywure 1,2 (1954), p. 67-88.

Regu par lu Rédaction le 1L 8. 1956

\


GUEST




