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Du théoréme 1 on déduit immédiatement le

TaforitME 2. Soient B un espace, T wun clan et P(A) une mesure
définie sur T, dénombrablement additive sur lo tribu pry NI, quelle que soit
la partie finie I C K. Si, quels que soient la partie finie I C K et teK—1I,
la mesure conditionelle P, pxi'(Ay) est quasi-régulitre, P(A) ost dénom-
brablement additive sur T\

4. Problémes ouverts. On ne sait pas si le théoréme 2 est vrai si
T'on suppose que P(e”, pry (4y)) est régulidre par rapport aux tribug (TE, Ty,
quelle que soit la tribu séparable T,C T} (P 196). &l en étant ainsi,
les résultats de Tonescu Tulcea [5], de Marczewski®) [6], de Ryll-Nar-
dzewski [7] et de cette note en seraient des cas particuliers. En ce qui
concerne les résultats de Marczewski et de Ryll-Nardzewski, ce fait se
déduit en tenant compte de [7], théorémes T, III et IV, et de [2], théoréme
3.1, p. 96-98. -

On pourait sussi demander un exemple de mesure conditionelle
Pl pri(4,) qui soit régulitre par rapport aux tribus (T%, Ty quelle
que soit la, tribu séparable T; C T, et qui ne soit pas régulidre ou quasi-
-réguliére (P 197).
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¢} En ¢e qui concerne l'additivité dénombrable de la mesure.

BEMERKUNGEN UBER HAUSDORFFSCHE MASSE UND
HAUSDORFFACHE DIMENSIONEN 1IN LIESCHEN GRUPPEN
VON
A. GOETZ (WROCLAW)

Einleitung. In der vorliegenden Arbeit werden linksinvariante Haus-
dortfsche Mafe in Lieschen Gruppen behandelt. Die Konstruktionsidee von
invarianten Mafen in topologischen Gruppen hat Oxtoby in [5] entwickelt.

In §1 wird der Begriff des Hausdorffschen Mafies und der Haus-
dorffschen Dimension eingefiibrt und es werden einige Hilfsséitze be-
wiesen, die im weiteren angewendet werden,

In § 2 wird bewiesen, da8 fir die ,,Riemannsche” linksinvariante
Metrik in einer m-gliedrigen Lieschen Gruppe (eine soleche Metrik kann
man z. B. mit Hilfe der Maurer-Cartanschen Formen o', ..., " bilden,
indem man ds* = (0'V¥--...4-(0")® setzt) das n-dimensionale Haus-
dorffsche MaB gleich dem Haarschen MafB ist, und daraus wird abgelei-
tet, daB das n-dimensionale Hausdorffsche Maf in einem n-dimensiona-
len Riemannschen Raume dem klassischen Inhalt proportional ist).

In § 8 wird bewiesen, daf fiir die Hausdorffsche Dimension b, einer
n-gliedrigen Lieschen Gruppe G mit einer beliebigen linksinvarianten
Metrik p(z,y), welche die Topologie von G nicht #ndert, die Unglei-
chungen gelten: ‘

d <h, < d
- 2 = T == Wt
log, lh’msup ele,#) log, [limini——(e’ d )]
oo 9(65 z) . 26 Q(G, )
wo ¢ das Binheitselement der Gruppe ist. Wenn
ele, wz)_ <1
ae 02, ®)
ist, so gilt nur die erste Ungleichung, die im Falle von
lim sup ele, @) _ 4

1) Vergleiche [4]. wo dasx letztgenannte Resultat anf eine andere Weise
wbgeleitet wird.
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als h,= oo zu verstehen ist. Die erste Ungleichung ist eine Verstirkung
der bekannten Ungleichung h>=n ([3], 8. 107), die filrv alle metrischen
Réume gilt.

Das h, -dimensionale Hausdorffsche Mafl braucht aber kein Haargches
Maf zu gein. Wenn aber eine Umgebung des Einheitselements vorhanden
ist, in welcher die Gleichheit g(e, @*)/o(e, o) = A4 gilt, s0 ist 1 < 4 <2
und das n/log,A-dimensionale Hausdorffsche MaB ist dann ein Haar-
sches Mag.

1. In einem separablen metrischen Raume 3 mit der Entfernungs-
tunktion o(x,y) wird das w-dimensionale Haugdorffsche MafB einer
Menge B folgenderweise definiert (siehe z. B. [6], 8. 53):

‘E& sei eine fixierte Zahl £ > 0 gegeben. Wir zerlegen die Menge B
in abzihlbar viele Mengen B; (i =1,2,...), die paarweise punktfremd
sind und deren Durchmesser §(B;) < e ist, und bilden die Summen

x
2 [6(8;)]1”. Das Infimum dieser Summen in bezug auf alle derartigen

=]
Zerlegungen bezeichnen wir mit

AY(B) = int D' [8(BY]°. -
i=1
AQ(E), als Funktion der Verinderlichen e betrachtet, ist monoton
und deswegen existiert der endliche oder unendliche Grenzwert
Ap(B) = lm AD(E) .
a0
Dieser Grenzwert wird das 1w-dimensionale Hausdorffsche Map von B ge-
nannt. Das MaB 4,,(F) erfiillt alle Bedingungen, die ein Carathéodorysches
duferes MaB charakterisieren ([6],8. 43); betrachtet man es nur fiir meBbare
Mengen, zu denen auch alle Borelsche Mengen gehoren, g0 ist es o-additiv,
Ist A,,(B) = 0, 50 ist auch fiir jedes w > wy: Ay(H) = 0, ist dagegen
Auo(B) > 0, 80 ist, fiir jedes v < Wy A(B) = oo. Dag Supremum der
Zahlen w, fiir welche A,(E) = co ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt,
das Infimum der Zahlen v, fiir welche A,(E) = 0 ist, heiBit Hausdorffsohe
Dimension der Menge B. Wir bezeichnen sie mit h(E). Im Falle B = M,
schreiben wir einfach h,.
Es ist bekannt, daB im n-dimensionalen Buklidischen Raum die Hang-
dorffsche Dimengion jeder offenen Menge gleich # und das n-dimensio-
nale Hausdorffsche MaB dem Tebesgueschen Mafie proportional ist?)

*) Wir benutzen hier nur eine schwichere Ligenschaft, nimlich: Das n-dimen-
sionale Hansdorffsche und das Lebesguesche MaB sind dguwivalent, 4. h. das eine ist

dann und nur dann gleich 0 oder co, wenn das sndere gleich 0 Dzw, oo ixt. Siehe [8,
8. 54.

I4

iom®

COMMUNICGCATIONS 57

Weiter werden wir es in einem gegebenen Raume mit zwel topolo-
gisch dquivalenten Metriken g¢{z, ¥) und #(z, ) zu tun haben. Die Haus-
dorffschen Mafe, deren Approximationen, die Hausdorffschen Dimensio-
nen und die Durchmesser der Mengen werden wir fiir die Metrik o(z, )
mit Ay, AL, h,, 6 wnd mit L,, LY, &,, d fix die Metrik »(x, y) bezeich-
nen.

HirrssArz 1. Gilt fir hinveichend kleine »(x,y) die Ungleichung

(1.1) ole,y) z A=, 1)), 4,a>0,
so ist auch fir jede Menge B C M .

(1.2) Aul B 2 A¥CLy(H)

gilt die Ungleichuny

(1.3) ol y) < Blr(z,9)¥, >0,
80 18t

(1.4) Aup(B) < BPL(B).

Beweis. Aus (1.1) folgt eine dhnliche Ungleichung fiir die Durch-
messer der Mengen Z C M mit hinreichend kleinem d(Z):

(1.8)- 8(2) = Ald(2)I.

" Fiir jede Zerlegung der Menge F in abzéhlbar viele Mengen E; von
hinreichend kleinem Durchmesser d(E;) gilt dann

(1.6) S [HE) = A Y ().
i=1 =1
Aus (1.5) folgt auch, daB, falls 8(E;) <& d(B;) < (e/4)" ist.
Daraus und aus (1.6) leiten wir die Ungleichung
(E)

AY(B) > A"

ab. Nach dem Grenziibergang fiiv & — 0 erhalten wir daraus (1.2), da
lim(e/A) = 0 ist.

>0

Der Beweis der Folgerung (1.8) — (1.4) verliuft ganz #hnlich.
Einen Sonderfall dieses Hilfssatzes bildet der
Horssarz 2. Gelten fiir hinveichend kleine r(x,y) die Ungleichungen

{L.7) Alr(e, ) < o(z,y) < Blr(z,9)], 4,B,6>0,
so gilt fiir jede Menge B C M

(1.8) ALy B) < Aupol B) < B"LofE),

nnd folglich sind die Mafle Ly(EB) und Ay, (E) dquivalent.
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Hinwssanz 3. Gilt fir hinveickend kleine r(w,y) die Ungleichuny

(1.1), so st

()
(1.9) h(B) 2 717’ ;
gill (1.3), 30 ist
N )
(1.10) BB <

Beweis. Wir werden nur die Folgerung (1.1) — (1.9) beweisen.
Der Beweis der anderen (1.3) - (1.10) ist dhnlich.
Nach dem Hilfssatze 1 folgt aus (1.1)

flw/a(E) = Aw/“Lw(E) .

Pir jede veelle Zahl 5 > 0 ist weiter Ly g, (H) = oo, also auch
Ay (B) = co und deswegen ist

a

() =7

[#4

ho(B) =

Nach dem Grenzitbergang fiiv » -» 0 erbidlt man (1.9).
HILrssATz 4. Fwistiert zu jeder hinvelchend Tleinen reellen
e > 0 eine Zahl u > 0 derart, daf fiir v(x,y) < n die Ungleichung

(1.11) > Az, Y%, A, a0,

gilt, so ist fir die Hausdorffsche Dimenston die Ungleichuny (1.9) erfullt.
Ist (111) durch a == 0 und h(B) > 0 erfiillt, so ist h,(F) = oco.
Gilt die Ungleichuny

(1.12) olw, )

so 48t (1.10) erfulit.

Beweis. Wir . beweisen wieder nur die Folgerungen (1.11)— (1.9)
und « =0~ k{F) = co. Der Beweis der Folgerang (1.12)— (1.10)
ist volstéindig a.nalog

Aus (1.11) folgt nach Hilissatz 2

' o nm
h(H) 2 ”:.] P = 0, v
und darans erhalten wir beim Grenziibergang ¢ -+ U die Ungleichung
(1.9) oder, wenn « = 0 und h{H) > 0 ist, die Gleichung h(H) = co.

Zahl

o, ¥)

< Blr(z, T, f—e>0,

2, Bs sei ein n-dimensionaler Riemannscher Raum M gegeben. In
einer Umgebung eineg fixierten Punktes p,e M kann man ein in p, geodii-
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tisches Koordmatensystem einfiihren, in welchem der Punkt Py die Koordi-

naten #° = 0 hat und Hi(Do) = By, Ogyu(py) /aw == () ist. In diesem Xoordi-
natensystem haben wir also

(2.1) (@) = Oy-1y(w),

WO

+(&")*
Zu einer gegebenen reellen Zahl & (0 < ¢ <

hung V von p, derart wihlen, daf in ihr

lim p—
@5 @i V(@) ok

< 1) kann man eine Umge—

(2.2) ()| < —
n

ist. Durch eine Beschriinkung der Umgebung V auf eine kleinere Umge-
bung U kdénnen wir erveichen, daf fir je zwei Punkte @, x, aus U die
sie verbindende geoditische Linie, wie auch die Tinie a’ = afi¢-tai(1—1),
(0 <t <<1), in V liegen.

In V betrachten wir die Riemannsche Metrik g(w, «,), die dem In-
fimum der Lingen [Vg,de'de/ aller Bogen der Klasse (%, die die beiden

Punkte verbinden, gleich ist, und die Buklidische Metrik
@ =V oyl — i)

Wenn die Punkte «;, und «, zu der Umgebung U gehiren, kann man
sich bei ¢(z, #,) nur auf die in ¥ liegenden Bigen beschrinken.
Hivpssatz 5. In der Umgebung U gelten die Ungleichungen

< (+e)r(my, 2,).

Beweis. Es sei € ein Kurvenbogen in V, der zwel Punkte aus U verbin-
det. Seine Gleichung sei « = »(s), wo der Parameter s die r-Bogenlinge (d.h.
die Bogenliange in Bezug auf die Metrik r(x, ¥)) bedeutet. Deswegen gilt

da® do’
ﬂdﬂd

Die r-Linge des ganzen Bogens O bezeichnen wir mit I. Dann gilt
tiir die ¢-Lénge 1 des Bogens die Formel

— dw’ T
A = j '/gij W a B f‘/(aﬁ’*‘lﬁ)ﬁ“ﬁds

= f]/l“”” ds

Py, 1) = Vi@ —a s —

(2.3) (L—e)r @y, wa) < @ (i, )

i

(2.4) =1 und <1.
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Jetzt schitzen wir die Diffevenz |1—1] ab. Bs st

1 O i i~ =
o - d ° ds ds _
1| = T 141 - As| = S S ——
1i—1] ‘e}(l Ly = ,)ra a‘ ]/wz T
TGS ds
i l" dat || do |
: KL dfr_'

e I ds.

[ /]_+l

i i
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Da der Nenner des Integrandes grofier als 1 ist, haben wir unter
BReriicksichtigung von (2.2) und (2.4)

P—lf < n8 ol = el
[
d. h.

(1—e)l << A < (148,

woraus leicht die Ungleichung (2.3) folgt.

HILFSSATZ 6. Das n-dimensionale Hausdorffsche Maf im n-dimen-
stonalen Riemannschen Roume ist fiir offene M e'fngen positio und fir kom-
pakte endlich.

Beweis. Fiiv Mengen, die in U enthalten sind, sind die MaBe 4,
und I, zufolge von (2.3) wnd des Hilfssatzes 2 Aquivalent, und es ist

(2.8) (1—8)"Ln(B) < A4 (B) < (1+2)"Ly(E),

das MaB T, ist aber dem Lebesgueschen Mafe dquivalent und deswegen
sind die beiden MaBe A, und L, positiv fiir offene und endlich fiir
kompakte Mengen. Da abzéhlbar viele Umgebungen vom Typus der
Umgebung U den ganzen Raum M bedecken und da 4, o-additiv ist,
gilt dasselbe fiir beliebige offenec oder kompakte Mengen, ohne Beschrin-
kung.

Aus diesem Hilfssatz und aus der Binzigkeit (bis auf einen konstan-
ten Faktor) des linksinvarianten Haarschen MagBes folgt unmittelbar dex

Sarz 1. Ist r(z,y) eine Riemannsche lUnksinvariante Metrik in der
Hinheitskomponente einer n-gliedrigen Lieschen Gruppe G, so ist das n-di-
mensionale Hausdorffsche Maf L, ein linksinvarianies Haarsches Maf
in Q.

Wendet man diesen Satz auf die n-dimensionale Vektorengruppe an,
30 erhiilt man das bekannte Ergebnis, daf I, und das Lebesguesche Maf

icm
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proportiona_l zueinander sind (das Lebesgnesche Mal igh ja ein Haar-

sches ;‘MaB in der Vektorengruppe). Daraus und aug (2.4) folgt nach einer

Abschitzung des Inhaltselements in der Umgebung T leicht die
FOLGERUNG. Das n-dimensionale Hausdorffsche Maf und der Klassi-

sche Inhall in einem n-dimensionalen Riemannschen Rawme sind zueinander
proportional. '

‘ 3.. Betmghten wir jetzt in einer n-gliedrigen Lieschen Gruppe @ eine
behe@ge, mit der Topologie in ¢ tbereinstimmende, linksinvariante
Metrik ¢(x, y), sowie eine Riemannsche Metrik r{@, y) in der Rinheitskom-
ponente von G. Fiihren wir die Bezeichnungen

(8.1) ele, ») = N(z), r(e,m) = |af

ein. Dann ist g{z, y) = N(z7'), r(x, y) = [~y
Die Funktionen N (x) und |«| sind in & stet und erfilllen di
: f ; n die f -
den Bedingungen ([2], 8. 5): ) ¢ ¢ folgen
(A) N(w) 20 und N(z) =0 dann und nur dann, wenn o = ¢ igt:
(B) N(ay) < N @)+ (y) '
(0) N(z™) = N(z).
Dasgselbe gilt fiir |o|.

In einer hir‘u-eic]l‘end kleinen Umgebung V des EBinheitselements e
der Gruppe G llegt. jedes Element 2 in einer lokalen einparametrigen
Uptergruppe 11]}1(1 diese Untergruppen sind geoditische Linien fiir die
Riemannsche linksinvariante Metrik 7@, y) ([1], 8. 14 u. £.). Deswegen
baben wir fiir alle #e¢U, wobei U eine Umgebung von ¢ ist, fiir welche
T CV gilt, :

(3.2) o] = (e, #*) = ole, @) +o(w, 2*) = 20(¢, @) = 2)u|,

liegen doch die Elemente ¢,z, s in derselben Untergruppe. Aus (B)
tolgt N (a*) < 2N () fiir alle @ In U haben wir also

(3.3) o] = 2z, N(a®) < 2N ().

Hrvrssanz 7. In jeder Umgebung V des Einheitselemenis ¢ der Lie-
schen Gruppe G gibt es Blemente ©, fir welche N (#*)|F (@) > 1 ist.

Beweis. Wire in elner Umgebung V, immer N (&) < N(x), so0
kénnte man eine golche Zahl 7, > 0 finden, daB fir jedes positive 5 <C 5, die
Umgebung ' U, = ME{N (#) < 7} in V, enthalten wire. Wir nehmen jetzt
eine lokale einparametrige Untergruppe #(t) (—a <t < a, a > 0), die in
U, enthalten ist, und wollen sie auf bekannte Weise auf alle ¢ ausbreiten.
Da fiiv te(—a,a), (5)eU, und folglich N(v(t)) < n ist, hitten wir nach
unserer Voraussetzung N (w(21)) = | ((w(t))“) < N(o(t) <#, und das heiBt,
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daB auch fir alle te{—2a, 2a), v(t)eU, ist. Die Wiederholung dieges Ver-
fahrens fithrt zum Sehlu8, daf die ganze Ausbreitung von #(f) in U,
und folglich auch ihre abgeschlossene Hiille, die eine topologische Unter-
gruppe von @ ist, in I/, enthalten ist. Bs wire dann in jeder Umgebung
des Binheitselements eine nichttriviale Untergruppe von @ enthalten, was
bekanntlich fiir Liesche Gruppen unmoglich ist.

Avs dem Hilfssatz folgt unmittelbar, daf

N (2%
i} e =2 1
1321];) N (z) =
ist.
Wir fiihren noch die folgenden Bezeiehnungen ein:
: N : (") )
3.4 limsup —— = 2%, liminf-——" = 2
(34 P H@ T e N

By ist immer 0 < a < 1.
HILFSRATZ 8. Zu jeder Zahl & > 0 gibt es eine solche Umgebung V
des Einheitselements e und derartige positive Zahlen A wnd B, daf in V,

(3.5) Ajo*t* < N(@) < Blof~
gilt.

Beweis. Wir nehmen eine hinreichend kleine Umgebung T von e,
fiir welche die Ungleichheiten

(3.6) PN (x) < N(a®) < 2°*°N (x)
und auch (3.3) gelten, was nach der Definition der oberen und unteren
Grenzen immer moglich ist.

Wir wihlen jetzt eine Zahl % > 0 derart, daB alle Gruppenelemer-
te @, fiiv welche [o} < 7, zu U gehoren. Hs sei jetzt

3.7) Vo = l;;{lwl <2} wma Z= P

B ist leicht einzusehen, daB alle V, CU, daB
v, = H Z;u(e)

ist, und daB die Mengen Z, kompakt sind.

Ang der Kompaktheit der Menge Z;, folgt, daf die Funktionen
N(z)/iw|*** und N(z)/|c/"~* ihre Suprema und Infima, die wegen der
Bedingung (A) positiv sind, in Z, erreichen. Es sei

N (@) N{w)

4 =inf——= und B =sup—7,.
zezy |0} wezy 10"
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Es gelten dann in Z, die Ungleichheiten (3.5). Wir werden mittels der
Tnduktion beweisen, daB (3.5) in allen Z; und folglich im ganzen V, gilt.
Setzen wir in Z,, die Richtigkeit von (3.5) voraus. Fiir jedes @weZ,,.,
ist nach (3.7) und (3.3) 2*e¢Z,. Nach (3.6) haben wir
N (&
_ @)

2=

Nach der Induktionsvoraussetzung ist fir x¢Z,.,
gt A ol = Ala* < N(aY) < Bla™ = 2Bl

erfiillt, wobei zugleich (3.3) Dberiicksichtigh wurde. Setzen wir die obigen
Ungleichungen zusammen, so erhalten wir die Richtigkeit von (3.5) in
Zpyry W 2 Do WL
Aug dem Hilfssatz 8, dem Hilfssatz 3, und dem Satz 1 folgt der
Sarz 2. By die Hausdorffsche Dimension jeder offenen Menge in
einer n-gliedrigen ILieschen Gruppe G wmit der linksinvarianten Metrik
olx,y) ¢ilt die Ungleichung '

; n n
3.9 . = o= 1 : ""1'_'*"‘ 3}@5 )
08 MY N (@)
die 1m Falle von a =0, d. h.
lim sup M = 1,
als h, = oo 2u verstehen ist.
Ist dabet 8 > 0, d. h.
L N (@)
hriemf ¥ @) >1,
so. gilt auch
(3.10) h, g—;f— = "

lo (liminfw“@{))
(5 Y@
Wenn der Grenzwert

exigtiert und « > O ist, so ist die Hausdorffsche Dimension gleich #/a.
Das n/o-dimensionale Hausdorffsche Maf braucht aber kein Haarsches
Ma8 zu sein, was man am folgenden Beispiel sehen kann?).

%) Dieses Beispiel verdanke ich Herrn X, Urbanik.
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Alg Gruppe betrachten wir die additive Gruppe K der reellen Zahlen
(fiir diese Gruppe wenden wir die additive Schreibweise, d. h. x4y fiir
»y, 2o fir o, 0 fir e, an). Die invariante Metrik in B sei
fir  |e—~y| < 1fe,
oyl > 1fe,

(@, ) = —|e—y|logle—y|
et = 1fe five
wo e die Nepersche Zahl und |#| den abgoluten Betrag von x bedeuten.
Bs ist leicht einzusehen, daB fir diese Metrik

N (2x)

B =
folglich a =1 und %, =1 ist. Das 1-dimensionale Hausdorfische Maf
ist aber bei dieser Metrik fiir jedes Intervall unendlich und kann daher
kein Haarsches MaB sein.
Bs gilt dagegen der '

SATz 3.. Baistiert etne solche Umgebung V des Einheitselements ¢ ciner
n-gliedrigen Iieschen Gruppe, dap, fir jedes xeV, N (@®)/N(z) = M = 2°
gilt, 80 ist M > 1 (also a > 0) und das nfa-dimensionale Hausdorffsche
Map ist ein Haarsches Map. .

Beweis, M > 1 folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 7. Das weitere
folgt aus Hilfssatz 2, Satz 1 und der Hinzigkeit des Haarschen MaSes,
da in diegsem Fall statt (3.5) die Ungleichungen

Alof < V() < Blaf®

richtig sind, was man ganz &hnlich wie (3.5) in Hilissatz 8 beweisen
kann.

Als Beispiel einer Metrik, die den Voraussetzungen des Satzes 3 ge-
niigt, kann die Minkowskische Metrik in der s-dimensionalen Vekto-
rengruppe dienen. Fiir sie ist immer N (22}/N (x) = 2, wie bei der Bukl-
dischen Metrik.
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