EINIGE BEMERKUNGEN UBER DIE
HIRSCHMAN-WIDDER'SCHEN FUNKTIONEN H, ()
VON
Z.LUSZCZKI J . MIKUSINSKI, K. URBANIK,

J.WLOKA UND Z. ZIELEZNY (WROCLAW) )

1. In dieser kurzen Note definieren wir auf eine andere und ein,
fachere Weise die Funktionen H, (), die in der Arbeit von Hirschman-
Jr. und Widder [1] eingefithrt wurden?). Unsere Definition erlaubt es die
grundlegenden Eigenschaften dieser Funktionen kurz herzuleiten.
Die Gleichwertigkeit unsgerer Definition mit der Definition von 1. 1. Hir-
schman, Jr. und D. V. Widder zeigen wir im 2. Teil dieser Note.

Um die Operatorenrechnung [2], bzw. die Laplace’sche Transforma-
tion anwenden zu konnen, betrachten wir statt der Funktionen H, ()
(—oco<w<0) die Funktionen H, ;(—w), definiert auf der positiven Halb-
geraden {0,-}-oc). Wir definieren:

Hypo(— 2)= G . (n=0,1,2,...;

@) Hn,n("'w): 6-'“'@1

e x, wgm 0T k=0,1,...,n—1),

wobei 0 =a,<Ca;<C... eine beliebige festgelegte Zahlenfolge und 0w <oo ist.
(Unter dem s-Produkt zweier Funktionen f, g verstehen wir die Faltung

glarf@)= [ 10 glo—1)a)

Fiir 0L a<oo 18t Hy, 1 (—x) = 0, denn die Faltung zweier, bzw. mehrerer
positiver Funktionen ist positiv.
Pir k=0,1,...,n haben wir die Identitit

(2) e—ukk=H'n,n( )'i‘(l’“‘——)Hnn =2+
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!) Diese Note ist das Ergebnis einer Digkussion der Teilnehmer des Analysis.
-Seminariums des Mathematischen Tnstituts der Polnischen Akademie der Wissen-
schaften, welches von J. Mikusinski geleitet wird.

¢) Analoge Funktionen befinden sich in der Arbeit von J, Mikusifiski [3].
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Da der Funktion H,,(—x) der Operator

O iyen Oy,

(s +a)...(s +ay)

entspricht (siehe [2], Beite 30), ist diese Identitit folgender Operatoren-
identitit gleichwertig:

H n’k

(a'n_ ak)

(8 ) (5 + @p1)

(@~ a) (@ — ay)

(S +an) (8 +aﬂ—l) (3 +a'7|.-—-2)

1
(3) 1= <s+ak>[s+a +
(tn— ) (On_y~ @) .. (G — alc)]
(84 an)(s+aya)...(s4+ ) |

Die Richtigkeit der letzten Identitiit sicht man so ein: die rechte
Beite von (3) ist gleich

ek’ [272

(4) 8+aﬂ L+ + [ s+ k+—_{'__—{s+ak+‘-“
o s T [+ ot 1 (s+a)]+ }])
+ S+ tpyr +ak ® i

Nun reduziert sich aber der letzte Klammerausdruck von (4) zu s-+a,,
der vorletzte zu s-+ay,s,..., der erste endlich zu s-+a,. Der Ausdruck
(4) ist also gleich (s--a,)/(s+a,)=1, w.z. b. w.

Seétzen wir in (2) k=0, so erhalten wir

(%) 1= 3 H,(—a).
i=0

Daraus und aus H,,(—=)>0 fir 0<o<<co folgt, dab

(6) Hyp(—am)<1 fir ~n=0,1,2,...; k=0,1,...,n; 0Sa<oo.
2. Die Funktion H,,(—w) ist die einzige Ldsung der Differential-

gleichung

n—k

(7) > onay® N @)= o77F e, kst
A=l

die den Anfangsbedingungen

8 y(0)=y'(0)=...=y"*D(0)=0

geniigt.
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(Mit aﬁhk bezeichnen wir die i-ten symmetrischen Funktionen der
Ggpp1se- 30y BlSO opp=1, Oh =1 oo F By O == W1+ O)

Wenn wir die Operatorenrechnung anwenden (siehe [2], Seite 36),
50 sehen wir, da die Differentialgleichung (7) mit den Anfangsbedin-
gungen (8), der Operatorengleichung

Rk O_n-,-ck

i onekei ,
9 M gt 8" g = e
( ) “ nk 8—[-04),,

gleichwertig ist. Da

n—k
pX G:L,ksn_k*‘t‘: (8 1) - - (84 @),y
i=b

haben wir also

(10) i oder
Y = e s J
Y= @) (5 an)

LA TR T el

Y{B)= Opps. ool )

w. 2. b. W.
Des Eindeutigkeitsatzes fiir Differentialgleichungen wegen, ist also
die Hirschman-Widder’sche Definition der Funktionen H,; obiger De-

finition gleichwertig.
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0 TEOPHM CPEAHHX

. AILRJ b (JEBPRIEH)

BBEJEHHE

AKCHOMATHYECKAA TEOPHA CTPYRTYPHL CPEMHHX BENET CBOS HAYATO
or Kparroil paGorst Kommoroposa [52], omy6Gaurosannoft 3 1930 r. Beaen
3a HEH moABMIOCH MHOTO pafoT mo 3Tol 06IacTH, HATMCAHHLIX INIABHEIM
06pasoM TONbCKEMU M BEHPEPCKUMM MaTeMaTHRaMu. B aToi craThe mana-
TA10TCA MHOI0 DE3YIbTATH HCCIEeROBAHKM, BeXYIUMXCA B OJHOM M3 pas-
JAMYEHIX MAIpasienuii, u Ko(aBmgeTcs HOBBHIH, €IS He OIYOIMKOBAHHEIL
Pe3yNbTAT, CBABAHHENL ¢ NalbpHeluielt mpobuemoi.

OcHoBHoll 3apmaduelfl Teopuy cpefnuX, Hameuennoit HommoroposmiM,
ABIAGTCA HAXOMKIEHHe OOMMX XAPAKTEPHEIX CBOMCTR T. H. Keéasu-apugi-
semuueckux cpednux, T.e. QYHKUHMA HECHOIBKUX INEPEMEHHBIX BUIA

n My, @y @) = | [f@i;;i‘ﬂi@],
B YACTHOCTH (PYHKUME OBYX IEPEMEHHEIX BHIA
. ot [fELEE]

rie f(@) — HeIpepHBHAM, CTPOFO MOHOTOHHAA (yHEUMA, A §~' — oGpar-
mas ® meit. Kmace QyHRuui 3TOro Bmaa uMeeT GONBUIOE NPARTHYSCKOS
SHAUEHHMEe, TAK KAK OH OXBATHBAeT ¢060I0 GONBUIMHCTBO CPETHHX, BCTpE-
YANMUXCA HA TPaKTHKe, HATp. Cpemnee apufmerHyecKoe [f(z) =1,
reomerpuueckoe [f(z) =loga], wBamparmumoe {f(%) =g"], CTemeHHoe
[f(®)=a"], ancnomennuanbHoe [f(x)=6"] uT. .

Hanpapiresua MCCIeNOBAHME N0 TEOPHH CPENHUX YCIENH B TeYeHHe
NBAKLATI JIET HACTONBKO PASBETBHTHCA, UTO 4BTOP KPaTKOro o063opa,
MMETAOIMIT BCTaTh B CBOEM WSIOMKEHMH HA €MUHYI0 TOYKY S3peHnd, Ipn-
HYMIEH OTPEYBCA OT PACCMOTPEHHA PANA DPE3YIbTATOB, NPUMBIRAIMX
® 9To#t Teopum. Tar Haup. mMuow He Oymer mame BHpariie YHOMAHYTO
SHAUMTEIHHOE KOIMYEeCTBO PAGOT, MOCBAMESHHEIX CITENMANBHEIM CPeIHMM,
a B TOM uMele HM MccleHoBaHmus Aymansa [20, 22, 24], oTHocAmuecs
K CpegHEM 3maveHMAM (YHKINH KOMIVIEKCHBIX IlepeMEHHBIX, HN MMEIIne
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