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N

Betrachten wir eine Teilfolge ¥, von 7' vom Ordnungstypus wp, in
welcher Blemente von (2) mit beliebig grossen Indizes vorkommen. Sei
N, die Menge ihrer simtlichen Teilmengen von der Michtigkeit N,.
Offenbar ist N,=2%. Darum kann keine eineindeutige Abbildung zwi-
schen N, nnd 7, bestehen, was — wegen N,CN — ein Widerspruch ist.
Mithin ist unser Satz bewiesen.

SUR LA MULTIPLICATION DES TYPES ORDINAUX
PAR :

J. SLUPECKI (WROCLAW)

Jo vais démontrer eing théorémes sur la multiplication des types
ordingux. Je doiz & W. Sierpidski les démonstrations des théorémes 1
ot 2, le théoréme 5 ot le probléme donné & la fin de ce travail. En formu-
lant les théorémes 3 et 4 j'ai firé avantage d'une remarque de R. Si-
korski. .

THHEOREME 1. Pour un type ordinal quelconque a0 il existe des
types ordinauw o Fo et B£0 lels que
(1) Bra=f-u’.

Démonstration. Soib ¢ un nombre ordinal quelconque de puis-
sance plus grande que celle de a, et s0it o’ =¢-«, ce qui entraitie o'#a.
Soit ensuite f=¢** (w* désignant lo type ordinal inverse au type o de
Tensemble des nombres naturels, ordonnés selon la grandeur). On a done

=" p=¢"" =f£0;
Bra=pf-gra=f(gp-a)=F o

THhoREME 2. Pour un type ordinal quelconque a0 4l existe des
types ordinaux o Fa et fF£0 tels que
(2) wf=a'-f.

Démonstration. Soit ¢ un nombre ordinal quelconque de puis-
sance plus grande que celle de a, et s0it ¢ un nombre ordinal tel que
p<w®. Soit ensuite o' =a-¢ et f=w"". On a donec

o' F#a;
w¥ w¥ .
pef=p e = =05
a-f=a:(p f)=ap-f=0' -
Lo théoréme 1 se laisse préciser de la maniére suivante:

THEOREME 3. Powr un type ordinal guelcongue a0 il existe wun
type ordinal o' #a tel que

{3) 7 a=n-a

(n dédsignant le type ordinel d’ensemble des nombres rationnels ordonnds
selon la grandeur), N )
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Démonstration. Soit 4 un ensemble ordonné du type .

Supposons -d’abord que ’ensemble A soit dense. Soit aed. Dési-
gnons par F le type ordinal d’un ensemble ordonné E. Il existe des en-
semblos 4, et 4, tels que ‘

A=A, +{0)+ A, = A, +1+4,.
Soit bnone A. Il oxiste un ensemble ordonné 4’ tel que
fI'=a'=fIl+(Tb)+(.b—)+fiz=11+3+fiz-

Puisque lensemble .A' n'egt pas dense, o' #a.
On a

’7'“="]'(f11+1+'f12)=77'*‘L_+’7"+"’7'—£2§
' "7'0":"7'(A-1‘|'2+Jz)=7]'111+’7'2+’7'112=77'A1+77+’7'£2y

ce qui entraine (3).

Supposons maintenant que 4 ne soit pas dense.

Soit o' =n-a. Cest évidemment le type ordinal d'un ensemble dense,
d’olt a'7#a. On a ’

no=n-{n-a)=nna=10.

La formule (3) est donec vérifiée dans les deux cas possibles.

LeMME. Pour un type ordinal o transfini quelcongue i} eaiste des typos
ordinaur u et v tels que
(%) =gy FEy--u.

Démonstration. Soit 4 un ensemble ordonné de type «. Consi-
dérons les quatre cas suivants:

(a) L'ensemble 4 posséde un premier et un dernior élément et toute
coupure do 4 détermine un saut.

(b) L'ensemble 4 posséde un premier ot un dernier élément ot une
coupure de A ne détermine pas de saut.

(¢) L’ensemble 4 n’a pas de premier élément.
(d) L'ensomble 4 n’a pas de dornier- élément.

L’ensemble A étant transfini, le cas (a) est impossible.

Dans le cas (b) considérons une coupure [4,,4,] de A sans saub
et pogons

(5) u=A,, v=A,.

L’ensemble ordonné 4,4, n’a pay d’élément premier‘ ou d’élément
dernier, ce qui entraine (4).
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Pour démontrer la formule (4) dans le cas (e) choisissons un élément
guelcongue o de Vensemble A4 ef considérons la coupure [4,,4,] de 4
telle que D’élément @ est le premier dans 4,. En posant (5), on a (4).

Au cas (d) 1a démonstration est analogue & celle aun cas (¢). Le lemme
ost donc démontréd. Je m’en servirai pour préeiser le théoréme 2:

THEOREME 4. Pour un type ordinal quelconque a0 il existe un type
ordinal o % a tel que

(6) : a(w*+w)=ad (0" +w).

Démonstration. Dans le cas ott le type « est fini; le type ordinal
«'=a+1 remplit la formule (6).

Supposons done que « soit un type ordinal transfini. D'aprés le
lemme il oxiste alors des types ordimaux p €t » qui romplissent la for-
mule (4). Soif. «'=v+pu, Aol ¢!7#a. On a

a- (0" +w)=(u+r) (0" +o)=. .. Hpt+r)+Hpt+u)+...

' =i (@) F )+ = () (0 o)=d (0" +o),
c.q.f.d. )

Les théorémes 3 et 4 entrainent le

THEOREME 5. Pour un type ordinal gquelconque a0 il ewiste des
types ordinaur o eb a’’ tels que

o' #a
(0" +0) 7 a= (0" +o) 7 d; 1.

En connoxion avec cog théorémos se t;ouve lo probléme suivant
de W. Sierpinski:

P114. Existe -il deux types ordinaux différents o et 5, ot quatre
types ordinaux v, 8, u et » tels que

a=py=20p,

a''Fa;

a (0" +o)-g=a" (0" +o) 9.

'

B=ap=va ?
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